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nas palabras de los autores 


jBienvenido a la no vena edicion de Calculol Nos enorgullece ofrecerle una nueva version 
revisada de nuestro libro de texto. Mucho ha cambiado desde que escribimos la primera 
edicion hace mas de 35 anos. En cada edicion los hemos escuchado a ustedes, esto es, 
nuestros usuarios, y hemos incorporado muchas de sus sugerencias para mejorar el libro. 

A lo largo de los anos, nuestro objetivo ha sido siempre escribir con precision y de 
manera legible conceptos fundamentales del calculo, claramente definidos y demostrados. 
A1 escribir para estudiantes, nos hemos esforzado en ofrecer caracterfsticas y materiales que 
desarrollen las habilidades de todos los tipos de estudiantes. En cuanto a los profesores, nos 
enfocamos en proporcionar un instrumento de ensenanza amplio que emplea tecnicas pe- 
dagogicas probadas, y les damos libertad para que usen en forma mas eficiente el tiempo 
en el salon de clase. 

Tambien hemos agregado en esta edicion una nueva caracterfstica denominada ejercicios 
Para discusidn. Estos problemas conceptuales sintetizan los aspectos clave y proporcionan 
a los estudiantes mejor comprension de cada uno de los conceptos de seccion. Los ejercicios 
Para discusidn son excelentes para esa actividad en el salon de clase o en la preparation de 
examenes, y a los profesores puede resultarles valioso integrar estos problemas dentro de su 
repaso de la seccion. Estas y otras nuevas caracterfsticas se unen a nuestra pedagogfa pro- 
bada en el tiempo, con la meta de permitir a los estudiantes y profesores hacer el mejor uso 
del libro. 

Esperamos que disfrute la no vena edicion de Calculo. Como siempre, seran bienveni- 
dos los comentarios y sugerencias para continuar mejorando la obra. 


Ron Larson 


Sam*-*- W'C SjLubnJo 


Bruce H. Edwards 
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aracteristicas 


Herramientas pedagogicas 


[— PARA DISCUSION j 

jNUEVO! Los ejercicios para discusion que aparecen 
ahora en cada seccion sintetizan los conceptos 
principales de cada una y muestran a los estudiantes 
como se relacionan los temas. A menudo constituyen 
problemas de varias partes que contienen aspectos 
conceptuales y no computacionales, y que pueden 
utilizarse en discusiones de clase o en la preparacion 
de examenes. 


Desatrollo de conceptos 


11. Considerar la longitud de la grafica de fix) = 5 lx, desde 
(1,5) hasta (5,1): 


y y 



la distancia entre sus extremos, como se muestra en la 
primera figura. 

b ) Estimar la longitud de la curva mediante el calculo de 
las longitudes de los cuatro segmentos de recta, como 
se muestra en la segunda figura. 

c) Describir como se podrfa continuar con este proceso 
a fin de obtener una aproximacion mas exacta de la 
longitud de la curva. 


Para discusion 


72. Utilizar la grafica para responder a las siguientes pre- 
guntas. 



a ) ^ Entre que par de puntos consecutivos es mayor la razon 
de cambio promedio de la funcion? 

b) ^La razon de cambio promedio de / entre A y B es mayor 
o menor que el la razon de cambio instantaneo en B1 

c ) Trazar una recta tangente a la grafica entre los puntos 
C y D cuya pendiente sea igual a la razon de cambio 
promedio de la funcion entre Cy D. 


DESARROLLO DE CONCEPTOSj - 

Los ejercicios de desarrollo de conceptos son preguntas 
disenadas para evaluar la comprension de los estudian¬ 
tes en tomo a los conceptos basicos de cada seccion. 
Estos ejercicios animan a los estudiantes a verbalizar y 
escribir respuestas, lo que promueve habilidades de 
comunicacion tecnica que seran invaluables en sus 
futuras carreras. 


AYUDAS DE ESTUDIOj 

Las ayudas de estudio distinguen errores comunes, indican casos especiales 
que pueden provocar confusion, y amplian a conceptos importantes. Estas 
ayudas proporcionan a los estudiantes informacion puntual, similar a los 
comentarios del profesor en clase. 


Cuando se use la 

definition para encontrar la derivada de 
una funcion, la clave consiste en volver 
a expresar el cociente incremental 
(o cociente de diferencias), de manera 

que Ax no aparezca ca- c —'- 1-1 -- 

denominador. >‘Vim7‘H]<»1IHi][H El ejemplo 3 tam- 

- bien se puede resolver sin hacer uso de 

la regia de la cadena, si se observa que 


Tener en cuenta 

que se puede comprobar la respuesta de 
un problema de integracion al derivar la 


+ 3X 4 + 3x 2 + 1 


EJEMPLO 1 Levantamiento de un objeto 

Determinar el trabajo realizado al levantar un objeto de 50 libras a 4 pies. 

Solucion La magnitud de la fuerza requerida F es el peso del objeto, como se muestra en 
la figura 7.48. Asf, el trabajo realizado al levantar el objeto 4 pies es 

W = FD Trabajo = (fuerza)(distancia). 

= 50(4) Fuerza = 50 libras, distancia = 4 pies. 

= 200 libras-pies. 

EJEMPL0S J- 

A lo largo del texto, se trabajan ejemplos paso a 
paso, que muestran los procedimientos y tecnicas 
para resolver problemas, y dan a los estudiantes 
una comprension amplia de los conceptos del 
calculo. 
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|— EJERCICIOS j 


La practica hace al maestro. Los ejercicios 

EEI Ejercicios 

son con frecuencia el primer lugar que 

En los ejercicios 1 y 2, utilizar el ejemplo 1 como modelo para 

consultan los estudiantes en un libro de 

evaluar el limit 


texto. Los autores han dedicado mucho 

Jun jr/(c,)A. 


tiempo analizandolos y revisandolos; el 

sobre la region delimitada por las graficas de las ecuaciones. 

resultado es un completo y solido conjunto 

i. /(x) = v. 

(Sugerenc 

ia: Sea c, = 3i 2 /» 2 .) 

de ejercicios de diferentes tipos y niveles de 

{Sugerenc 

LLa°’=iW°’ 

dificultad al final de cada seccion para 

En los ejercicios 3 a 8, evaluar la integral definida mediante la 
definicion de Iimite. 

considerar todos los estilos de aprendizaje 

3. \\dx 

‘ J> 

de los estudiantes. 

5. J ^dx 

6. J 4s 2 dx 


7. [V + 

l)<fa 8. [ (2c 2 + 3) dx 


i— APLICACIONES j 

“^Cuando usare esto?”, los autores tratan de responder esta 
pregunta de los estudiantes con ejercicios y ejemplos que se 
seleccionaron con todo cuidado. Las aplicaciones se toman de 
diversas fuentes: eventos actuales, datos de trabajo, tendencias 
industriales, y se relacionan con una amplia gama de intereses. 
Entender donde se usa (o puede usarse) el calculo fomenta una 
comprension mas completa del material. 


En los ejercicios 13 a 22, formular una integral definida que pro¬ 
duce el area de la region. (No evaluar la integral.) 

13. f(x) = 5 14. fix) = 6-3* 


63. 


H 64. 


Ciclo respiratorio El volumen V en litres de aire en los pulmo- 
nes durante un ciclo respiratorio de cinco segundos se aproxima 
medianteelmodelo V = 0.1729f + 0.1522f 2 - 0.0374f 3 donde 
f es el tiempo en segundos. Aproximar el volumen medio de aire 
en los pulmones durante un ciclo. 

Promedio de ventas Una compania ajusta un modelo a los datos 
de ventas mensuales de un producto de temporada. El modelo es 

S(t) m l + 1.8 + 0.5 sen^r), 0 < t < 24 

donde S son las ventas (en miles) y f es el tiempo en meses. 


flj 65. 


a ) Utilizar una herramienta de graficacion para representar 
/(f) = 0.5 sen(7rt/6) para 0 < t < 24. Emplear la grafica 
para explicar por que el valor medio de /(f) es cere sobre 
el intervalo. 

b ) Recurrir a una herramienta de graficacion para representar 
S(t ) y la recta g(f) = f/4 + 1.8 en la misma ventana de 
observacion. Utilizar la grafica y el resultado del apartado 
a ) para explicar por que g recibe el nombre recta de ten- 
dencia. 

Modelado matematico Se prueba un vehfculo experimental en 
una pista recta. Parte del reposo y su velocidad v (metros por segun- 
do) se registra en la tabla cada 10 segundos durante un minuto. 


t 

0 

10 

20 

30 

40 

50 

60 

V 

0 

5 

21 

40 

62 

78 

83 


a) Emplear una herramienta de graficacion para determinar un 
modelo de la forma v = at 3 + bt 2 + ct + d para los datos. 


318 CAPfTULO 4 


Ejercicios de repaso 


En los ejercicios 3 a 8, encontrar la integral indefinida. 

+ 3) at* 


. f (4x* + ; 

■f&‘ 

. J (2x - 9 


in x)dx 


8. J (5cos*-2se ( 


x)dx 


11. -y = 2x — 


(4, -2) 


= ^-2x, (6,2) 


una distancia de 264 pies. Encontrar la distancia en la cual 
el automovil puede llegar al reposo a partir de una velocidad 
de 30 millas por hora, suponiendo la misma desaceleracion 
constante. 

15. Velocidad y aceleracion Se lanza una pelota hacia arriba 
verticalmente desde el nivel del suelo con una velocidad inicial 
de 96 pies por segundo. 

a) ^Cuanto tardara la pelota en alcanzar su altura maxima? 
^Cual es la altura maxima? 

b) ^Cuando la velocidad de la pelota es la mitad de la velocidad 
inicial? 


16. Modelado matematico La tabla muestra las velocidades (en 
millas por hora) de dos carros sobre una rampa de act 
carretera interestatal. El tiempo t esta en segundos. 


9. Encontrar la solucion particular de la ecuacion diferencial 
f(x) = —6x cuya grafica pasa por el punto (1, -2). 

10. Encontrar la solucion particular de la ecuacion diferencial 
/"(*) = 6(x - 1) cuya grafica pasa por el punto (2, 1) y es 
tangente a la recta 3* - y — 5 = 0 en ese punto. 

I Campos de pendientes En los ejercicios 11 y 12 se da una ecuacion 
diferencial, un punto y un campo de pendientes. a) Dibujar dos 
soluciones aproximadas de la ecuacion diferencial en el campo 
de pendiente, una de las cuales pase a traves del punto indicado. 
b ) Utilizar la integracion para encontrar la solucion particular de 
la ecuacion diferencial y utilizar una herramienta de graficacion 
para representar la solucion. 


38 


29 45 65 
60 64 65 


a) Reescribir las velocidades en pies por segundo. 

■ b ) Usar las capacidades de regresion de una herramient 
graficacion para encontrar los modelos cuadraticos par 
datos en el apartado a). 

c) Aproximar la distancia recorrida por cada carro dura 
30 segundos. Explicar la diferencia en las distancia 

En los ejercicios 17 y 18, utilizar la notacion sigma para ei 


3(1) 3(2) 3(3) ' ' ' 3(10) 


19 . 2 2i 

21. J(i + 1) 2 


23. Escribir en notacion sigma a) la sum 
teros impares positivos, b) la suma de 
n enteros positivos y c) 6 + 10 + 14 

24. Calcular cada suma para x { = 2, x 2 


20. 2 (41 - 1) 

22. J; i(< 2 - 1) 

de los primeros di 


EJERCICIOS DE REPASO j - 

Los ejercicios de repaso ubicados al final de cada capitulo 
proporcionan a los estudiantes mas oportunidades para 
practicar. Estos conjuntos de ejercicios constituyen una 
revision completa de los conceptos del capitulo y son un 
medio excelente para que los estudiantes preparen un examen. 


Solucion de problemas 

= j*]dl,x>0. 


Sea(x) 


a) Encontrar L(l). 

_ b) Encontrar L'{x) y L\ 1). 

I c) Utilizar una herramienta de graficacion para aproximar el va¬ 
lor de x (hasta tres lugares decimales) para el cual L{x) = 1. 
d) Demostrar que IdXi x 2 ) = L(xi) + L(x 2 ) para todos los 
valores positivos de x, y x 2 . 

Sea’(x) = I sent 2 dt. 


6. La aproximacion gaussiana de dos puntos para/es 


b) Utilizar esta formula para aproximar 


Lrh 


dx. 


ta herramienta de graficacion para completar la 


X 

0 

1.0 

1.5 

1.9 

2.0 

Fix) 







2.! 

2.5 

3.0 

4.0 

5.0 

Fix ) 







c) Probar que la aproximacion gaussiana de dos puntos es 
exacta para todos los polinomios de grado 3 o menor. 

7. Arqulmedes demostro que el area de un arco parabolico es igual 
a | del producto de la base y la altura (ver la figura). 






1.9 

1.95 

1.99 

2.01 

2.1 

Gix) 







En los ejercicios 3 y 4, a) escribir el area bajo la grafica de la 
funcion dada definida sobre el intervalo indicado como un Iimite. 
Despues b) calcular la suma del apartado a) y c) calcular el Iimite 


|— SOLUCION DE PROBLEMAS j 

Estos conjuntos de ejercicios al final de cada capitulo prueban las habilidades 
de los estudiantes con preguntas desafiantes que retan su pensamiento. 


a) Graficar el arco parabolico delimitado por y = 9 — x 2 y 
el eje x. Utilizar una integral apropiada para er 


b) Encontrar la base y la altura del arco y verificar la formula 
de Arquimedes. 

c) Demostrar la formula de Arquimedes para una parabola 

Galileo Galilei (1564-1642) enuncio la siguiente proposition 
relativa a los objetos en caida fibre: 

El tiempo en cualquier espacio que se recorre por un cuerpo 
acelerado uniformemente es igual al tiempo en el cual ese 
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Caractensticas 


Calculos clasicos con relevancia contemporanea 


|— TEOREMAS j 

Los teoremas proporcionan el 
marco conceptual del calculo; 
se enuncian claramente y se 
distinguen del resto del texto 
por medio de recuadros para 
tener una rapida referencia 
visual. Las demostraciones 
mas importantes muchas 
veces siguen al teorema, y se 
proporcionan otras mas en un 
apendice. 


TEOREMA 4.9 EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO 


Si una funcion f es continua en el intervalo cerrado [ a , b] y F es una antiderivada de 
/ en el intervalo [a, b], entonces 


f 


f(x ) dx = F(b) — F(a :). 


DEFINICION DE LONGITUD DE ARCO 


Sea la funcion dada por y = f(x) que represente una curva suave en el intervalo [ a , b]. 
La longitud del arco de/entre a y b es 


■V = [ Vl + [/tr)] 2 dx. 

Ja 


Similarmente, para una curva suave dada por x = g(y), la longitud de arco de g entre 
c y d es 


s = [ Vl + [gWFdy. 


I— PROCEPIMIENTOS j 

Los procedimientos aparecen 
separados del texto para brindar una 
referencia facil. Estas lineas propor¬ 
cionan a los estudiantes instruccio- 
nes paso a paso que les ayudaran a 
resolver problemas de manera rapida 
y eficiente. 

NOTAS j 

Las notas proporcionan detalles adicionales acerca de los 
teoremas, definiciones y ejemplos. Ofrecen una profundiza- 
cion adicional o generalizaciones importantes que los estu¬ 
diantes podrian omitir 
involuntariamente. Al igual 
que las ayudas de estudio, 
las notas resultan invalua¬ 
bles para los estudiantes. 


DEFINICIONES j - 

Al igual que con los 
teoremas, las definiciones se 
enuncian claramente 
utilizando palabras sencillas 
y precisas; tambien se 
separan del texto mediante 
recuadros para tener una 
rapida referencia visual. 


La regia de L’Hopital tambien puede aplicarse a los limites unilaterales, como se de- 
muestra en los ejemplos 6 y 7. 

EJEMPLO 6 Forma indeterminada 0° 

Encontrar lfm (sen x) x . 

x-»0 + 


Solucion Porque la sustitucion directa produce la forma indeterminada 0°, proceder como 
se muestra abajo. Para empezar, asumir que el lfmite existe y es igual a y. 

y = Km (sen x) x 

x—>0 + 

Forma indeterminada 0°. 

lny = ln[ lfm + (senx) x j 

Tomar un logaritmo natural de cada lado. 

= Km [ln(sen x) x ] 

jt— >0 1 

= Km [x ln(sen x)l 

jt— >0 1 

= Km ln(sCnx) 

Continuidad. 

Forma indeterminada 0 • (— °°). 

Forma indeterminada — 

Jf— >o + l/x 

cotx 

= Km . , 

jc-> 0 + — l/x 2 

Regia de L’Hopital. 

„ -X 2 

= Km - 

^->o+ tanx 

Forma indeterminada 0/0. 

= lfm A L = 0 
x->o + sec 2 x 

Regia de L’Hopital. 

Ahora, porque In y = 0, concluir que _y = e { 

1 = 1, y se sigue que 

Km (sen x) x = 1. 

x-»0 + 

— 


Al aplicar la formula para la longitud de arco a una curva, hay que asegurarse de que la 
curva se recorra una sola vez en el intervalo de integracion. Por ejemplo, el cfrculo dado por 
x — cos t y y — sen t, recorre una sola vez el intervalo 0 < t < 2 tt, pero recorre dos veces el inter¬ 
valo 0 < t < 4 it. ■ 






































Caracterfsticas 


xv 


Ampliar la experiencia del calculo 


|— ENTRADAS DE CAPITULO j 

Las entradas de capitulo proporcionan motivation inicial para 
el material que se abordara en el capitulo. Ademas de los 
objetivos, en la entrada de cada capitulo un concepto impor- 
tante se relaciona con una aplicacion del mundo real. Esto 
motiva a los estudiantes a que descubran la relevancia del 
calculo en la vida. 


EXPLORACION 

Converso del teorema 4.4 ^Es verdadero el converso del teorema 4.4 ? Esto es, si 
una funcion es integrable, ^tiene que ser continua? Explicar el razonamiento y pro- 
porcionar ejemplos. 

Describir las relaciones entre continuidad, derivabilidad e integrabilidad. /,Cual 
es la condition mas fuerte? /,Cual es la mas debil? iQue condiciones implican otras 
condiciones? 


- EXPLORACIONES j 

Las exploraciones proporcionan a los 
estudiantes retos unicos para estudiar 
conceptos que no se han cubierto 
formalmente. Les permiten aprender 
mediante el descubrimiento e introdu- 
cen temas relacionados con los que 
estan estudiando en el momento. A1 
explorar temas de esta manera, se 
estimula a que los estudiantes piensen 
de manera mas amplia. 




Suponer que se pide encontrar una 

de h 

is siguientes integrales. <',Cual 

elegiria? Explicar la respuesta. 

a) 

jVx^Tldx 0 


jx 2 *MWidx 

b ) 

J tan(3jt) sec 2 (3x) dx o 


J tan(3x) dx 


r 


DESAFlOS DEL EXAMEN PUTNAM j 


Preparacion del examen Putnam 


133. ,'Cual e: 


134. Demostrar que si 

log e (l + l) > 


(v^ 


:s positivo, entonces 


Las preguntas del examen 
Putnam aparecen en algunas 
secciones y se toman de los 
examenes Putnam reales. 
Estos ejercicios extenderan 
los limites del entendimiento 
de los estudiantes en relation 
con el calculo y brindaran 
desafios adicionales para 
aquellos mas interesados. 


- PROYECTOS DE SECCION j 

Los proyectos aparecen en algunas secciones y exploran a 
mayor profundidad las aplicaciones relacionadas con los 
temas que se estan estudiando. Proporcionan una forma 
interesante y entretenida para que los estudiantes trabajen 
e investiguen ideas de manera conjunta. 



Ecuaciones 

diferenciales 





Segun el tipo de bacteria, el tiempo que le toma duplicar su peso al cul- 
tivo puede variar mucho, desde varios minutos hasta varios dias. iComo 
usaria una ecuacion diferencial para modelar la tasa de crecimiento del 
peso del cultivo de una bacteria? (Vea la seccion 6.3, ejercicio 84.) 



la funcion y= Ax) es una solucion de una ecuacion diferencial, si la ecuacidn sesatisface cuandoyysusde 
remplazan por Ax) y sus derivadas. Una manera de resolver una ecuacion diferencial es mediante los campos de 
mdientes, los cuales muestran la forma de todas las soluciones de una ecuacidn diferencial. (Ver seccidn 6.1) 


NOTAS HISTORICAS Y BIOGRAFIAS j - 

Las notas historicas proporcionan a los estudiantes 
informacion sobre los fundamentos del calculo; las 
biografias les ayudan a 
sensibilizar y a ensenarles 
acerca de las personas que 
contribuyeron a la creacion 
formal del calculo. 



Blaise Pascal (1623-1662) 

Pascal es bien conocido por sus 
contribuciones a diversas areas de las 
matematicas y de la fisica, as! como por 
su influencia con Leibniz. Aunque buena 
parte de su obra en calculo fue intuitiva y 
carente del rigor exigible en las matematicas 
modernas, Pascal anticipo muchos 
resultados relevantes. 


SUMA DE LOS PRIMEROS OEN ENTEROS 

itro de Carl Friedrich Gauss (1777- 
ridio a sus alumnos que sumaran 
os enteros desde 1 hasta 100. Cuando 
;o con la respuesta correcta muy 
empo despues, el maestro no pudo 
nirarle atonito. Lo siguiente fue lo 
o Gauss: 


2 + 3 + ■ 


100 


- 101 + 101 + • • • + 1( 
i°i= 5050 

generaliza por medio del teorema 


PROYECTO DE TRABAJO 


Demostracion del teorema fundamental 

Utilizar una herramienta de graficacion para representar la funcion 
yi = sen 2 ( en el intervalo 0 < t < it. Sea F(x) la siguiente funcion 


X 

0 

ir/6 

ir/3 

rr/2 

2ir/3 

5ir/6 

7T 

Hx) 









b) Utilizar las funciones de integracion de una herramienta de gra¬ 
ficacion para representar F. 

c ) Emplear las funciones de derivacion de una herramienta de gra¬ 
ficacion para hacer la grafica de F'(x). ^Como se relaciona esta 
grafica con la grafica de la parte i>)? 

d) Verificar que la derivada de y = (1/2 )t — (sen 2f)/4 es sen 2 f. 
Graficar y y escribir un pequeno parrafo acerca de como esta 
grafica se relaciona con las de los apartados b) y c). 



























































































xvi 


Caracterfsticas 


Tecnologfa integrada para el mundo actual 


EJEMPLO 5 Cambio de variables 

Encontrar J xj2x — 1 dx. 

Solucion Como en el ejemplo previo, considerar que u — 2x — 1 para obtener dx — 
du/2. Como el integrando contiene un factor de x, se tiene que despejar x en terminos de 
u, como se muestra. 

U = 2x 1 X = (u + l)/2 Resolver para x en terminos de u. 

Despues de esto, utilizando la sustitucion, se obtiene 

/ du\ 


xj2x — 1 dx — 




= («V 2 + u [ ' /2 ) du 

= . r 

4 V5/2 + 3/2 ) + L 

= f(2x- I) 5 / 2 + \ (2x - 1)V2 + C. 

10 o 


|— EJERCICIOS CON HERRAMIENTAS DE GRAFICACION j 

La comprension con frecuencia mejora utilizando 
una grafica o visualization. Los ejercicios de 
tecnologfa de graficacion piden a los estudiantes 
recurrir a una herramienta de graficacion para 
ayudar a encontrar una solucion. 


INVESTIGACIONES CON SISTEMAS 
ALGEBRAICOS POR COMPUTADORA 


Los ejemplos a lo largo del libro se 
acompanan de investigaciones que 
emplean un sistema algebraico por 
computadora (por ejemplo, Maple®) 
para explorar de manera adicional un 
ejemplo relacionado en el libro. 
Permiten a los estudiantes explorar el 
calculo manipulando funciones, 
graficas, etc., y observar los resultados. 


* Razonamiento grafico En los ejercicios 55 a 58, a) usar una 
herramienta de graficacion para representar graficamente la 
funcion, b) representar su funcion inversa utilizando la herramien¬ 
ta de graficacion y c ) determinar si la grafica de la relacion inver¬ 
sa es una funcion inversa. Explicar la respuesta. 


55. fix) =x 3 +x + 4 


56. h(x ) = xV4 — x 2 


TECNOLOGIA > 


Campos de pendientes En los ejercicios 67 a 72, usar un sistema 
algebraico por computadora para a) trazar la grafica del campo 
de pendientes para la ecuacion diferencial y b ) trazar la grafica de 
la solucion que satisface la condicion inicial especificada. 

67. £ = 0.25y, y(0) = 4 

68 ' ^ = 4 “ y ’ ^ = 6 

69. £ = 0.02y(10 - y), y(0) = 2 

70. d J = 0.2x(2 - y ), y(0) = 9 


i»f:V En los ejercicios 79 a 82, usar un sistema algebraico por compu¬ 
tadora para encontrar la integral. Usar el sistema algebraico por 
computadora para hacer la grafica de dos antiderivadas. Describir 
la relacion entre las graficas de las dos antiderivadas. 

nj s + t + H * ”• 13 * 

s2 - K^)'* 


71. 

72. 


J = 0.4y(3 - x), y(0) = 1 


= } e -x/S 
dx 2 


Try 
4 ’ 


y(o) = 


En los ejercicios 33 a 40, usar un sistema algebraico por computado¬ 
ra para determinar la primitiva que atraviesa el punto dado. Usar 
el sistema para hacer la grafica de la antiderivada resultante. 

*(6,o)34. rd 

tw* (ftl) “■ (3 - 4) 


EJERCICIOS CON SISTEMAS 
ALGEBRAICOS POR COMPUTADORA 

___ J 


iNUEVO! De igual manera que los ejercicios con 
herramientas de graficacion, algunos ejercicios 
pueden resolverse mejor utilizando un sistema 
algebraico por computadora. Estos ejercicios son 
nuevos en esta edicion. 


A lo largo del libro, los recuadros 
de tecnologfa dan a los estudiantes 
una vision de como la tecnologfa 
puede usarse para ayudar a resolver 
problemas y explorar los conceptos 
del calculo. No solo proporcionan 
discusiones acerca de donde la 
tecnologfa tiene exito, sino tambien 
sobre donde puede fracasar. 


TECNOLOGIA La regia de Simpson puede usarse para dar una buena aproximacion 
del valor de la integral en el ejemplo 2 (para n = 10, la aproximacion es 1.839). A1 usar 
la integracion numerica, sin embargo, se debe estar consciente de que la regia de Simp¬ 
son no siempre da buenas aproximaciones cuando algunos de los limites de integracion 
estan cercanos a una asmtota vertical. Por ejemplo, usando el teorema fundamental del 
calculo, se obtiene 


ri.99 

Jo 


x + 3 


dx ~ 6.213. 


Aplicando la regia de Simpson (con n = 10) para esta integral se produce una aproxi¬ 
macion de 6.889. 














































Conicas, ecuaciones 
parametricas y 
coordenadas polares 


En este capitulo se analizaran y se 
escribiran ecuaciones de conicas usando 
sus propiedades. Tambien se aprendera 
como escribir y graficar ecuaciones 
parametricas y polares, y se vera como se 
puede usar el calculo para estudiar tales 
graficas. Ademas de las ecuaciones 
rectangulares de conicas, tambien se 
estudiaran ecuaciones polares de conicas. 

En este capitulo, se aprendera: 


■ Como analizar y escribir ecuaciones 
de una parabola, una elipse y una 
hiperbola. (10.1) 

■ Como trazar una curva representada 
por ecuaciones parametricas. (10.2) 

■ Como usar un conjunto de ecuacio¬ 
nes parametricas para encontrar la 
pendiente de una linea tangente a 
una curva y la longitud de arco 

de una curva. (10.3) 


■ Como dibujar la grafica de una ecua- 
cion en forma polar, encontrar la 
pendiente de una linea tangente a 
una grafica polar e identificar grafi¬ 
cas polares especiales. (10.4) 

■ Como encontrar el area de una 
region acotada por una grafica polar 
y encontrar la longitud de arco de 
una grafica polar. (10.5) 

Como analizar y escribir una ecua- 
cion polar de una conica. (10.6) 



© Chuck Savage/Corbis 


Se puede modelar la trayectoria de una pelota de beisbol bateada a una altura 
especlfica a un angulo con el horizontal utilizando ecuaciones parametricas. ^Como 
se puede usar un conjunto de ecuaciones parametricas para encontrar el angulo 
mmirno al cual la pelota debe salir del bate para que el golpe sea un jonron? (Ver 
la seccion 10.2, ejercicio 75.) 
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CAPITULO 10 Conicas, ecuaciones parametricas y coordenadas polares 



Conicas y calculo 

■ Entender la definition de una section conica. 

■ Analizar y dar las ecuaciones de la parabola utilizando las propiedades de la parabola. 

■ Analizar y dar las ecuaciones de la elipse utilizando las propiedades de la elipse. 

■ Analizar y dar las ecuaciones de la hiperbola utilizando las propiedades de la hiperbola. 


£ 

o 

I 

I 
■£> 
pq 

Hypatia (370-415 d.C.) 

Los griegos descubrieron las secciones coni- 
cas entre los anos 600 y 300 a.C. A princi- 
pios del periodo alejandrino ya se sabla lo 
suficiente acerca de las conicas como para 
que Apolonio (269-190 a.C.) escribiera una 
obra de ocho volumenes sobre el tema. Mas 
tarde, hacia finales del periodo Alejandrino, 
Hypatia escribio un texto titulado Sobre las 
conicas dc Apolonio. Su muerte marco el 
final de los grandes descubrimientos mate- 
maticos en Europa por varios siglos. 

Los primeros griegos se interesaron 
mucho por las propiedades geometricas de 
las conicas. No fue sino 1900 anos despues, 
a principios del siglo xvn, cuando se hicie- 
ron evidentes las amplias posibilidades de 
aplicacion de las conicas, las cuales llegaron 
a jugar un papel prominente en el desarrollo 
del calculo. 



Secciones conicas 

Toda section conica (o simplemente conica) puede describirse como la intersection de un 
piano y un cono de dos hojas. En la figura 10.1 se observa que en las cuatro conicas basi- 
cas el piano de intersection no pasa por el vertice del cono. Cuando el piano pasa por el 
vertice, la figura que resulta es una conica degenerada, como se muestra en la figura 10.2. 


v v 

/ / 

Circunferencia Parabola 

Secciones conicas 

Figura 10.1 



Punto Recta 

Conicas degeneradas 

Figura 10.2 



Elipse Hiperbola 



Dos rectas que se cortan 


Existen varias formas de estudiar las conicas. Se puede empezar, como lo hicieron los 
griegos, definiendo las conicas en terminos de la intersection de pianos y conos, o se pueden 
definir algebraicamente en terminos de la ecuacion general de segundo grado 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0. Ecuacion general de segundo grado. 


PARA MAYOR INFORMACION 

Para conocer mas sobre las actividades 
de esta matematica, consultar al articu- 
lo “Hypatia and her Mathematics” de 
Michael A. B. Deakin en The 
American Mathematical Monthly. 


Sin embargo, un tercer metodo en el que cada una de las conicas esta definida como el lugar 
geometrico (o coleccion) de todos los puntos que satisfacen cierta propiedad geometrica, 
funciona mejor. Por ejemplo, la circunferencia se define como el conjunto de todos los pun¬ 
tos (.x, y) que son equidistantes de un punto fijo (h, k). Esta definition en terminos del lugar 
geometrico conduce facilmente a la ecuacion estandar o canonica de la circunferencia 

(x — h) 2 + (y — k) 2 = r 2 . Ecuacion estandar o canonica de la circunferencia. 

Para information acerca de la rotation de ecuaciones de segundo grado en dos variables, 
ver el apendice D. 
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Parabolas 


Eje 



Figura 10.3 


Una parabola es el conjunto de todos los puntos (x, y) equidistantes de una recta fija 11a- 
mada directriz y de un punto fijo, fuera de dicha recta, llamado foco. El punto medio entre 
el foco y la directriz es el vertice, y la recta que pasa por el foco y el vertice es el eje de 
la parabola. Observese en la figura 10.3 que la parabola es simetrica respecto de su eje. 


TEOREMA 10.1 ECUACION ESTANDAR 0 CANONICA DE UNA PARABOLA 

La forma estandar o canonica de la ecuacion de una parabola con vertice 
(h, k) y directriz y = k — p e s 

1 

¥ 

H 

fN 

1 

Eje vertical. 

Para la directriz x = h — p, la ecuacion es 


CP 

1 

NJ 

II 

s 

1 

5^ 

Eje horizontal. 

El foco se encuentra en el eje ap unidades 
coordenadas del foco son las siguientes. 

(distancia dirigida ) del vertice. Las 

(h, k + p) 

Eje vertical. 

(,h + p, k) 

Eje horizontal. 


EJEMPLO I Hallar el foco de una parabola 

Hallar el foco de la parabola dada por y = ^ — x — ^x 2 . 



Parabola con eje vertical, p < 0 

Figura 10.4 


Solucion Para hallar el foco, se convierte 
cuadrado. 

1 1 2 
y ~ 2 ~ x ~ 2 xZ 

y ~\{ 1 — 2x — x 2 ) 

2y = 1 — 2x — x 2 
2y = 1 — (x 2 + 2x) 

2y = 2 — (x 2 + 2x + 1) 
x 2 + 2x + 1 = — 2y + 2 
{x + l) 2 = —2(y — 1) 


la forma canonica o estandar completando el 

Reescribir la ecuacion original. 

Sacar \ como factor. 

Multiplicar cada lado por 2. 

Agrupar terminos. 

Sumar y restar 1 en el lado derecho. 

Expresar en la forma estandar o canonica. 


Si se compara esta ecuacion con (x — h) 2 = 4p(y — k), se concluye que 
h — — 1, k = 1 y p = 

Como p es negativo, la parabola se abre hacia abajo, como se muestra en la figura 10.4. 
Por tanto, el foco de la parabola se encuentra a p unidades del vertice, o sea 

(h, k + p) = (— 1, \). Foco. 


A un segmento de la recta que pasa por el foco de una parabola y que tiene sus extre- 
mos en la parabola se le llama cuerda focal. La cuerda focal perpendicular al eje de la 
parabola es el lado recto (latus rectum). El ejemplo siguiente muestra como determinar 
la longitud del lado recto y la longitud del correspondiente arco cortado. 
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CAPITULO 10 Conicas, ecuaciones parametricas y coordenadas polares 


EJEMPLO 2 Longitud de la cuerda focal y longitud de arco 

Encontrar la longitud del lado recto de la parabola dada por x * 1 2 = 4 py. Despues, 
hallar la longitud del arco parabolico cortado por el lado recto. 


y 



Longitud del lado recto o latus rectum : 4/7 

Figura 10.5 


Solucion Debido a que el lado recto pasa por el foco (0, p) y es perpendicular al eje y, 
las coordenadas de sus extremos son (—x,p) y (. x, p ). Al sustituir, en la ecuacion de la 
parabola, y por p se obtiene 

x 2 = 4 p(p) x = ±2p. 

Entonces, los extremos del lado recto son (— 2 p, p) y (2 p, p), y se concluye que su longi¬ 
tud es 4/7, como se muestra en la figura 10.5. En cambio, la longitud del arco cortado es 


= f VI + (/) 2 dx 
J-2p 

■€J 


1 + I V * 


Emplear la formula 
de longitud del arco. 




+ x 2 dx 


2/7 L 


tV4/7 2 + x 2 + 4/7 2 In I* + V4/7 2 + x 2 \ 


"12 p 


Simplificar. 


Teorema 8.2. 


= L^[ 2 /?V 8 /V + 4 p 2 ln( 2 p + V&p) ~ 4 p 2 In ( 2 /?)] 

= 2 p[V 2 + ln(l + V 2 )] 

« 4.59/?. 


y' = 


X 

2 P 



Reflector parabolico: la luz se refleja en 
rayos paralelos 

Figura 10.6 


Una propiedad muy utilizada de la parabola es su propiedad de reflexion. En fisica, se 
dice que una superficie es reflejante o reflectante si la tangente a cualquier punto de la 
superficie produce angulos iguales con un rayo incidente y con el rayo reflejado resultan- 
te. El angulo correspondiente al rayo incidente es el angulo de incidencia, y el angulo 
correspondiente al rayo que se refleja es el angulo de reflexion. Un espejo piano es un 
ejemplo de una superficie reflejante o reflectante. 

Otro tipo de superficie reflejante es la que se forma por revolucion de una parabola 
alrededor de su eje. Una propiedad especial de los reflectores parabolicos es que permiten 
dirigir hacia el foco de la parabola todos los rayos incidentes paralelos al eje. Este es el 
principio detras del diseno de todos los espejos parabolicos que se utilizan en los telesco- 
pios de reflexion. Inversamente, todos los rayos de luz que emanan del foco de una linter- 
na con reflector parabolico son paralelos, como se ilustra en la figura 10.6. 


TEOREMA 10.2 PROPIEDAD DE REFLEXION DE UNA PARABOLA 

Sea P un punto de una parabola. La tangente a la parabola en el punto P produce 
angulos iguales con las dos rectas siguientes. 

1. La recta que pasa por P y por el foco 

2. La recta paralela al eje de la parabola que pasa por P 
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Nicolas Copernico (1473-1543) 


Copernico comenzo el estudio del 
movimiento planetario cuando se le pidio 
que corrigiera el calendario. En aquella 
epoca, el uso de la teoria de que laTierra 
era el centra del Universo, no permitla pre- 
decir con exactitud la longitud de un ario. 



Si los extremos de una cuerda se atan a los 
alfileres y se tensa la cuerda con un lapiz, la 
trayectoria trazada con el lapiz sera una 
elipse 

Figura 10.9 


Elipses 

Mas de mil anos despues de terminar el periodo alejandrino de la matematica griega, 
comienza un renacimiento de la matematica y del descubrimiento cientifico en la civili- 
zacion occidental. Nicolas Copernico, astronomo polaco, fue figura principal en este re¬ 
nacimiento. En su trabajo Sobre las revoluciones de las esferas celestes , Copernico sos- 
tenia que todos los planetas, incluyendo la Tierra, giraban, en orbitas circulares, alrede- 
dor del Sol. Aun cuando algunas de las afirmaciones de Copernico no eran validas, la con¬ 
troversy desatada por su teoria heliocentrica motivo a que los astronomos buscaran un 
modelo matematico para explicar los movimientos del Sol y de los planetas que podian 
observar. El primero en encontrar un modelo correcto fue el astronomo aleman Johannes 
Kepler (1571-1630). Kepler descubrio que los planetas se mueven alrededor del Sol, en 
orbitas elipticas, teniendo al Sol, no como centro, sino como uno de los puntos focales de 
la orbita. 

El uso de las elipses para explicar los movimientos de los planetas es solo una de sus 
aplicaciones practicas y esteticas. Como con la parabola, el estudio de este segundo tipo 
de conica empieza definiendola como lugar geometrico de puntos. Sin embargo, ahora se 
tienen dos puntos focales en lugar de uno. 

Una elipse es el conjunto de todos los puntos (x, y), cuya suma de distancias a dos 
puntos fijos llamados focos es constante. (Ver la figura 10.7.) La recta que une a los focos 
interseca o corta a la elipse en dos puntos, llamados vertices. La cuerda que une a los ver¬ 
tices es el eje mayor, y su punto medio es el centro de la elipse. La cuerda a traves del 
centro, perpendicular al eje mayor, es el eje menor de la elipse. (Ver la figura 10.8.) 




Figura 10.8 


PARA MAYOR INFORMACION Para saber mas acerca de como “hacer explotar” una elipse 
para convertirla en una parabola, consultar al articulo “Exploding the Ellipse” de Arnold Good en 
Mathematics Teacher. 


TEOREMA 10.3 ECUACION ESTANDAR 0 CANONICA DE UNA ELIPSE 

La forma estandar o canonica de la ecuacion de una elipse con centro (h, k) y longi¬ 
tudes de los ejes mayor y menor 2 a y 2b, respectivamente, donde a > b, e s 


(x - ft) 2 (y ~ £) 2 

a 2 b 2 


El eje mayor es horizontal. 


(x - ft) 2 (y ~ £) 2 = 

b 2 a 2 


El eje mayor es vertical. 


Los focos se encuentran en el eje mayor, a c unidades del centro, con c 2 = a 2 — b 2 . 


La definicion de una elipse se puede visualizar si se imaginan dos alfileres colocados en 
los focos, como se muestra en la figura 10.9. 
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EJEMPLO 3 Completar cuadrados 

Encontrar el centro, los vertices y los focos de la elipse dada por 
4x 2 + y 2 — 8x + 4y - 8 = 0. 


(x- l) 2 (y + 2) 2 

4 + 16 



Elipse con eje mayor vertical 

Figura 10.10 


Solucion A1 completar el cuadrado se puede expresar la ecuacion original en la forma 
estandar o canonica. 


4x 2 + y 2 - 8x + 4y - 8 = 0 
4x 2 — 8x + y 2 + 4y = 8 


Escribir la ecuacion original. 


4(x 2 — 2x + 1) + (y 2 + 4y + 4) = 8 + 4 + 4 


4(x — l) 2 + (y + 2) 2 = 16 

(x - l ) 2 (y + 2) 2 

4 16 


Escribir la forma estandar o canonica. 


Asi, el eje mayor es paralelo al eje y, donde h = 1, k = — 2, a = 4, b = 2 y 
c = Vl6 — 4 = 2 V3. Por tanto, se obtiene: 

Centro: (1, -2) 

Vertices: (1, - 6) y (1, 2) (h, k ± a). 

Focos: (l, - 2 - 2V3) y (l, - 2 + 2V3) (h,k ± c). 

La grafica de la elipse se muestra en la figura 10.10. 


mWilLW Si en la ecuacion del ejemplo 3, el termino constante F = — 8 hubiese sido mayor o igual 
a 8, se hubiera obtenido alguno de los siguientes casos degenerados. 

1. F = 8, un solo punto, (1, -2): ^ ~ ^ ^ = 0 


(x — 1 ) 2 

2. F > 8, no existen puntos solucion:---h 


16 

(y + 2) 2 

16 


< 0 


EJEMPLO 4 La orbita de la Luna 



Figura 10.11 


La Luna gira alrededor de la Tierra siguiendo una trayectoria eliptica en la que el centro 
de la Tierra esta en uno de los focos, como se ilustra en la figura 10.11. Las longitudes de 
los ejes mayor y menor de la orbita son 768 800 kilometros y 767 640 kilometros, respec- 
tivamente. Encontrar las distancias mayor y menor (apogeo y perigeo) entre el centro de 
la Tierra y el centro de la Luna. 


Solucion Para comenzar se encuentran ay b. 

2a = 768 800 Longitud del eje mayor. 

a = 384 400 Despejara. 

2b = 767 640 Longitud del eje menor. 
b = 383 820 Despejar b. 

Ahora, al emplear estos valores, se despeja c como sigue. 
c = J~a 2 - b 2 « 21 108 

La distancia mayor entre el centro de la Tierra y el centro de la Luna es 
a + c ~ 405 508 kilometros y la distancia menor es a — c ~ 363 292 kilometros. 
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PARA MAYOR INFORMACION 

Para mas information acerca de 
algunos usos de las propiedades de 
reflexion de las conicas, consultar el 
articulo “Parabolic Mirrors, Elliptic 
and Hyperbolic Lenses” de Mohsen 
Maesumi en The American 
Mathematical Monthly. Consultar tam- 
bien el articulo “The Geometry of 
Microwave Antennas” de William R. 
Paezynski en Mathematics Teacher. 


Focos 



c 

b) - es casi 1 
a 

C 

Excentricidad es el cociente 

Figura 10.12 a 


En el teorema 10.2 se presento la propiedad de reflexion de la parabola. La elipse tiene 
una propiedad semejante. En el ejercicio 112 se pide demostrar el siguiente teorema. 


TEOREMA 10.4 PROPIEDAD DE REFLEXION DE LA ELIPSE 

Sea P un punto de una elipse. La recta tangente a la elipse en el punto P forma 
angulos iguales con las rectas que pasan por P y por los focos. 


Uno de los motivos por el cual los astronomos tuvieron dificultad para descubrir 
que las orbitas de los planetas son elipticas es el hecho de que los focos de las orbitas 
planetarias estan relativamente cerca del centro del Sol, lo que hace a las orbitas ser 
casi circulares. Para medir el achatamiento de una elipse, se puede usar el concepto 

de excentricidad. 


DEFINICION DE LA EXCENTRICIDAD DE UNA ELIPSE 


La excentricidad e de una elipse esta dada por el cociente 


c 

e = —. 
a 


Para ver como se usa este cociente en la description de la forma de una elipse, 
observese que como los focos de una elipse se localizan a lo largo del eje mayor entre los 
vertices y el centro, se tiene que 

0 < c < a. 

En una elipse casi circular, los focos se encuentran cerca del centro y el cociente c/a es 
pequeno, mientras que en una elipse alargada, los focos se encuentran cerca de los vertices 
y el cociente c/a esta cerca de 1, como se ilustra en la figura 10.12. Observese que para 
toda elipse 0 < e < 1. 

La excentricidad de la orbita de la Luna es e = 0.0549, y las excentricidades de las 
nueve orbitas planetarias son las siguientes. 


Mercurio: 

e = 0.2056 

Jupiter: e = 0.0484 

Venus: 

e = 0.0068 

Saturno: e = 0.0542 

Tierra: 

e = 0.0167 

Urano: e = 0.0472 

Marte: 

e = 0.0934 

Neptuno: e = 0.0086 

Por integration se puede mostrar que el area de una elipse es A = irab. Por ejemplo, 


el area de la elipse 

- + ^ = i 
a 2 b 2 

esta dada por 


A = 4 - 


[ b Ja 2 

Jo a 

_ 4 b r /2 
- ' 
a Jo 


x 1 dx 


= — a 2 COS 2 OdO. 


Sustitucion trigonometrica x = a sen 0. 


Sin embargo, encontrar el penmetro de una elipse no es facil. El siguiente ejemplo mues- 
tra como usar la excentricidad para establecer una “integral eliptica” para el penmetro de 
una elipse. 
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Area y perimetro de una elipse 

En su trabajo con orbitas elipticas, a 
principios del siglo xvn, Johannes Kepler 
desarrollo una formula para encontrar el 
area de una elipse, A = 7 Tab. Sin embargo, 
tuvo menos exito en hallar una formula para 
el perimetro de una elipse, para el cual solo 
dio la siguiente formula de aproximacion 
C = 77 (a + b). 


y 



C ~ 28.36 unidades 

- 6 - 


Figura 10.13 


EJEMPLO 5 Encontrar el perimetro de una elipse 


Mostrar que el perimetro de una elipse {x 2 /a 2 ) + ( y 2 /b 2 ) = 1 es 

Ctt/2 


4a f 

Jo 




e sen 


2 OdO. 


Solucion Como la elipse dada es simetrica respecto al eje x y al eje y, se sabe que su 
perimetro C es el cuadruplo de la longitud de arco de y = (b/a)^/a 2 — x 2 en el primer 
cuadrante. La funcion y es diferenciable (o derivable) para toda v en el intervalo [0 , a] 
excepto en x = a. Entonces, el perimetro esta dado por la integral impropia 


lfm 4 [ 

Jq 


C = lim 4 | yi + (y') 2 dx = 4 | Vl + ( y') 2 dx = 4 


ra 

A 

Jo 



1 + 


b 2 x 2 


a 2 (a 2 — x 2 ) 


dx. 


A1 usar la sustitucion trigonometrica x = a sen 6, se obtiene 
C= 4| 


'I \A+! 


b 2 sen 2 6 


COS 2 0 


(a COS 0) d0 


-i 

-A 

-A 


i 2 COS 2 0 + b 2 sen 2 Odd 


/a 2 ( 1 - sen 2 0) + b 2 sen 2 6 dO 


t/2 


Ja 2 — (a 2 — b 2 )sen 2 dd0. 


Debido a que e 2 = c 2 / a 2 = ( a 2 — b 2 )/a 2 , se puede escribir esta integral como 


r 77/2 

2 I a 

Jo 


C = Aa\ Vl - e 2 sen 2 6 dO. 


Se ha dedicado mucho tiempo al estudio de las integrates elipticas. En general dichas 
integrates no tienen antiderivadas o primitivas elementales. Para encontrar el perimetro de 
una elipse, por lo general hay que recurrir a una tecnica de aproximacion. 

EJEMPLO 6 Aproximar el valor de una integral elfptica 

Emplear la integral elfptica del ejemplo 5 para aproximar el perimetro de la elipse 

d + il =1 

25 16 

Solucion Como e 2 = c 2 / a 2 = (a 2 — b 2 )/ a 2 = 9/25, se tiene 

C = (4)(5) j” /2 y/l - f^dd. 

Aplicando la regia de Simpson con n = 4 se obtiene 

C ~ 2o(^l)[l + 4(0.9733) + 2(0.9055) + 4(0.8323) + 0.8] 

~ 28.36. 

Por tanto, el perimetro de la elipse es aproximadamente 28.36 unidades, como se muestra 
en la figura 10.13. 
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Hiperbolas 

La definicion de hiperbola es similar a la de la elipse. En la elipse, la suma de las distan¬ 
ces de un punto de la elipse a los focos es fija, mientras que en la hiperbola, el valor abso¬ 
lute de la diferencia entre estas distancias es fijo. 

Una hiperbola es el conjunto de todos los puntos (x, y) para los que el valor absolu¬ 
te de la diferencia entre las distancias a dos puntos fijos llamados focos es constante. (Ver 
la figura 10.14.) La recta que pasa por los dos focos corta a la hiperbola en dos puntos lla¬ 
mados vertices. El segmento de recta que une a los vertices es el eje transversal, y el 
punto medio del eje transversal es el centro de la hiperbola. Un rasgo distintivo de la hiper¬ 
bola es que su grafica tiene dos ramas separadas. 


TEOREMA 10.5 ECUACION ESTANDAR 0 CANONICA DE UNA HIPERBOLA 
La forma estandar o canonica de la ecuacion de una hiperbola con centro ( h, k) es 
(.x — h) 2 (y — k) 2 


b 2 


= 1 


El eje transversal es horizontal. 


(y — k ) 2 (x — h ) 2 


= 1 . 


El eje transversal es vertical. 


Los vertices se encuentran a a unidades del centro y los focos se encuentran a c 
unidades del centro, con c 2 = a 2 + b 2 . 


■Wi IlW En la hiperbola no existe la misma relacion entre las constantes a, by c, que en la elipse. 
En la hiperbola, c 2 = a 2 + b 2 , mientras que en la elipse, c 2 = a 2 — b 2 . ■ 

Una ayuda importante para trazar la grafica de una hiperbola es determinar sus asm- 
totas, como se ilustra en la figura 10.15. Toda hiperbola tiene dos asmtotas que se cortan 
en el centro de la hiperbola. Las asmtotas pasan por los vertices de un rectangulo de 
dimensiones 2a por 2b, con centro en {h, k). A1 segmento de la recta de longitud 2b que 
une (h, k + b) y {h, k — b) se le conoce como eje conjugado de la hiperbola. 


Eje conjugado 


Asmtota 



TEOREMA 10.6 ASINTOTAS DE UNA HIPERBOLA 

Si el eje transversal es horizontal, las ecuaciones de las asmtotas son 

y = k + ^(x — h) y y = k — — h). 

Si el eje transversal es vertical, las ecuaciones de las asmtotas son 

y = k + y(x — h) y y = k — y(x — h ). 

b b 


En la figura 10.15 se puede ver que las asmtotas coinciden con las diagonales del rec¬ 
tangulo de dimensiones 2 a y 2b, centrado en (h, k). Esto proporciona una manera rapida 
de trazar las asmtotas, las que a su vez ayudan a trazar la hiperbola. 
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EJEMPLO 7 Uso de las asi'ntotas para trazar una hiperbola 


Trazar la grafica de la hiperbola cuya ecuacion es Ax 2 — y 2 = 16. 


T E C N O LO GIA Para verificar la 

grafica obtenida en el ejemplo 7 se 
puede emplear una herramienta de 
graficacion y despejar y de la ecua¬ 
cion original para representar grafi- 
camente las ecuaciones siguientes. 

y-L = V4x 2 — 16 
y 2 = ~ s/Ax 2 - 16 


Solucion Para empezar se escribe la ecuacion en la forma estandar o canonica. 



1 


El eje transversal es horizontal y los vertices se encuentran en (—2, 0) y (2, 0). Los 
extremos del eje conjugado se encuentran en (0, — 4) y (0, 4). Con estos cuatro puntos, se 
puede trazar el rectangulo que se muestra en la figura 10.16a. A1 dibujar las asi'ntotas a 
traves de las esquinas de este rectangulo, el trazo se termina como se muestra en la figura 
10.16 b. 


y y 




Figura 10.16 


DEFINICION DE LA EXCENTRICIDAD DE UNA HIPERBOLA 


La excentricidad e de una hiperbola es dada por el cociente 


c 

e = . 

a 


Como en la elipse, la excentricidad de una hiperbola es e = cla. Dado que en la 
hiperbola c > a resulta que e > 1. Si la excentricidad es grande, las ramas de la hiperbo¬ 
la son casi planas. Si la excentricidad es cercana a 1, las ramas de la hiperbola son mas 
puntiagudas, como se muestra en la figura 10.17. 


y 


La excentricidad i 
es grande 

Vertice 
Foco # N \ 



Vertice 

X Foco 

e -c 



] 

e a 


1 




\ 

c 






a 


y 



Figura 10.17 
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La aplicacion siguiente fue desarrollada durante la Segunda Guerra Mundial. 
Muestra como los radares y otros sistemas de deteccion pueden usar las propiedades de 
la hiperbola. 


EJEMPLO 8 Un sistema hiperbolico de deteccion 


y 



Dos microfonos, a una milla de distancia entre si, registran una explosion. El microfono A 
recibe el sonido 2 segundos antes que el microfono B. ^Donde fue la explosion? 

Solucion Suponiendo que el sonido viaja a 1 100 pies por segundo, se sabe que la 
explosion tuvo lugar 2 200 pies mas lejos de B que de A, como se observa en la figura 
10.18. El lugar geometrico de todos los puntos que se encuentran 2 200 pies mas cercanos 
a A que a B es una rama de la hiperbola {x 2 /a 2 ) — ( y 2 /b 2 ) = 1, donde 

1 milla 5 280 pies _ r/m . 
c =-=--— = 2 640 pies. 


y 


2 200 pies 


= 1100 pies 


2c = 5 280 

d 2 ~ d { = 2a = 2 200 

Figura 10.18 


Como c 2 = a 2 + b 2 , se tiene que 
b 2 = c 2 - a 2 
= 5 759 600 


y se puede concluir que la explosion ocurrio en algun lugar sobre la rama derecha de la 
hiperbola dada por 


1 210 000 5 759 600 



Caroline Herschel (1750-1848) 

La primera mujer a la que se atribuyo 
haber detectado un nuevo cometa fue la 
astronoma inglesa Caroline Herschel. 
Durante su vida, Caroline Herschel des- 
cubrio ocho cometas. 


En el ejemplo 8, solo se pudo determinar la hiperbola en la que ocurrio la explosion, 
pero no la localizacion exacta de la explosion. Sin embargo, si se hubiera recibido el 
sonido tambien en una tercera posicion C, entonces se habrian determinado otras dos 
hiperbolas. La localizacion exacta de la explosion seria el punto en el que se cortan estas 
tres hiperbolas. 

Otra aplicacion interesante de las conicas esta relacionada con las orbitas de los 
cometas en nuestro sistema solar. De los 610 cometas identificados antes de 1970, 245 
tienen orbitas elipticas, 295 tienen orbitas parabolicas y 70 tienen orbitas hiperbolicas. El 
centro del Sol es un foco de cada orbita, y cada orbita tiene un vertice en el punto en el 
que el cometa se encuentra mas cerca del Sol. Sin lugar a dudas, aun no se identifican 
muchos cometas con orbitas parabolicas e hiperbolicas, ya que dichos cometas pasan una 
sola vez por nuestro sistema solar. Solo los cometas con orbitas elipticas como la del 
cometa Halley permanecen en nuestro sistema solar. 

El tipo de orbita de un cometa puede determinarse de la forma siguiente. 

1. Elipse: v < J2GM/p 

2. Parabola: v = JlGM/p 

3. Hiperbola: v > J2GM/p 

En estas tres formulas, p es la distancia entre un vertice y un foco de la orbita del cometa 
(en metros), v es la velocidad del cometa en el vertice (en metros por segundo), 
M ~ 1.989 x 10 30 kilogramos es la masa del Sol y G~ 6.67 x 10 -8 metros cubicos por 
kilogramo por segundo cuadrado es la constante de gravedad. 
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10.1 


Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 8, relacionar la ecuacion con su grafica. [Las 
graficas estan marcadas a ), b ), c), d ), c),/), g) y /*).] 


a) 




g) 



1. y 2 = 4* 

3. (* + 4 ) 2 = — 2(y — 2) 

5 — + — = 1 

4 9 

7.y-- x -=i 
16 1 





<0 



f) 



h) 



2. (x + 4 ) 2 = 2(y + 2) 

(x - 2) 2 (y + l ) 2 

16 4 

(x - 2) 2 _ y^ = 

9 4 


= 1 


En los ejercicios 9 a 16, hallar el vertice, el foco y la directriz de 
la parabola, y trazar su grafica. 


9 . y 2 = - 8 * 

11. (* + 5) + (y - 3 ) 2 = 0 
13. y 2 - 4y - 4x = 0 
15. x 2 + 4x + 4y — 4 = 0 


10 . x 2 + 6y = 0 
12. (jc - 6) 2 + 8(y + 7) = 0 
14. y 2 + 6y + 8* + 25 = 0 
16. y 2 + 4y + 8* — 12 = 0 


En los ejercicios 17 a 20, hallar el vertice, el foco y la directriz de 
la parabola. Luego usar una herramienta de graficacion para 
representar la parabola. 

17. y 2 + x + y = 0 18. y = ~\{x 2 - 8 x + 6 ) 

19. y 2 — 4x — 4 = 0 20. x 2 - 2x + 8 y + 9 = 0 

En los ejercicios 21 a 28, hallar una ecuacion de la parabola. 


21. Vertice: (5, 4) 
Foco: (3, 4) 

23. Vertice: (0, 5) 
Directriz: y = — 3 

25. y 


22. Vertice: (-2, 1) 
Foco: (-2, -1) 
24. Foco: (2, 2) 

Directriz: x = —2 

26. y 




27. El eje es paralelo al eje y; la grafica pasa por (0, 3), (3, 4) y 
(4, 11). 

28. Directriz: y = — 2; extremos del lado recto (latus rectum ) son 
( 0 , 2 ) y ( 8 , 2 ). 

En los ejercicios 29 a 34, hallar el centro, el foco, el vertice y la 
excentricidad de la elipse y trazar su grafica. 


30. 3x 2 + 7y 2 = 63 

32. (, + 4 )’ + 6^2 , | 


29. 16* 2 + y 2 = 16 

31 6L^! + (2-^ =1 

16 25 

33. 9x 2 + 4y 2 + 36x — 24y + 36 = 0 

34. 16x 2 + 25y 2 - 64* + 150y + 279 = 0 

En los ejercicios 35 a 38, hallar el centro, el foco y el vertice de la 
elipse. Con ayuda de una herramienta de graficacion represen¬ 
tar la elipse. 

35. 12* 2 + 20y 2 - 12* + 40y - 37 = 0 

36. 36* 2 + 9y 2 + 48* - 36y + 43 = 0 

37. * 2 + 2y 2 - 3* + 4y + 0.25 = 0 

38. 2* 2 + y 2 + 4.8* - 6.4y + 3.12 = 0 

En los ejercicios 39 a 44, hallar una ecuacion de la elipse. 


39. Centro: (0, 0) 

Foco:(5, 0) 

Vertice: ( 6 , 0) 

41. Vertices: (3, 1), (3, 9) 
Longitud del eje menor: 6 
43. Centro: (0, 0) 

Eje mayor: horizontal 
Puntos en la elipse: 

(3, 1), (4, 0) 


40. Vertices: (0, 3), ( 8 , 3) 
Excentricidad: \ 

42. Foco: (0, ±9) 

Longitud del eje mayor: 22 
44. Centro: (1, 2) 

Eje mayor: vertical 
Puntos en la elipse: 

(1, 6), (3, 2) 
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En los ejercicios 45 a 52, hallar el centro, el foco y el vertice de la 
hiperbola, y trazar su grafica usando las asmtotas como ayuda. 


9 A - 

45. y 2 -j = 1 


x 2 >- 2 . 

46 - 25 - 16 = 1 


47 (* - D 2 _ jy + 2) 2 = . 

4 1 


48. 


(y + 3 ) 2 

225 


49. 9x 2 - y 2 - 36x - 6.y + 18 = 0 

50. y 2 ~ 16x 2 + 64x - 208 = 0 

51. x 2 - 9y 2 + 2x - 54y - 80 = 0 

52. 9x 2 - 4y 2 + 54x + 8y + 78 = 0 


(x ~ 5) 2 

64 


En los ejercicios 53 a 56, hallar el centro, el foco y el vertice de la 
hiperbola. Trazar la hiperbola y sus asmtotas con ayuda de una 
herramienta de graficacion. 

53. 9y 2 - x 2 + 2x + 54y + 62 = 0 

54. 9x 2 - y 2 + 54x + lOy + 55 = 0 

55. 3x 2 - 2y 2 - 6x - 12y - 27 = 0 

56. 3y 2 — x 2 + 6x — 12y = 0 


En los ejercicios 57 a 64, hallar una ecuacion de la hiperbola. 


57. Vertice: (±1,0) 

Asmtota: y = ±5x 
59. Vertice: (2, ±3) 

Punto de una grafica: (0, 5) 
61. Centro: (0, 0) 

Vertice: (0, 2) 

Foco: (0, 4) 

63. Vertices: (0, 2), (6, 2) 
Asmtota: y = 3X 

A 2 

y = 4 - 3 * 


58. Vertice: (0, ±4) 
Asmtota: y = ±2x 
60. Vertice: (2, ±3) 
Foco: (2, ±5) 

62. Centro: (0, 0) 
Vertice: (6, 0) 
Foco: (10, 0) 

64. Foco: (20, 0) 
Asmtota: y = ±^x 


En los ejercicios 65 y 66, hallar ecuaciones de a) las rectas tan- 
gentes y b) las rectas normales a la hiperbola para el valor dado 
de x . 

2 2 2 

^■*21 . y x a a 

65. — — y 2 = 1, x = 6 66. — — — = 1, x = 4 


En los ejercicios 67 a 76, clasificar la grafica de la ecuacion como 
circunferencia, parabola, elipse o hiperbola. 


67. 

x 2 + 4y 2 — 

6x + I6y + 21 = 0 

68 . 

1 

1 

1 ? 

o 

II 

m 

1 

$ 

69. 

y 2 - - 

II 

o 

70. 

25* 2 - lOx 

- 200y - 119 = 0 

71. 

4x 2 + 4y 2 - 

- 16y + 15 = 0 

72. 

1 

II 

x + 5 

73. 

9x 2 + 9y 2 - 

- 36x + 6 y + 34 = 0 

74. 

2 x(x — y) = 

■y(3-y- 2x) 

75. 

3(x — l ) 2 = 

■■ 6 + 2(y + l ) 2 

76. 

9(x + 3 ) 2 = 

U> 

o\ 

1 

Vi 

1 

42 


Desairollo de conceptos 


77. a) Dar la defmicion de parabola. 

b) Dar las formas estandar o canonicas de una parabola con 
vertice en (h, k). 

c ) Expresar, con sus propias palabras, la propiedad de re¬ 
flexion de una parabola. 

78. a) Dar la defmicion de elipse. 

b) Dar las formas estandar o canonicas de una elipse con 
centro en (h, k). 

79. a) Dar la defmicion de hiperbola. 

b ) Dar las formas estandar o canonicas de una hiperbola con 
centro en (h, k). 

c) Dar las ecuaciones de las asmtotas de una hiperbola. 

80. Definir la excentricidad de una elipse. Describir, con sus 

propias palabras, como afectan a la elipse las variaciones en 

la excentricidad. 


81. Recolector o panel de energia solar Un recolector o panel de 
energia solar para calentar agua se construye con una hoja de 
acero inoxidable en forma de parabola (ver la figura). El agua 
fluye a traves de un tubo situado en el foco de la parabola. ^A 
que distancia del vertice se encuentra el tubo? 



Figura para 81 


cm 


No esta dibujado a escala 

Figura para 82 


82. Deformacion de una viga Una viga de 16 metros de longitud 
soporta una carga que se concentra en el centro (ver la figura). 
La viga se deforma en la parte central 3 centimetros. Suponer 
que, al deformarse, la viga adquiere la forma de una parabola. 

a) Encontrar una ecuacion de la parabola. (Suponer que el ori- 
gen esta en el centro de la parabola.) 

b) iA que distancia del centro de la viga es de 1 centimetro la 
deformacion producida? 

83. Hallar una ecuacion de la recta tangente a la parabola y = ax 2 
en x = x 0 . Demostrar que la interseccion de esta recta tangente 
con el eje x es (x 0 /2, 0). 

84. a ) Demostrar que dos rectas tangentes distintas cualesquiera a 

una parabola se cortan o intersecan. 
b) Ilustrar el resultado del inciso a) hallando el punto de inter¬ 
seccion de las rectas tangentes a la parabola x 2 — 4x — 
4y = 0 en los puntos (0, 0) y (6, 3). 

85. a) Demostrar que si dos rectas tangentes a una parabola se cor¬ 

tan o intersecan en angulos rectos, su punto de interseccion 
debe estar en la directriz. 

b) Ilustrar el resultado del inciso a) probando que las 
rectas tangentes a la parabola x 2 — 4x — 4y + 8 = 0 en los 
puntos (—2, 5) y (3, f) se cortan en angulo recto y que el 
punto de interseccion se encuentra en la directriz. 
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CAPITULO 10 Conicas, ecuaciones parametricas y coordenadas polares 


86 . Sobre la grafica de x 2 = 8 y hallar el punto mas cercano al foco 
de la parabola. 

87. Reception de radio y television En las areas montanosas, la 
recepcion de radio y television suele ser deficiente. Conside- 
rar un caso idealizado en el que la grafica de la parabola 
y = x — x 2 representa una colina, en el punto (— 1 , 1 ) se locali- 
za un transmisor, y al otro lado de la colina, en el punto (x 0 , 0 ), 
se encuentra un receptor. ^Que tan cerca de la colina puede ubi- 
carse el receptor para que la senal no se obstruya? 

88 . Modelo matematico La tabla siguiente muestra las cantidades pro- 
medio A de tiempo (en minutos) por dfa que las mujeres dedicaron a 
ver la television de 1999 a 2005. ( Fuente: Nielsen Media Research) 


An 

1999 

2000 

2001 

2002 

2003 

2004 

2005 

A 

280 

286 

291 

298 

305 

307 

317 


a) Emplear las funciones de regresion de una herramienta de gra- 
ficacion para hallar un modelo de la forma A = at 2 + bt + c 
para los datos, donde t represente el ano y t = 9 corresponda 
a 1999. 

b ) Emplear una herramienta de graficacion para representar los 
datos y la grafica del modelo. 

c) Hallar dA/dt y dibujar su grafica para 9 < t < 15. ^Que 
informacion acerca de la cantidad promedio de tiempo que 
las mujeres dedicaron a ver television proporciona la grafica 
de la derivada? 

89. Arquitectura El ventanal de una iglesia esta limitado en la 
parte superior por una parabola, y en la parte inferior por el arco 
de una circunferencia (ver la figura). Hallar el area de la super- 
ficie del ventanal. 



Figura para 89 Figura para 91 

90. Longitud de arco Hallar la longitud de arco de la parabola 
4x — y 2 = 0 en el intervalo 0 < y < 4. 

91. Diseho de un puente El cable de un puente colgante esta sus- 
pendido (formando una parabola) de dos torres a 120 metros una 
de la otra y a 20 metros de altura sobre la autopista. Los cables 
tocan la autopista en el punto medio entre ambas torres. 

a) Hallar la ecuacion para la forma parabolica de cada cable. 

b) Hallar la longitud del cable parabolico de suspension. 

92. Area de una superficie Un receptor de una antena satelital 
se forma por revolucion alrededor del eje y de la parabola 
x 2 = 20y. El radio del plato es r pies. Verificar que el area de la 
superficie del plato esta dada por 

2 ttJ " dx = ^[(100 + r 2 y/ 2 - 1 000 ], 

93. Investigation En el mismo eje de coordenadas trazar las gra- 
ficas de x 2 = 4 py con p = \,\, 1, § y 2. Analizar la variacion 
que se presenta en las graficas a medida que p aumenta. 


94. Area Hallar una formula para el area de la region sombreada 
de la figura. 




Figura para 96 


95. Redaction En la pagina 699 se senalo que se puede trazar una 
elipse usando dos alfileres, una cuerda de longitud fija (mayor a 
la distancia entre los dos alfileres) y un lapiz. Si los extremos 
de la cuerda se sujetan a los alfileres y se tensa la cuerda con el 
lapiz, la trayectoria que recorre el lapiz es una elipse. 

a) ^Cual es la longitud de la cuerda en terminos de al 

b) Explicar por que la trayectoria trazada por el lapiz es una 
elipse. 

96. Construction de un arco semieliptico Se va a construir el arco 
de una chimenea en forma de una semielipse. El claro debe tener 
2 pies de altura en el centra y 5 pies de ancho en la base (ver la 
figura). El constructor bosqueja el perfil de la elipse siguiendo el 
metodo mostrado en el ejercicio 95. ^Donde deben colocarse los 
alfileres y cual debe ser la longitud del trozo de cuerda? 

97. Trazar la elipse que consta de todos los puntos (x, y) tales que la 
suma de las distancias entre (x, y) y dos puntos fijos es 16 unida- 
des, y los focos se localizan en los centres de los dos conjuntos de 
circunferencias concentricas que se muestran en la figura. 



98. Orbita de la Tierra La Tierra se mueve en una orbita elfptica 
con el Sol en uno de los focos. La longitud de la mitad del eje 
mayor es 149 598 000 kilometres y la excentricidad es 0.0167. 
Hallar la distancia minima (perihelio ) y la distancia maxima 
(afelio) entre la Tierra y el Sol. 

99. Orbita de un satelite El apogeo (el punto de la orbita mas le- 
jano a la Tierra) y el perigeo (el punto de la orbita mas cercano 
a la Tierra) de la orbita elfptica de un satelite de la Tierra estan 
dados por Ay P. Mostrar que la excentricidad de la orbita es 

A - P 
6 ~ A + P' 

100. Explorer 18 El 27 de noviembre de 1963, Estados Unidos 
lanzo el Explorer 18. Sus puntos bajo y alto sobre la superficie 
de la Tierra fueron 119 millas y 123 000 millas, respectiva- 
mente. Hallar la excentricidad de su orbita elfptica. 
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101. Explorer 55 El 20 de noviembre de 1975, Estados Unidos 
lanzo el satelite de investigation Explorer 55. Sus puntos bajo 
y alto sobre la superficie de la Tierra fueron de 96 millas y 
1 865 millas. Encontrar la excentricidad de su orbita eliptica. 


Para discusion 


102. Considerar la ecuacion 

9* 2 + 4 y 2 — 36* — 24y — 36 = 0. 

a) Clasificar la grafica de la ecuacion como un tirculo, 
una parabola, una elipse o una hiperbola. 

b ) Cambiar el termino 4y 2 en la ecuacion por —4y 2 . 
Clasificar la grafica de la nueva ecuacion. 

c) Cambiar el termino 9x 2 en la ecuacion original por 4x 2 . 
Clasificar la grafica de la nueva ecuacion. 

d) Describir una manera en que se podria cambiar la ecua¬ 
cion original para que su grafica fuera una parabola. 


103. El cometa Halley Quizas el mas conocido de todos los come- 
tas, el cometa Halley, tiene una orbita eliptica con el Sol en uno 
de sus focos. Se estima que su distancia maxima al Sol es de 
35.29 UA (unidad astronomica ~ 92.956 x 10 6 millas) y que 
su distancia minima es de 0.59 UA. Hallar la excentricidad de 
la orbita. 


104. La ecuacion de una elipse con centro en el origen puede ex- 
presarse 

= 1 . 


r 2 


a* 


a 2 ( 1 - e 2 ) 


Mostrar que cuando e —» 0, y a permanece constante, la elip¬ 
se se aproxima a una circunferencia. 


105. Considerar una particula que se mueve en el sentido de las 
manecillas del reloj siguiendo la trayectoria eliptica 


+ — = 1 . 
100 25 


La particula abandona la orbita en el punto ( — 8 , 3) y viaja a lo 
largo de una recta tangente a la elipse. ^En que punto cruzara 
la particula el eje y? 

106. Volumen El tanque de agua de un carro de bomberos mide 16 
pies de largo, y sus secciones transversales son elipses. Hallar 
el volumen de agua que hay en el tanque cuando esta parcial- 
mente lleno como se muestra en la figura. 



En los ejercicios 107 y 108, determinar los puntos en los que 
dy/dx es cero, o no existe, para localizar los extremos de los ejes 
mayor y menor de la elipse. 

107. 16* 2 + 9y 2 + 96* + 36y + 36 = 0 

108. 9 * 2 + 4y 2 + 36* - 24y + 36 = 0 


Area y volumen En los ejercicios 109 y 110, hallar a) el area de 
la region limitada por la elipse, b ) el volumen y el area de la 
superficie del solido generado por revolution de la region alre- 
dedor de su eje mayor (esferoide prolato), y c) el volumen y el 
area de la superficie del solido generado por revolution de la 
region alrededor de su eje menor (esferoide oblato). 


109. 

110 . 



= 1 
= 1 


111. Longitud de arco Usar las funciones de integration de una 
herramienta de graficacion para aproximar, con una precision 
de dos cifras decimales, la integral eliptica que representa el 
perimetro de la elipse 


112. Probar el teorema 10.4 mostrando que la recta tangente a una 
elipse en un punto P forma angulos iguales con las rectas a tra- 
ves de P y de los focos (ver la figura). [Sugerencia: 1) encon¬ 
trar la pendiente de la recta tangente en P, 2) encontrar las tan- 
gentes de las rectas a traves de P y cada uno de los focos y 3) 
usar la formula de la tangente del angulo entre dos rectas.] 


y 



y 



Figura para 112 


Figura para 113 


113. Geometria El area de la elipse presentada en la figura es el 
doble del area del circulo. ^Que longitud tiene el eje mayor? 


114. 


Conjetura 


a) Mostrar que la ecuacion de una elipse puede expresarse como 

(■* - fr ) 2 , (y ~ £) 2 = , 

a 2 a 2 ( 1 - e 2 ) 

b) Mediante una herramienta de graficacion, representar la 
elipse 

(s - 2) 2 (y ~ 3) 2 

4 4(1 - e 2 ) 

para e = 0.95, e = 0.75, e = 0.5, e = 0.25 y e = 0. 

c) Usar los resultados del inciso b) para hacer una conjetura 
acerca de la variation en la forma de la elipse a medida que 
e se aproxima a 0 . 

115. Hallar una ecuacion de la hiperbola tal que, para todo punto, 
la diferencia entre sus distancias a los puntos ( 2 , 2 ) y ( 10 , 2 ) 
sea 6 . 


116. Hallar una ecuacion de la hiperbola tal que, para todo punto, la 
diferencia entre sus distancias a los puntos ( — 3, 0) y 
(-3, 3) sea 2. 
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117. Dibujar la hiperbola que consta de todos los puntos (x, y) tales 
que la diferencia de las distancias entre (x, y) y dos puntos fijos 
sea 10 unidades, y los focos se localicen en los centros de los 
dos conjuntos de circunferencias concentricas de la figura. 



118. Considerar una hiperbola centrada en el origen y con eje trans¬ 
versal horizontal. Emplear la definition de hiperbola para ob- 
tener su forma canonica o estandar: 

a 2 b 2 

119. Localization del sonido Con un rifle posicionado en el pun- 
to (—c, 0 ) se dispara al bianco que se encuentra en el punto 
(c, 0). Una persona escucha al mismo tiempo el disparo del rifle 
y el impacto de la bala en el bianco. Demostrar que la persona 
se encuentra en una de las ramas de la hiperbola dada por 


121. Espejo hiperbolico Un espejo hiperbolico (como los que 
usan algunos telescopios) tiene la propiedad de que un rayo de 
luz dirigido a uno de los focos se refleja al otro foco. El es¬ 
pejo que muestra la figura se describe mediante la ecuacion 
(x 2 /36) — (y 2 / 64) = 1. ^En que punto del espejo se reflejara 
la luz procedente del punto ( 0 , 10 ) al otro foco? 

x 2 y 2 

122. Mostrar que la ecuacion de la recta tangente a —r — —z = 1 

a z b z 

en el punto (x 0 , y 0 ) es (xja 2 )x — ( y 0 /b 2 )y = 1. 

123. Mostrar que las graficas de las ecuaciones se cortan en angulos 
rectos: 


£ 4- V 
a 2 b 2 


= 1 


— £ -— i 

y a 2 - b 2 b 2 


124. Demostrar que la grafica de la ecuacion 
Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 


es una de las siguientes conicas (excepto en los casos dege- 
nerados). 


Conica 

a) Circulo 

b) Parabola 

c) Elipse 

d) Hiperbola 


Condition 
A = C 

A = 0 o C = 0 (pero no ambas) 
AC > 0 
AC <0 



c 2 (v 2 — v 2 )/v 2 

\ y m s // y m 


= 1 


donde v m es la velocidad inicial de la bala y es la veloci- 
dad del sonido, la cual es aproximadamente 1 100 pies por 
segundo. 

120. Navegacion El sistema LORAN (long distance radio navi¬ 
gation) para aviones y barcos usa pulsos sincronizados emiti- 
dos por estaciones de transmision muy alejadas una de la otra. 
Estos pulsos viajan a la velocidad de la luz (186 000 millas por 
segundo). La diferencia en los tiempos de llegada de estos pul¬ 
sos a un avion o a un barco es constante en una hiperbola que 
tiene como focos las estaciones transmisoras. Suponer que las 
dos estaciones, separadas a 300 millas una de la otra, estan 
situadas en el sistema de coordenadas rectangulares en 
(-150, 0) y (150, 0) y que un barco sigue la trayectoria que 
describen las coordenadas (x, 75). (Ver la figura.) Hallar la 
coordenada x de la posicion del barco si la diferencia de tiem¬ 
po entre los pulsos de las estaciones transmisoras es 1 000 
micro segundo s ( 0.001 segundo). 


y 



Figura para 120 


y 



Figura para 121 


^Verdadero ofalso? En los ejercicios 125 a 130, determinar si la 
afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
dar un ejemplo que demuestre que es falsa. 

125. Es posible que una parabola corte a su directriz. 

126. En una parabola, el punto mas cercano al foco es el vertice. 

127. Si C es el perimetro de la elipse 



entonces 2irb < C < lira. 

128. Si D A 0 o E A 0, entonces la grafica de y 2 - x 2 + Dx + Ey 
= 0 es una hiperbola. 

129. Si las asmtotas de la hiperbola (x 2 /a 2 ) — ( y 2 /b 2 ) = 1 se cor¬ 
tan o intersecan en angulos rectos, entonces a = b. 

130. Toda recta tangente a una hiperbola solo corta o interseca a la 
hiperbola en el punto de tangencia. 


Preparacion del examen Putnam 


131. Dado un punto P de una elipse, sea d la distancia del cen¬ 
tra de la elipse a la recta tangente a la elipse en P. 
Demostrar que (. PF 1 )(PF 2 )d 2 es constante mientras P varia 
en la elipse, donde PF 1 y PF 2 son las distancias de P a los 
focos F, y F 2 de la elipse. 


132. Hallar el valor mmimo de (u 




con 0 < u < Jl y v > 0 . 


Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize Compe¬ 
tition. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados. 
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Curvas planas y ecuaciones parametricas 


■ Trazar la grafica de una curva dada por un conjunto de ecuaciones parametricas. 

■ Eliminar el parametro en un conjunto de ecuaciones parametricas. 

■ Hallar un conjunto de ecuaciones parametricas para representar una curva. 

■ Entender dos problemas clasicos del calculo: el problema de la tautocrona 
y el problema de la braquistocrona. 


Ecuacion rectangular: 

y- 12 +x 


18- 

9- 

(24V2, 24V2 - 16) 

y^t=\ 

r 1 1 1 1 1 1 1 > fc- 

( 0 , 0 ) 

f \ \ \ \ \ \ \ 1 > 

9 18 27 36 45 54 63 72 


t = 0 


Curvas planas y ecuaciones parametricas 

Hasta ahora, se ha representado una grafica mediante una sola ecuacion con dos variables. 
En esta seccion se estudiaran situaciones en las que se emplean tres variables para repre¬ 
sentar una curva en el piano. 

Considerese la trayectoria que recorre un objeto lanzado al aire con un angulo de 45°. 
Si la velocidad inicial del objeto es 48 pies por segundo, el objeto recorre la trayectoria 
parabolica dada por 

x 2 

y — ~ + X Ecuacion rectangular. 


Ecuaciones parametricas: 
x = 24 V2t 
y = — 16/ 2 + 24 y/2t 

Movimiento curvilineo: dos variables de 
position y una de tiempo 

Figura 10.19 


como se muestra en la figura 10.19. Sin embargo, esta ecuacion no proporciona toda la 
information. Si bien dice donde se encuentra el objeto, no dice cuando se encuentra en un 
punto dado (x, y). Para determinar este instante, se introduce una tercera variable t , cono- 
cida como parametro. Expresando xy y como funciones de t , se obtienen las ecuaciones 
parametricas 

x = 24 v' 2 t Ecuacion parametrica para x. 


y 


y = ~ 16 1 2 + 24v'2 t. Ecuacion parametrica para y. 

A partir de este conjunto de ecuaciones, se puede determinar que en el instante t = 0, el 
objeto se encuentra en el punto (0, 0). De manera semejante, en el instante t = 1, el obje¬ 
to esta en el punto (24V2, 24V2 - 16), y asi sucesivamente. (Mas adelante, en la sec¬ 
cion 12.3, se estudiara un metodo para determinar este conjunto particular de ecuaciones 
parametricas, las ecuaciones de movimiento.) 

En este problema particular de movimiento, xy y son funciones continuas de t, y a la 
trayectoria resultante se le conoce como curva plana. 


DEFINICION DE UNA CURVA PLANA 

Si/y g son funciones continuas de t en un intervalo /, entonces a las ecuaciones 

x = fit) y y = g(t ) 

se les llama ecuaciones parametricas y a t se le llama el parametro. Al conjunto de 
puntos (x, y) que se obtiene cuando t varia sobre el intervalo I se le llama la grafica 
de las ecuaciones parametricas. A las ecuaciones parametricas y a la grafica, juntas, 
es a lo que se llama una curva plana, que se denota por C. 


Algunas veces es importante distinguir entre una grafica (conjunto de puntos) y una curva 
(los puntos junto con las ecuaciones parametricas que los definen). Cuando sea importante hacer 
esta distincion, se hara de manera explicita. Cuando no sea importante se empleara C para repre¬ 
sentar la grafica o la curva, indistintamente. ■ 
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Conicas, ecuaciones parametricas y coordenadas polares 


y 

4 — 



-4 — 

Ecuaciones parametricas: 
x = t 2 - 4 y y = -2 < t < 3 

Figura 10.20 


y 

4 — 



-4 — 

Ecuaciones parametricas: 
x = 4t 1 -4yy = t, -l<t<^ 

Figura 10.21 


Cuando se dibuja (a mano) una curva dada por un conjunto de ecuaciones parametri¬ 
cas, se trazan puntos en el piano xy. Cada conjunto de coordenadas (x, y) esta determina- 
do por un valor elegido para el parametro t. A1 trazar los puntos resultantes de valores cre- 
cientes de t, la curva se va trazando en una direccion especifica. A esto se le llama la orien¬ 
tacion de la curva. 

EJEMPLO I Trazado de una curva 

Trazar la curva dada por las ecuaciones parametricas 
x = t 2 - 4 y y = -2 < t < 3. 


Solucion Para valores de t en el intervalo dado, se obtienen, a partir de las ecuaciones 
parametricas, los puntos (x, y) que se muestran en la tabla. 


t 

-2 

-1 

0 

1 

2 

3 

X 

0 

-3 

-4 

-3 

0 

5 

y 

-1 

1 

2 

0 

1 

2 

1 

3 

2 


A1 trazar estos puntos en orden de valores crecientes de t y usando la continuidad de/y de 
g se obtiene la curva C que se muestra en la figura 10.20. Hay que observar las flechas sobre 
la curva que indican su orientacion conforme t aumenta de —2 a 3. 


■HUM De acuerdo con el criterio de la recta vertical, puede verse que la grafica mostrada en la 
figura 10.20 no define y en funcion de x. Esto pone de manifiesto una ventaja de las ecuaciones para¬ 
metricas: pueden emplearse para representar graficas mas generates que las graficas de funciones. ■ 


A menudo ocurre que dos conjuntos distintos de ecuaciones parametricas tienen la 
misma grafica. Por ejemplo, el conjunto de ecuaciones parametricas 

x = At 2 — 4 y y = t, — 1 < t < ^ 

tiene la misma grafica que el conjunto dado en el ejemplo 1 (ver la figura 10.21). Sin 
embargo, al comparar los valores de t en las figuras 10.20 y 10.21, se ve que la segunda 
grafica se traza con mayor rapidez (considerando t como tiempo) que la primera grafi¬ 
ca. Por tanto, en las aplicaciones, pueden emplearse distintas ecuaciones parametricas 
para representar las diversas velocidades a las que los objetos recorren una trayectoria 
determinada. 

TECNOLOGIA La mayoria de las herramientas de graficacion cuenta con un modo 
parametrico de graficacion. Se puede emplear uno de estos dispositivos para confirmar 
las graficas mostradas en las figuras 10.20 y 10.21. ^Representa la curva dada por 

x = At 2 - 8t y y = 1 — t, —\<t< 2 

la misma grafica que la mostrada en las figuras 10.20 y 10.21? ^Que se observa respec- 
to a la orientacion de esta curva? 
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y 

k 



Ecuaciones parametricas: 



Ecuacion rectangular: 
y= 1 - x 2 , x> 0 


Eliminacion del parametro 

A encontrar la ecuacion rectangular que representa la grafica de un conjunto de ecuaciones 
parametricas se le llama eliminacion del parametro. Por ejemplo, el parametro del conjun¬ 
to de ecuaciones parametricas del ejemplo 1 se puede eliminar como sigue. 


Ecuaciones _, 

parametricas 

Despejar t de 
una de las 
ecuaciones 

o 

Sustituir en la 

otra ecuacion 

1 —^ Ecuacion 

rectangular 

x = t 2 — 4 
y = t/2 

?=2y 


v = (2y) 2 - 4 

X 

II 

NJ 

1 


Una vez eliminado el parametro, se ve que la ecuacion x = 4y 2 — 4 representa una 
parabola con un eje horizontal y vertice en (— 4, 0), como se ilustra en la figura 10.20. 

El rango de v y y implicado por las ecuaciones parametricas puede alterarse al pasar 
a la forma rectangular. En esos casos, el dominio de la ecuacion rectangular debe ajustarse 
de manera que su grafica coincida con la grafica de las ecuaciones parametricas. En el 
ejemplo siguiente se muestra esta situation. 


EJEMPLO 2 Ajustar el dominio despues de la eliminacion 
del parametro 

Dibujar la curva representada por las ecuaciones 

x = vrn. y - v = 7 tt ,> - 1 

eliminando el parametro y ajustando el dominio de la ecuacion rectangular resultante. 


Solution Para empezar se despeja t de una de las ecuaciones parametricas. Por ejemplo, 
se puede despejar t de la primera ecuacion. 






2 


t + 1 


t 


1 

->/1 + 1 

1 


t + 1 

1 



Ecuacion parametrica para x. 


Elevar al cuadrado cada lado. 


Despejar t. 


Sustituyendo ahora, en la ecuacion parametrica para y, se obtiene 
t 

y = 7+1 

(1 - x 2 )/x 2 
J = [(1 - x 2 )/x 2 } + 1 

y = 1 — X 2 . Simplificar. 

La ecuacion rectangular, y = 1 — x 2 , esta definida para todos los valores de x. Sin embar¬ 
go, en la ecuacion parametrica para x se ve que la curva solo esta definida para t > — 1. 
Esto implica que el dominio de x debe restringirse a valores positivos, como se ilustra en 
la figura 10.22. 


Ecuacion parametrica para y. 
Sustitucion de t por (1 — x^/x 2 . 


Figura 10.22 
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y 



Ecuaciones parametricas: 
x = 3 cos 6, y = 4 sen 6 
Ecuacion rectangular: 



Figura 10.23 


En un conjunto de ecuaciones parametricas, el parametro no necesariamente repre- 
senta el tiempo. El siguiente ejemplo emplea un angulo como parametro. 


EJEMPLO 3 Emplear trigonometna para eliminar un parametro 

Dibujar la curva representada por 

x = 3 COS 0 y y = 4 sen 0, 0 < 6 < 2tt 

al eliminar el parametro y hallar la ecuacion rectangular correspondiente. 


Solucion Para empezar se despejan cos 6 y sen 6 de las ecuaciones dadas. 

x y 

COS 0 = g y sen 6 — — Despejar cos 6 y sen 0. 

A continuation, se hace uso de la identidad sen 2 0 + COS 2 0=1 para formar una ecuacion 

en la que solo aparezcan xy y. 

1 Identidad trigonometrica. 

1 Sustituir. 

1 Ecuacion rectangular. 


COS 2 0 + sen 2 0 = 



En esta ecuacion rectangular, puede verse que la grafica es una elipse centrada en (0, 0), 
con vertices en (0, 4) y (0, — 4) y eje menor de longitud 2b = 6, como se muestra en la 
figura 10.23. Observese que la elipse esta trazada en sentido contrario al de las maneci- 
llas del reloj ya que 0 va de 0 a 2 jt. 


El empleo de la tecnica presentada en el ejemplo 3 permite concluir que la grafica de 
las ecuaciones parametricas 

x = h -\- a COS 0 y y = k + b sen 0, 0 < 0 < 2it 

es una elipse (trazada en sentido contrario al de las manecillas del reloj) dada por 

(* - fr ) 2 , (y ~ fc ) 2 = , 

a 2 b 2 

La grafica de las ecuaciones parametricas 

x = h + a sen 0 y y = k + b COS 6, 0 < 0 < 2u 

tambien es una elipse (trazada en sentido de las manecillas del reloj) dada por 

(* - fr ) 2 , (y ~ fc ) 2 = , 

a 2 b 2 

Emplear una herramienta de graficacion en modo parametrico para elaborar las graficas 
de varias elipses. 

En los ejemplos 2 y 3 es importante notar que la eliminacion del parametro es princi- 
palmente una ayuda para trazar la curva. Si las ecuaciones parametricas representan la 
trayectoria de un objeto en movimiento, la grafica sola no es suficiente para describir el 
movimiento del objeto. Se necesitan las ecuaciones parametricas que informan sobre la 
position, direction y velocidad , en un instante determinado. 
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Hallar ecuaciones parametricas 

Los primeros tres ejemplos de esta seccion ilustran tecnicas para dibujar la grafica que 
representa un conjunto de ecuaciones parametricas. Ahora se investigara el problema 
inverso. ^Como determinar un conjunto de ecuaciones parametricas para una grafica o una 
descripcion fisica dada? Por el ejemplo 1 ya se sabe que tal representacion no es unica. 
Esto se demuestra mas ampliamente en el ejemplo siguiente, en el que se encuentran dos 
representaciones parametricas diferentes para una grafica dada. 


EJEMPLO 4 Hallar las ecuaciones parametricas 
para una grafica dada 


Hallar un conjunto de ecuaciones parametricas para representar la grafica de y = 1 — x 2 , 
usando cada uno de los parametros siguientes. 

a) t = x b) La pendiente m = en el punto (x, y) 


Solucion 


a) Haciendo x = t se obtienen las ecuaciones parametricas 

x = t y y = 1 - x 2 = 1 - t 2 . 

b) Para expresar v y y en terminos del parametro m , se puede proceder como sigue. 



Ecuacion rectangular: y= 1 - x 2 

Ecuaciones parametricas: 

m , m 2 
*=-- >y =i- T 


Figura 10.24 


m — — —2x Derivada de y = 1 — x 2 . 

ax 

m 

X — —— Despejarx. 

Con esto se obtiene una ecuacion parametrica para x. Para obtener una ecuacion 
parametrica para y, en la ecuacion original se sustituye x por —m/2. 

y = 1 — X 2 Escribir la ecuacion rectangular original. 

/ m\ 2 



Sustitucion de x por —m/2. 


Simplificacion. 


Por tanto, las ecuaciones parametricas son 

,2 


x = — - 


m 


- /rr 

y = 1 rT- 


En la figura 10.24 observese que la orientacion de la curva resultante es de derecha a 
izquierda, determinada por la direccion de los valores crecientes de la pendiente m. En el 
inciso a), la curva tenia la orientacion opuesta. 


TECNOLOGIA Para usar de manera eficiente una herramienta de graficacion es 
importante desarrollar la destreza de representar una grafica mediante un conjunto de 
ecuaciones parametricas. La razon es que muchas herramientas de graficacion solo 
tienen tres modos de graficacion: 1) funciones, 2) ecuaciones parametricas y 3) ecua¬ 
ciones polares. La mayor parte de las herramientas de graficacion no estan programadas 
para elaborar la grafica de una ecuacion general. Supongase, por ejemplo, que se quiere 
elaborar la grafica de la hiperbola x 2 — y 2 = 1. Para hacer la grafica de la hiperbola en 
el modo funcion, se necesitan dos ecuaciones: y = Jx 2 — 1 y y = — Jx 2 — 1. En el 
modo parametrico , la grafica puede representarse mediante x = S6C t y y = tan t. 







716 


CAPITULO 10 Conicas, ecuaciones parametricas y coordenadas polares 


ClCLOIDES 


EJEMPLO 5 Ecuaciones parametricas de una cidoide 


Galileo fue el primero en llamar la atencion 
hacia la cicloide, recomendando que se 
empleara en los arcos de los puentes. En 
cierta ocasion, Pascal paso ocho dias tratan- 
do de resolver muchos de los problemas de 
las cicloides, problemas como encontrar el 
area bajo un arco y el volumen del solido de 
revolution generado al hacer girar la curva 
sobre una recta. La cicloide tiene tantas 
propiedades interesantes y ha generado tan¬ 
tas disputas entre los matematicos que se le 
ha llamado“la Helena de la geometria” y 
“la manzana de la discordia”. 


Determinar la curva descrita por un punto P en la circunferencia de un circulo de radio a 
que rueda a lo largo de una recta en el piano. A estas curvas se les llama cicloides. 

Solucion Sea # el parametro que mide la rotacion del circulo y supongase que al inicio el 
punto P = (x, y) se encuentra en el origen. Cuando # = 0, P se encuentra en el origen. 
Cuando 0 = tt,P esta en un punto maximo (tt a,2a). Cuando # = 2i t, P vuelve al eje x en 
(27 ra, 0). En la figura 10.25 se ve que AAPC = 18CP - #. Por tanto, 

sen# = sen(18Cf - #) = sem (AAPC) = — = 

a a 

AP 

cos# = -cos(18Q 3 - #) = -cos (AAPC) = — 

— a 


lo cual implica que AP = — a COS # y BD = a sen #. 


PARA MAYOR INFORMACION 

Para mas informacion acerca de las 
cicloides, consultar el articulo “The 
Geometry of Rolling Curves” de John 
Bloom y Lee Whitt en The American 
Mathematical Monthly. 


Como el circulo rueda a lo largo del eje x, se sabe que OD = PD = ad. Ademas, como 
BA = DC = a, se tiene 


x = OD — BD = aO — a sen # 
y = BA + AP = a — a COS #. 

Por tanto, las ecuaciones parametricas son x = a(0 — sen #) y y = a( 1 — COS #). 


Cicloide: 
x = a(Q - sen 0) 
y y = a(\ - cos 6) 



I TECNOLOGIA Algunas herramientas de graficacion permiten simular el movimien- 
to de un objeto que se mueve en el piano o en el espacio. Se recomienda usar una de estas 
herramientas para trazar la trayectoria de la cicloide que se muestra en la figura 10.25. 

La cicloide de la figura 10.25 tiene esquinas agudas en los valores x = 2nTra. 
Observese que las derivadas x'(0)yy '(#) son ambas cero en los puntos en los que 0 = 2nTr. 

x(#) = a(0 — sen #) y(0) = a( 1 - COS #) 

x'(#) = a — a COS 6 y'(#) = <2 sen# 

x / (2jtrr) = 0 y / (2nrr) = 0 

Entre estos puntos, se dice que la cicloide es suave. 


DEFINICION DE UNA CURVA SUAVE 

Una curva C representada por x = f(t) y y = g(t) en un intervalo I se dice que es 
suave si /' y g' son continuas en I y no son simultaneamente 0, excepto posiblemente 
en los puntos terminales de I. La curva C se dice que es suave a trozos si es suave en 
todo subintervalo de alguna particion de I. 
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El tiempo que requiere un pendulo para 
realizar una oscilacion completa si parte 
del punto C es aproximadamente el mismo 
que si parte del punto A 

Figura 10.26 



James Bernoulli (1654-1705) 

James Bernoulli, tambien llamado Jacques, 
era el hermano mayor de John. Fue uno de 
los matematicos consumados de la familia 
suiza Bernoulli. Los logros matematicos de 
James le han dado un lugar prominente en el 
desarrollo inicial del calculo. 


Los problemas de la tautocrona y de la braquistocrona 

El tipo de curva descrito en el ejemplo 5 esta relacionado con uno de los mas famosos 
pares de problemas de la historia del calculo. El primer problema (llamado el problema 
de la tautocrona) empezo con el descubrimiento de Galileo de que el tiempo requerido 
para una oscilacion completa de un pendulo dado es aproximadamente el mismo ya sea 
que efectue un movimiento largo a alta velocidad o un movimiento corto a menor velo- 
cidad (ver la figura 10.26). Mas tarde, Galileo (1564-1642) comprendio que podia emple- 
ar este principio para construir un reloj. Sin embargo, no logro llegar a la mecanica nece- 
saria para construirlo. Christian Huygens (1629-1695) fue el primero en disenar y cons¬ 
truir un modelo que funcionara. En su trabajo con los pendulos, Huygens observo que un 
pendulo no realiza oscilaciones de longitudes diferentes en exactamente el mismo tiem¬ 
po. (Esto no afecta al reloj de pendulo porque la longitud del arco circular se mantiene 
constante dandole al pendulo un ligero impulso cada vez que pasa por su punto mas bajo.) 
Pero al estudiar el problema, Huygens descubrio que una pelotita que rueda hacia atras y 
hacia adelante en una cicloide invertida completa cada ciclo en exactamente el mismo 
tiempo. 



Una cicloide invertida es la trayectoria descendente que una pelotita rodara en el tiempo mas corto 

Figura 10.27 


El segundo problema, que fue planteado por John Bernoulli en 1696, es el llamado 
problema de la braquistocrona (en griego brachys significa corto y cronos significa 
tiempo). El problema consistia en determinar la trayectoria descendente por la que una 
particula se desliza del punto A al punto B en el menor tiempo. Varios matematicos se abo- 
caron al problema y un ano despues el problema fue resuelto por Newton, Leibniz, L’Hopi- 
tal, John Bernoulli y James Bernoulli. Como se encontro, la solucion no es una recta de A 
a B , sino una cicloide invertida que pasa por los puntos Ay B, como se muestra en la figu¬ 
ra 10.27. Lo sorprendente de la solucion es que una particula, que parte del reposo en cual- 
quier otro punto C, entre A y B, de la cicloide tarda exactamente el mismo tiempo en lle¬ 
gar a B , como se muestra en la figura 10.28. 



Una pelotita que parte del punto C tarda el mismo tiempo en llegar al punto B que una que 
parte del punto A 

Figura 10.28 


PARA MAYOR INFORMACION Para ver una demostracion del famoso problema de la braquis¬ 
tocrona, consultar el articulo “A New Minimization Proof for the Brachistochrone” de Gary Lawlor 
en The American Mathematical Monthly. 
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Ejercicios 


1. Considerar las ecuaciones parametricas x=^/tyy = 3 — t. 

a ) Construir una tabla de valores para t = 0, 1, 2, 3 y 4. 

b ) Trazar los puntos (. x , y) generados en la tabla y dibujar una 
grafica de las ecuaciones parametricas. Indicar la orien¬ 
tacion de la grafica. 

c) Verificar la grafica elaborada en el inciso b) empleando una 
herramienta de graficacion. 

d) Hallar la ecuacion rectangular mediante eliminacion del pa¬ 
rametro y dibujar su grafica. Comparar la grafica generada en 
el inciso b) con la grafica de la ecuacion rectangular. 

2. Considerar las ecuaciones parametricas x = 4 COS 2 6 y y = 

2 sen 0. 

77 77 77 77 

a) Constmir una tabla de valores para 0 = — , 0, — y — 

b) Trazar los puntos (x, y) generados en la tabla y dibujar una 
grafica de las ecuaciones parametricas. Indicar la orienta¬ 
cion de la grafica. 

c) Verificar la grafica elaborada en el inciso b) empleando una 
herramienta de graficacion. 

d) Hallar la ecuacion rectangular mediante la eliminacion del 
parametro y dibujar su grafica. Comparar la grafica generada 
en el inciso b) con la grafica de la ecuacion rectangular. 

e) Si se seleccionaran valores de 0 en el intervalo [ 77 / 2 , 37t/ 2] 
para la tabla del inciso a), ^serla diferente la grafica del 
inciso b)l Explicar el razonamiento. 

En los ejercicios 3 a 20, trazar la curva que representa las ecua¬ 
ciones parametricas (indicar la orientacion de la curva) y, eli- 
minando el parametro, dar la ecuacion rectangular correspon- 
diente. 


25. v = — 3 + 4 cos 6 
y = 2 + 5 sen 6 
27. v = 4 sec 0, y = 3 tan 0 
29. x = t 3 , y = 3 I n t 

31. v = e~\ y = e 3t 


26. v = sec 0 
y = tan 0 

28. V = COS 3 0, y = sen 3 0 
30. x = In 2t, y = t 2 

32. x = e 21 , y = e f 


Comparacion de curvas planas En los ejercicios 33 a 36, deter- 
minar toda diferencia entre las curvas de las ecuaciones para¬ 
metricas. ^Son iguales las graficas? <,Son iguales las orienta- 
ciones? <,Son suaves las curvas? Explicar. 


33. 

a) 

x = 

t 

b) 

X = 

cose 




y = 

2t + 1 


y = 

2 cos 6 + 1 


c ) 

X = 


d) 

X = 

e f 




y = 

Te-t + 1 


y = 

2e f + 1 


34. 

a) 

X = 

2 cos 0 

b ) 

X = 


W\ 



y = 

2 sen 0 


y = 

Vt 



c) 

X = 

Vt 

d) 

X = 

-74- 




y = 

V4^7 


y = 

e' 


35. 

a) 

X = 

cos 0 

b) 

X = 

cos(-0) 




y = 

2sen ?0 


y = 

2sen?(— 

6) 



o< 

0 < 7T 


0 < 

6 < TT 


36. 

a) 

v = 

t + 1, y = t 3 

b) 

V = 

~t fa 1, 

y = 

fa 37. 

Conjetura 






a) Usar una herramienta de graficacion para trazar las curvas repre- 
sentadas por los dos conjuntos de ecuaciones parametricas. 

v = 4cosr v = 4cos(-f) 


x = 2t — 3, y = 3t fa 1 

4 . x = 5 — 4t, y = 2 fa 5t 

x = t fa 1, y = t 2 

6 . x = 2 1 2 , y = t A fa 1 

X 

II 

v 

II 

Ml'w 

8. x = t 2 + t, y = t 2 — t 

x = J~t, y = t - 5 

10. x = Vt, y = 8 - t 


11. x = t — 3, y = 12. v = 1 + y, y = t - 1 

13. v = 2 1, y = \t — 2| 14. x = \t — 1|, y = t fa 2 

15. v = e f , y = e 31 fa 1 16. x = y = e 21 — 1 

17. x = sec 0, y = COS 6, 0 < 6 < 7 t/2 , 7 t/2 < 0 < tt 

18. v = tan 2 0, y = sec 2 0 

19. v = 8 cos 6 , y = 8 sen 6 

20. x = 3 cos 6 , y = 1 sen 0 

En los ejercicios 21 a 32, usar una herramienta de graficacion 
para trazar la curva que representa las ecuaciones parametricas 
(indicar la orientacion de la curva). Eliminar el parametro y dar 
la ecuacion rectangular correspondiente. 


21. x = 6 sen 20, y = 4 cos 20 22. x = cos 0,y = 2 sen 2 0 

23. x = 4 + 2 cos 0 24. x = — 2 + 3 cos 0 

y = -1 + sen 6 y = -5 3 sen 0 


y = 3sen t y = 3sen(— t) 

b) Describir el cambio en la grafica si se cambia el signo del 
parametro. 

c) Formular una conjetura respecto al cambio en la grafica de 
las ecuaciones parametricas cuando se cambia el signo del 
parametro. 

d) Probar la conjetura con otro conjunto de ecuaciones para¬ 
metricas. 

38. Redaction Revisar los ejercicios 33 a 36 y escribir un parrafo 
breve que describa como las graficas de curvas representadas 
por diferentes conjuntos de ecuaciones parametricas pueden 
diferir aun cuando la eliminacion del parametro de la misma 
ecuacion rectangular. 

En los ejercicios 39 a 42, eliminar el parametro y obtener la 
forma estandar o canonica de la ecuacion rectangular. 

39. Recta que pasa por (x v y x ) y (x 2 , y 2 ) : 

X = X t + t(x 2 - X]), y = + t(y 2 ~ yj 

40. Circunferencia: x = h + r COS 0, y = k + r sen 0 

41. Elipse: x = h + a COS 0, y = k + b sen 0 

42. Hiperbola: x = h + a SGC 0, y = k + b tan 0 
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En los ejercicios 43 a 50, emplear los resultados de los ejercicios 
39 a 42 para hallar un conjunto de ecuaciones parametricas para 
la recta o para la conica. 

43. Recta: pasa por (0, 0) y (4, -7) 

44. Recta: pasa por (1, 4) y (5, -2) 

45. Cfrculo: centro: (3, 1); radio: 2 

46. Cfrculo: centro: (—6, 2); radio: 4 

47. Elipse: vertices (±10, 0); foco: (±8, 0) 

48. Elipse: vertices: (4, 7), (4, - 3); foco: (4, 5), (4, - 1) 

49. Hiperbola: vertice: (±4, 0); foco: (±5, 0) 

50. Hiperbola: vertice: (0, ±1); foco: (0, ±2) 

En los ejercicios 51 a 54, hallar dos conjuntos diferentes de ecua¬ 
ciones parametricas para la ecuacion rectangular. 

51. y = 6x — 5 52. y = 4/(x — 1) 

53. y = x 3 54. y = x 2 

En los ejercicios 55 a 58, encontrar un conjunto de ecuaciones 
parametricas para la ecuacion rectangular que satisface la 
condicion dada. 


51. y = 2x - 5, t = 0 en el punto (3, 1) 

56. y = 4x + 1, t = — 1 en el punto (-2, -7) 

57. y = x 2 ,t = 4 en el punto (4, 16) 

58. y = 4 — x 2 , t = 1 en el punto (1, 3) 

En los ejercicios 59 a 66 , emplear una herramienta de grafi- 
cacion para representar la curva descrita por las ecuaciones 
parametricas. Indicar la direccion de la curva e identificar todos 
los puntos en los que la curva no sea suave. 

59. Cicloide: x = 2(0 — sen 0), y = 2(1 - CQS0) 

60. Cicloide: x = 0 + sen 0, y = 1 — COS 0 

61. Cicloide alargada: x = 0 - \ sen 0, y = 1 — \ COS 6 

62. Cicloide alargada: x = 20 — 4 sen 0, y = 2 — 4 COS 0 

63. Hipocicloide: x = 3 COS 3 0, y = 3sen^ 0 

64. Cicloide corta: x = 20 - sen 0, y = 2 - COS 0 

65. Hechicera o bruja de Agnesi: x = 2 COt 0, y = 2sen^ 0 

3 1 3 1 2 

66. Hoi a o folio de Descartes: x = --o, y = --^ 

1 + t 5 1 + t 5 


Desarrollo de conceptos 

67. Explicar el p 
ecuaciones { 
de la curva? 

68 . Asociar cad; 
grafica com 
b ), c), d), e) 

a) 2 

+ 

>roceso del trazado de una curva 
larametricas. ^Que se entiende ] 

a conjunto de ecuaciones paran 
^spondiente. [Las graficas estan 
y f).\ Explicar el razonamiento. 

* b) 3 

_^1_1_w r y 

plana dada por 
3 or orientacion 

letricas con su 
etiquetadas a ), 

\J 1 1 ^ V 

-2- 

\ > x III 1 1 1 

/l 2 K-3-2-1 - 

—Ivi •* 

- 112 3 


Desarrollo de conceptos (continuacion) 






i) X = t 2 ~ 1, y = t + 2 

ii) x = sen! 2 6—1, y = sen 0+2 

iii) Curva de Lissajous: x = 4 COS 0, y = 2 sen 20 

iv) Evoluta de una elipse: x = COS 3 0, y = 2 sen 3 0 

v) Evolvente o involuta de un cfrculo: 

x = COS 0 + 0 sen 0, y = sen 0 - 0 COS 0 

vi) Curva serpentina: v = COt 0, y = 4 sen 0 COS 0 


69. Cicloide corta Un disco de radio a rueda a lo largo de una 
recta sin deslizar. La curva trazada por un punto P que se en- 
cuentra a b unidades del centro (b < a) se denomina cicloide 
corta o acortada (ver la figura). Usar el angulo 0 para hallar un 
conjunto de ecuaciones parametricas para esta curva. 


y 



Figura para 69 


y 



70. Epicicloide Un cfrculo de radio 1 rueda sobre otro cfrculo de 
radio 2. La curva trazada por un punto sobre la circunferencia 
del cfrculo mas pequeno se llama epicicloide (ver la figura). 
Usar el angulo 0 para hallar un conjunto de ecuaciones 
parametricas de esta curva. 


I Verdadero o falso? En los ejercicios 71 a 73, determinar si la 
afirmacion es verdadera o falsa. En caso de que sea falsa, ex- 
plicar por que o dar un ejemplo que muestre que es falsa. 

71. La grafica de las ecuaciones parametricas = t 2 y y = t 2 es la 
recta y = x. 

72. Si y es funcion de t y x es funcion de t , entonces y es funcion 
de x. 
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73. La curvarepresentadapor las ecuaciones parametricas x = tyy = 
cos t se pueden escribir como una ecuacion de la forma y = fix). 


PR0YECT0 DE TRABAJO 


Para discusion 


74. Considerar las ecuaciones parametricas x = 8 cos t y y = 8 

sen t. 

a) Describir la curva representada por las ecuaciones para¬ 
metricas. 

b) ^Como se representa la curva por las ecuaciones para¬ 
metricas x=8cos£ + 3yy = 8 sen t + 6 comparada a 
la curva descrita en el inciso a)l 

c ) ^Como cambia la curva original cuando el coseno y el 
seno se intercambian? 


Movimiento de un proyectil En los ejercicios 75 y 76, considerar 
un proyectil que se lanza a una altura de h pies sobre el suelo y a 
un angulo 6 con la horizontal. Si la velocidad inicial es pies por 
segundo, la trayectoria del proyectil queda descrita por las ecua¬ 
ciones parametricas x = (v o COS0)ty y = h + (v 0 sen 0)t— 1fit 2 . 

75. La cerca que delimita el jardrn central en un parque de beisbol tiene 
una altura de 10 pies y se encuentra a 400 pies del plato de home. 
La pelota es golpeada por el bate a una altura de 3 pies sobre el 
suelo. La pelota se aleja del bate con un angulo de 6 grados con la 
horizontal a una velocidad de 100 millas por hora (ver la figura). 



a) Dar un conjunto de ecuaciones parametricas para la trayec¬ 
toria de la pelota. 

b ) Usar una herramienta de graficacion para representar la trayec¬ 
toria de la pelota si 0 = 15°. ^Es el golpe un home runt 

c ) Usar una herramienta de graficacion para representar la 
trayectoria de la pelota si 0 = 23°. {Es el golpe un home runt 

d) Hallar el angulo mmimo al cual la pelota debe alejarse del 
bate si se quiere que el golpe sea un home run. 

76. Una ecuacion rectangular para la trayectoria de un proyectil es 

y = 5 + v - 0.005x 2 . 

a) Eliminar el parametro t de la funcion de posicion del movimiento 
de un proyectil para mostrar que la ecuacion rectangular es 

16 sec 2 0 ? ^ 

y =- 5 —x^ + (tan 0) x + h. 

v 0 

b ) Usar el resultado del inciso a) para hallar h, v Q y 0. Hallar las 
ecuaciones parametricas de la trayectoria. 

c) Usar una herramienta de graficacion para trazar la grafica de 
la ecuacion rectangular de la trayectoria del proyectil. 
Confirmar la respuesta dada en el inciso b) y dibujar la curva 
representada por las ecuaciones parametricas. 

d) Usar una herramienta de graficacion para aproximar la altura 
maxima del proyectil y su rango. 


Cidoides 


En griego, la palabra cycloid significa rueda, la palabra hipocicloide 
significa bajo la rueda , y la palabra epicicloide significa sobre la 
rueda. Asociar la hipocicloide o epicicloide con su grafica. [Las gra- 
ficas estan marcadas a ), b ), c), d), e) y f).] 

Hipocicloide , H(A , B) 


Trayectoria descrita por un punto fijo en un circulo de radio B que 
rueda a lo largo de la cara interior de un circulo de radio A 
t a — B 

x= (A - B) COS t + B C0S(——— 


y 


(A — B) sen t — B se 



t 


Epicicloide , E(A, B ) 


Trayectoria descrita por un punto fijo en un circulo de radio B que 
rueda a lo largo de la cara exterior de un circulo de radio A 


x = (A + B) COS t -BO 

y = (A + B) sen t — B sen| 

I. H( 8,3) 

III. H( 8 , 7) 

V. H( 24, 7) 


A -KB 
B 

A -KB 
B 

II. E( 8 , 3) 
IV. £(24, 3) 
VI. £(24, 7) 




Ejercicios basados en “Mathematical Discovery via Computer 
Graphics: Hypocycloids and Epicycloids” de Florence S. Gordon y 
Sheldon P. Gordon, College Mathematics Journal , noviembre de 
1984, p. 441. Uso autorizado por los autores. 
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Ecuaciones parametricas y calculo 


y 



En el momento t, el angulo de elevation del 
proyectil es 6 , la pendiente de la recta tan- 
gente en ese punto 

Figura 10.29 


■ Hallar la pendiente de una recta tangente a una curva dada por un conjunto de ecua¬ 
ciones parametricas. 

■ Hallar la longitud de arco de una curva dada por un conjunto de ecuaciones 
parametricas. 

■ Hallar el area de una superficie de revolution (forma parametrica). 

Pendiente y rectas tangentes 

Ahora que ya se sabe representar una grafica en el piano mediante un conjunto de ecua¬ 
ciones parametricas, lo natural es preguntarse como emplear el calculo para estudiar estas 
curvas planas. Para empezar, hay que dar otra mirada al proyectil representado por las 
ecuaciones parametricas 

x=24V2t y y = — 161 2 + 2Aj2t 

como se ilustra en la figura 10.29. De lo visto en la seccion 10.2, se sabe que estas ecua¬ 
ciones permiten localizar la position del proyectil en un instante dado. Tambien se sabe 
que el objeto es proyectado inicialmente con un angulo de 45°. Pero, /,como puede encon- 
trarse el angulo 6 que representa la direction del objeto en algun otro instante t? El teore- 
ma siguiente responde a esta pregunta proporcionando una formula para la pendiente de la 
recta tangente en funcion de t. 


y 



La pendiente de la recta secante que pasa 
por los puntos {fit), g(t)) y (f(t + At), 
g(t + At)) es Ay/Ax 

Figura 10.30 


TEOREMA 10.7 FORMA PARAMETRICA DE LA DERIVADA 

Si una curva suave C esta dada por las ecuaciones X = f(t) y y= g(t), entonces la 
pendiente de C en (x, y) es 

dy = dy/dt dx 

dx dx/dt' dt 


( DEMOSTRftClflN ) En la figura 10.30, considerese At > 0 y sea 
Ay= g(t+ At) - g(t) y Ax= f(t+ At) - f(t). 

Como Ax — > 0 cuando At —> 0, se puede escribir 

dy = v Ay 
dx a™o Ax 

9 (t+ At) - gffl 
a£o f(t+ At) - f(t)' 

Dividiendo tan to el numerador como el denominador entre At, se puede emplear la deri- 
vabilidad o diferenciabilidad de f y g para concluir que 


dy 

dx 


[g(t + At) - g(t)]/At 
A™0 [f(t+ At) - f(t)]/At 
g(t+ AQ - g(Q 


lim 

At—>0 


At 


f(t+ At) - f(t) 


lim 

At-^0 


At 


m 

m 

dy/dt 

dx/dt 
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EJEMPLO I Derivacion o diferenciacion y forma parametrica 

Hallar dy/dx para la curva dada por X = sen t y y = COS t 


La curva del ejem- 
plo 1 es una circunferencia. Emplear la 
formula 


dy 

dx 


-tan t 


para hallar su pendiente en los puntos 
(1, 0) y (0, 1). 


Solucion 

dy _ dy/dt _ -sen t 
dx dx/dt cos t 


Como dy/dx es funcion de t. puede emplearse el teorema 10.7 repetidamente para 
hallar las derivadas de orden superior. Por ejemplo, 


cPy d_ 
dx 2 dx 


dy 

dx 


dy 
dt dx 


dx/dt 




d 

~d 2 y 

dy_d_ 

\d 2 y 1 

dt 

dx 2 

dx 3 dx 

dx 2 

dx/dt 


Segunda derivada. 


Tercera derivada. 


EJEMPLO 2 Hallar pendiente y concavidad 


Para la curva dada por 

x= v~t y y=l(t 2 - 4), t>0 

hallar la pendiente y la concavidad en el punto (2, 3). 


Solucion Como 


y 



y=\[t 2 - 4) 


En (2, 3), donde t = 4, la grafica es conca- 
va hacia arriba 

Figura 10.31 


dy = dy/dt = (1/2) t = 3/2 

dx dx/dt (l/2)tr 1/2 

se puede hallar que la segunda derivada es 

cPy S W *' /d,tl St t3,2] (3/2 )t>/ 2 
dx 2 dx/dt dx/dt (l/2)r 1/2 

En (x, y) = (2, 3), se tiene que t = 4, y la pendiente es 

( 4 ) 3/2 = 8 

dx 

Y, cuando t= 4, la segunda derivada es 
0-3(4) = 12>O 

por lo que puede concluirse que en (2, 3) la grafica es concava hacia arriba, como se mues- 
tra en la figura 10.31. 


Forma parametrica de la 


Forma parametrica de la 
segunda derivada. 


Como en las ecuaciones parametricas X = f(t) y y= Cj(t) no se necesita que y este 
definida en funcion de X, puede ocurrir que una curva plana forme un lazo y se corte a si 
misma. En esos puntos la curva puede tener mas de una recta tangente, como se muestra 
en el ejemplo siguiente. 
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X = 21- 7rsen t 
y = 2- 7TCOS t 



Esta cicloide alargada tiene dos rectas tan- 
gentes en el punto (0,2) 

Figura 10.32 


EJEMPLO 3 Una curva con dos rectas tangentes en un punto 

La cicloide alargada dada por 

X = 2t — 77 sen t y y=2-jrC0St 

se corta a si misma en el punto (0, 2), como se ilustra en la figura 10.32. Hallar las ecua¬ 
ciones de las dos rectas tangentes en este punto. 

Solucion Como X = 0 y y = 2 cuando t = ± tt/2, y 
dy _ dy/dt _ 7rsent 

dx dx/dt 2 - 7T cos t 

se tiene dy/dx = — tt/2 cuando t= — tt/2 y dy/dx = tt/2 cuando t= tt/2. Por tanto, 
las dos rectas tangentes en (0, 2) son 

Recta tangente cuando t = — y. 



y- 2 = 



Recta tangente cuando t = 


Si dy/dt = 0 y dx/dt ± 0 cuando t = f^ # la curva representada por X= f(t) y 
y = g(t) tiene una tangente horizontal en ( f(t 0 ), g(t 0 )). Asi, en el ejemplo 3, la curva dada 
tiene una tangente horizontal en el punto (0, 2 — tt) (cuando t = 0). De manera semejante, 
si dx/dt = 0 y dy/dt A 0 cuando t = t^, la curva representada por X = f(t) y y = g(t) 
tiene una tangente vertical en ( f(t 0 ), g(t 0 )). 


Longitud de arco 

Se ha visto como pueden emplearse las ecuaciones parametricas para describir la trayectoria 
de una particula que se mueve en el piano. Ahora se desarrollara una formula para determi- 
nar la di Stand a recorrida por una particula a lo largo de su trayectoria. 

Recuerdese de la seccion 7.4 que la formula para hallar la longitud de arco de una 
curva C dada por y = h(x) en el intervalo [Xq, X-J es 



Si C esta representada por las ecuaciones parametricas X = f(t) y y= Cj(t), a < t < b, y 
si dx/dt = f'(t) > 0, se puede escribir 





( dy/dt ) 2 
\dx/dt) 


dx 



dt 
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Conicas, ecuaciones parametricas y coordenadas polares 


TEOREMA 10.8 LONGITUD DE ARCO EN FORMA PARAMETRICA 


Si una curva suave C esta dada por X = f(t) y y = g(t) y C no se corta a si misma 
en el intervalo a < t < b (excepto quizas en los puntos terminales), entonces la 
longitud de arco de C en ese intervalo esta dada por 


s =l vtiMf) 2 *'! v[fw+[g '® ]idt 


miUiW A1 aplicar la formula para la longitud de arco a una curva, hay que asegurarse de que la 
curva se recorra una sola vez en el intervalo de integration. Por ejemplo, el circulo dado por 
X = COS ty y = sen t, recorre una sola vez el intervalo 0 < t < 2tt, pero recorre dos veces el inter¬ 
valo 0 < t < 477 . ■ 


En la section anterior se vio que si un circulo rueda a lo largo de una recta, cada 
punto de su circunferencia trazara una trayectoria llamada cicloide. Si el circulo 
rueda sobre otro circulo, la trayectoria del punto es una epicicloide. El ejemplo 
siguiente muestra como hallar la longitud de arco de una epicicloide. 


EJEMPLO 4 Calcular la longitud de arco 


Arco de una cicloide 

La longitud de un arco de una cicloide fue 
calculada por vez primera en 1658 por el 
arquitecto y matematico ingles Christopher 
Wren, famoso por reconstruir muchos edifi- 
cios e iglesias en Londres, entre los que se 
encuentra la Catedral de St. Paul. 


Un circulo de radio 1 rueda sobre otro circulo mayor de radio 4, como se muestra en la 
figura 10.33. La epicicloide trazada por un punto en el circulo mas pequeno esta dada por 

x= 5 COS t- COS 5t y y = 5 sen t W sen5t 

Hallar la distancia recorrida por el punto al dar una vuelta completa alrededor del 
circulo mayor. 

Solution Antes de aplicar el teorema 10.8, hay que observar en la figura 10.33 que la 
curva tiene puntos angulosos en t = 0 y t = tt/2. Entre estos dos puntos, dx/dty dy/dt 
no son simultaneamente 0. Por tanto, la portion de la curva que se genera de t = 0 a 
t= 7r/2 es suave. Para hallar la distancia total recorrida por el punto, calcular la longitud 
de arco que se encuentra en el primer cuadrante y multiplicar por 4. 



X = 5 cos t- cos 5 1 
y = 5 sen t- sen 5 1 


Un punto en la circunferencia pequena es el 
que traza una epicicloide en la medida que 
el circulo pequeno rueda alrededor de la 
circunferencia grande 

Figura 10.33 


-rve 


fdxV fdy* 


dt 


dt 


Forma parametrica de la longitud de arco. 


[tt/ 2 

= 4 VC - 5sent + 5 sen50 2 + (5 COS t- 5 COS 50 2 dt 
Jo 


fir/ 2 

= 20 I V2 — 2 sentsen5t — 2 COS tcos 5 tdt 
Jo 

= 20 f 

Jo 

= 20 f 

Jo 
f 

= 40 

Jo 

= -20 
= 40 


V2 - 2 cos 4 tdt 
74 sen 2 2 tdt 


Identidad trigonometrica. 


sen 2 tdt 


COS 2 1 


~ 77-/2 
0 


Para la epicicloide de la figura 10.33, una longitud de arco de 40 parece correcta, puesto 
que la circunferencia de un circulo de radio 6 es 27rf = 1277 — 37.7. 
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0.5 pulg 



2 pulg —** 


x = r cos 6 
y = r sen 0 



Figura 10.34 


MUiIIlW La grafica de r = aO se 
llama espiral de Arquimedes. La gra¬ 
fica de r = 6/2 000 77 (ejemplo 5) es 
de este tipo. ■ 


EJEMPLO 5 Longitud de una cinta magnetofonica 

Una cinta magnetofonica de 0.001 pulgadas de espesor se enrolla en una bobina cuyo radio 
interior mide 0.5 pulgadas y cuyo radio exterior mide 2 pulgadas, como se muestra en la 
figura 10.34. ^Cuanta cinta se necesita para llenar la bobina? 

Solucion Para crear un modelo para este problema, supongase que a medida que la cinta 
se enrolla en la bobina, su distancia r al centro se incrementa en forma lineal a razon de 
0.001 pulgadas por revolucion, o 

r = (0.001) A = . A , 1 000-7T < 6 < 4 OOOn 

277 2 00077 

donde 0 esta medido en radianes. Se pueden determinar las coordenadas del punto 
(x, y) correspondientes a un radio dado 

x = r cos 6 


y 


y = r sen 0. 

Al sustituir r, se obtienen las ecuaciones parametricas 


x = 


0 


2 00077, 


cos 0 


y = 


e 


2 00077, 


sen 0. 


La formula de la longitud de arco se puede emplear para determinar que la longitud total 
de la cinta es 



T4 OOOtt 

00 77 JlOOOiT ^ 

-f 

OOtt-Jh 


0 sen 0 + cos 0) 2 + (0 cos 0 + sen 0) 2 d0 


J0 2 + 1 d0 


1 

2 00077 



0j0 2 + 1 + In 0+ J0 2 + 1 


4 00077 

1 OOO 77 ■ 


~ 11 781 pulgadas 


~ 982 pies 


Tablas de integracion 
(apendice B), formula 26. 


PARA MAYOR INFORMACION Para mas informacion sobre las matematicas de una cinta mag¬ 
netofonica, consultar “Tape Counters” de Richard L. Roth en The American Mathematical Monthly. 

La longitud de la cinta del ejemplo 5 puede ser aproximada si se suman las porciones 
circulares de la cinta. El radio de la mas pequena es de 0.501 y el radio de la mas grande 
es de 2. 

j - 2tt(0.501) + 277(0.502) + 277(0.503) + • • • + 2tt(2.000) 

1 500 

= 2 2tt(0.5 + 0.001/) 

i = 1 

= 277 [1 500(0.5 + 0.001(1 500)(1 501)/2] 

~ 11 786 pulgadas 
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Esta superficie de revolution tiene un area 
de superficie de 977 

Figura 10.35 


Area de una superficie de revolucion 

La formula para el area de una superficie de revolucion en forma rectangular puede usarse 
para desarrollar una formula para el area de la superficie en forma parametrica. 


TEOREMA 10.9 AREA DE UNA SUPERFICIE DE REVOLUCION 


Si una curva suave C dada por X = f(£)yy = g(t) no se corta a si misma en un inter¬ 
val a < t < b, entonces el area S de la superficie de revolucion generada por 
rotation de C, en torno a uno de los ejes de coordenadas, esta dada por 



Revolucion en torno al eje X : g(t ) > 0. 


Revolucion en torno al eje y: f(t) > 0. 


Estas formulas son faciles de recordar si se considera al diferencial de la longitud de arco 
como 


ds = 


dxV (dyV 


dt + 


dt 


dt. 


Entonces las formulas se expresan como sigue. 


I 


1. S=2t7 g(t) ds 2. S = 277- 1 f(t) ds 


■r 


EJEMPLO 6 Hallar el area de una superficie de revolucion 

Sea C el arco de la circunferencia 
X 2 + y 2 = 9 

que va desde (3, 0) hasta (3/2, 3 V3/2), como se ve en la figura 10.35. Encontrar el area 
de la superficie generada por revolucion de C alrededor del eje X. 


Solution C se puede representar en forma parametrica mediante las ecuaciones 

X = 3 COS t y y = 3 sen t, 0 < t < tt/3. 

(El intervalo para t se obtiene observando que t = 0 cuando X = 3 y t = tt/3 cuando 
X = 3/2.) En este intervalo, C es suave y y es no negativa, y se puede aplicar el teorema 
10.9 para obtener el area de la superficie 


r-TT/3 

5= 2tt (3 sen t)7(-3 sent) 2 + (3 COS t} 2 dt 

Jo 

M 3 

sen tv/9( sen 2 1 + COS 2 i) dt 
Jo 


6tt 

6tt 


r-Tr/S 

= 677 

Jo 


3 sen tdt 


- 77/3 


cos t 


= —1877 


-18tt( I - 1 


= 977. 


Formula para el area de una 
superficie de revolucion. 


Identidad trigonometrica. 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 4, hallar dyjdx. 

1. x = t 2 , y = 7 - 6t 2.x=fty=4-t 

3. x = sen 2 0, y = cos 2 0 4. x = 2 y = e~ 6/ 2 

En los ejercicios 5 a 14, hallar dy/dx y cPy/dx 2 , asi como la pen- 
diente y la concavidad (de ser posible) en el punto correspon- 
diente al valor dado del parametro. 


Ecuaciones parametricas 

Punto 

5. x = 4t, y — 3t — 2 

t= 3 

6. x= Vt, y = 3t- 1 

t= 1 

7. x = t + 1, y = t 2 + 3t 

t= -1 

8. x = t 2 + 5t + 4, y = 4t 

t= 0 

9. x = 4 cos 0, y = 4 sen 0 

4 

10. x = COS 0, y = 3 sen 0 

0=0 

11. x = 2 + sec 0, y = 1 + 2 tan 0 

^ | VC 

II 

12 . x=Vty=>/t-l 

t= 2 

13. x = COS 3 0, y = sen 3 0 

•-? 

14. x = 0 - sen 0, y = 1 - COS 0 

0 = 77 

En los ejercicios 15 y 18, hallar una ecuacion para 


gente en cada uno de los puntos dados de la curva. 


15. x = 2 cot 0 
y= 2 sen 2 6 


16. x = 2 — 3 COS 0 
y= 3 + 2 sen 0 




17. x = t 2 - 4 
y = t 2 -2t 

(0, 0), (—3, — 1), y (—3, 3) 


18. X = t 4 + 2 
y = t 3 + t 

(2, 0), (3, -2),y (18, 10) 


' En los ejercicios 19 a 22, a) usar una herramienta de graficacion 
para trazar la curva representada por las ecuaciones parametri¬ 
cas, b) usar una herramienta de graficacion para hallar dx/dt , 
dy/dt y dy/dx para el valor dado del parametro, c) hallar una 
ecuacion de la recta tangente a la curva en el valor dado del 
parametro, y d) usar una herramienta de graficacion para trazar 
la curva y la recta tangente del inciso c). 


Ecuaciones parametricas 

19. x = 6t, y = t 2 + 4 

20. x = t - 2, y = | + 3 


Parametro 
t= 1 

t= 1 


Ecuaciones parametricas Parametro 

21. x = t 2 - t+ 2, y= t 3 - 3 t t= -1 

3 77 

22. x = 4 COS 0, y = 3 sen 0 0 = — 

En los ejercicios 23 a 26, hallar las ecuaciones de las rectas tan- 
gentes en el punto en el que la curva se corta a si misma. 

23. x= 2sen2t, y— 3 sen t 

24. x = 2 - 77 COS t, y=2t-7T sen t 

25. x= t 2 - t y= t 3 - 3t- 1 

26. x = t 3 - 6t y = t 2 


En los ejercicios 27 y 28, hallar todos los puntos de tangencia hori¬ 
zontal y vertical (si los hay) a la porcion de la curva que se muestra. 


27. Evolvente o involuta de un cfrculo: 28. X = 20 


X = cos 0+0 sen 0 
y = sen 0—0 cos 0 


y 



y = 2(1 - cos0) 


y 



En los ejercicios 29 a 38, hallar todos los puntos de tangencia 
horizontal y vertical (si los hay) a la curva. Usar una herramien¬ 
ta de graficacion para confirmar los resultados. 

29. x = 4 - t, y = t 2 

30. x = t + 1, y = t 2 + 3t 

31. x = t + 4, y = t 3 - 3t 

32. x = t 2 - t + 2, y = t 3 - 3t 

33. x = 3 COS 0, y = 3 sen 0 

34. x = COS 0, y = 2 sen 20 

35. x = 5 + 3 cos 0 , y = —2 + sen 0 

36. x = 4 COS 2 0, y = 2 sen 0 

37. x = sec 0, y= tan 0 

38. x = cos 2 0, y= cos 0 

En los ejercicios 39 a 44, determinar los intervalos de t en los que 
la curva es concava hacia abajo o concava hacia arriba. 

39. x = 3t 2 , y = t 3 - t 

40. x = 2 + t 2 , y=t 2 + t 3 

41. x= 2t+ In t y = 2t- In t 

42. x= t 2 , y= In t 

43. x = sen t, y = COS t, 0 < t < it 

44. x = 4 cos t, y = 2 sen t, 0 < t < 2tt 
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Longitud de arco En los ejercicios 45 a 48, dar una integral que 
represente la longitud de arco de la curva en el intervalo dado. 
No evaluar la integral. 


Ecuaciones parametricas 
45 # x = 3t - t 2 , y = 2t 3 / 2 

46 x = In t, y = 4t - 3 

47 x = e t + 2, y = 2t + 1 

^ x = t + sen t, y = t — cos t 


Intervalo 

1 < t < 3 
1 < t < 5 
-2 < t <2 
0 < t < 7T 


Longitud de arco En los ejercicios 49 a 56, hallar la longitud de 
arco de la curva en el intervalo dado. 


Ecuaciones parametricas 

Intervalo 

49. x = 3t + 5, y = 1 - It 

-1 < t < 3 

50. x = t 2 , y = 2t 

0 < t < 2 

51. x = 6 1 2 , y = 2t 3 

1 < t < 4 

52. x = t 2 + 1, y = 4 1 3 + 3 

-1 < t < 0 

53. x = e~ f cos t, y= e^sent 

0 < t < ^ 

2 

54. X = arcsent, y= InVl — t 2 

0 < t < \ 

55. x= Vt, y= 3t- 1 

0 < t < 1 

_ t 5 1 

56. x = t y=io+^ 

1 < t < 2 


Longitud de arco En los ejercicios 57 a 60, hallar la longitud de 
arco de la curva en el intervalo [Q 2tt\. 


63. Hoja (o folio) de Descartes Considerar las ecuaciones para¬ 
metricas 


x = 


4t 

1 + t 3 


y 


y = 


4 1 2 

1 + t 3 ' 


a) Usar una herramienta de graficacion para trazar la curva 
descrita por las ecuaciones parametricas. 

b ) Usar una herramienta de graficacion para hallar los puntos de 
tangencia horizontal a la curva. 


C) Usar las funciones de integracion de una herramienta de 
graficacion para aproximar la longitud de arco del lazo cer- 
rado. ( Sugerencia : Usar la simetrfa e integrar sobre el inter¬ 
valo 0 < t < 1.) 


64. 


Hechicera o bruja de Agnesi 
metricas 


Considerar las ecuaciones para- 


X=4cot0 y y = 4 sen 2 0 -y < 0 < 

a) Emplear una herramienta de graficacion para trazar la curva 
descrita por las ecuaciones parametricas. 

b ) Utilizar una herramienta de graficacion para hallar los pun¬ 
tos de tangencia horizontal a la curva. 

C) Usar las funciones de integracion de una herramienta de 
graficacion para aproximar la longitud de arco en el interva¬ 
lo 7r/4 < 0 < 7t/2. 


65. 


Redaccion 

a) Usar una herramienta de graficacion para representar cada 
conjunto de ecuaciones parametricas. 


X = t - sen t 

y = 1 - cos t 

0 < t < 2 tt 


x= 2t — sen(2t) 

y = 1 - cos(2f) 

0 < t < 77 


57. Perimetro de una hipocicloide: X = 3 COS 3 0, y= a sen 3 0 

58. Circunferencia de un circulo: X = 3 COS 0, y = 3 sen 0 

59. Arco de una cicloide: X = 3(0 - sen 0), y = a(l - COS 0) 

60. Evolvente o involuta de un circulo: 

x = COS 0 + 0 sen 0, y = sen 0 - 0 COS 0 


61. Trayectoria de un proyectil La trayectoria de un proyectil se 
describe por medio de las ecuaciones parametricas 

x= (90 COS 30°) t y y = (90 sen30°)t- 16t 2 


donde X y y se miden en pies. 

a) Utilizar una herramienta de graficacion para trazar la trayec¬ 
toria del proyectil. 

b) Utilizar una herramienta de graficacion para estimar el 
alcance del proyectil. 


C) Utilizar las funciones de integracion de una herramienta de 
graficacion para aproximar la longitud de arco de la trayec¬ 
toria. Comparar este resultado con el alcance del proyectil. 


fa 


62. 


Trayectoria de un proyectil Si el proyectil del ejercicio 61 se 
lanza formando un angulo 0 con la horizontal, sus ecuaciones 
parametricas son 


x=(90cos 0)t y y = (90 sen0)t- 16t 2 . 


Usar una herramienta de graficacion para hallar el angulo que 
maximiza el alcance del proyectil. ^Que angulo maximiza la 
longitud de arco de la trayectoria? 


b) Comparar las graficas de los dos conjuntos de ecuaciones 
parametricas del inciso a). Si la curva representa el mo- 
vimiento de una particula y t es tiempo, ^que puede inferirse 
acerca de las velocidades promedio de la particula en las 
trayectorias representadas por los dos conjuntos de ecua¬ 
ciones parametricas? 

C) Sin trazar la curva, determinar el tiempo que requiere la 
particula para recorrer las mismas trayectorias que en los 
incisos a) y b) si la trayectoria esta descrita por 

x=\t- senQt) y y=l-cosQf). 

66. Redaccion 


fa a) 


Cada conjunto de ecuaciones parametricas representa el mo- 
vimiento de una particula. Usar una herramienta de grafi¬ 
cacion para representar cada conjunto. 


Primera particula 

x = 3 cos t 
y= 4 sent 
0 < t < 2 tt 


Sepunda particula 

x = 4 sen t 
y = 3 cos t 

0 < t < 2 tt 


b) Determinar el numero de puntos de interseccion. 

C) ^Estaran las particulas en algun momento en el mismo lugar 
al mismo tiempo? Si es asf, identificar esos puntos. 
d ) Explicar que ocurre si el movimiento de la segunda particu¬ 
la se representa por 

x = 2 + 3 sen t, y = 2 - 4 COS t, 0 < t < 277. 
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Area de una superficie En los ejercicios 67 a 70, dar una inte¬ 
gral que represente el area de la superficie generada por revolu¬ 
tion de la curva alrededor del eje x . Usar una herramienta de 
graficacion para aproximar la integral. 


84. Area de una superficie Una portion de una esfera de radio r 
se elimina cortando un cono circular con vertice en el centro de 
la esfera. El vertice del cono forma un angulo 20. Hallar el area 
de superficie eliminada de la esfera. 


Ecuaciones parametricas 

Intervalo 

67. x = 41, y = t + 2 

0 < 4 

68. x -^t 2 , y = t + 3 

0<t<3 

69. x = cos 2 0, y= cos # 

O<0<f 

70. x = # + sen 0, y = 0 + cos # 

0 < 0 < | 

Area dc wwa superficie En los ejercicios 71 a 76, encontrar el 
area de la superficie generada por revolucion de la curva alrede¬ 
dor de cada uno de los ejes dados. 

71. x = 2t, y = 3t, 0 < t < 3, 

a) eje x b) eje y 

72. x = t, y = 4 - 2t, 0 < t < 2, 

a) eje x b ) eje y 


73. x = 5 cos 0, y = 5 sen 0 , 0 < 0 < eje y 

74. x = |t 3 , y = t + 1, 1 < t < 2, ejey 

75. x = a cos 3 0, y = a sen 3 0 , 0 < 0 < it, eje x 

76. X = a cos 0, y = b sen 0 , 0 < 0 < 277, 

a) ejex b ) ejey 


Desarrollo de conceptos 


77. Dar la forma parametrica de la derivada. 

En los ejercicios 78 y 79, determinar mentalmente dy/dx. 

78. x = t, y = 3 79. x = t y = 6t - 5 

80. Dar la formula integral para la longitud de arco en forma 
parametrica. 

81. Dar las formulas integrales para las areas de superficies de 
revolucion generadas por revolucion de una curva suave C 
alrededor a) del eje x y b) del eje y. 


Para discusion 


82. a) Dibujar la grafica de una curva definida por las ecuacio¬ 
nes parametricas X = g(t) y y = f(t ) de manera que 
dx/dt > 0 y dy/dt < 0 para todos los numeros reales t. 

b) Dibujar la grafica de una curva definida por las ecuacio¬ 
nes parametricas X = g(t) y y = f(t ) de manera que 
dx/dt < 0 y dy/dt < 0 para todos los numeros reales t. 


83. Mediante integration por sustitucion mostrar que si y es una 
funcion continua de X en el intervalo a < X < b, donde X = f(t) y 
y = Q (t), entonces 

f ydx= p g(t)f'(t)dt 

Ja J fi 

donde fit/) = a, f(t 2 ) = b, y tanto g como f' son continuas en 

% y. 


Area En los ejercicios 85 y 86, hallar el area de la region. (Usar 
el resultado del ejercicio 83.) 


85. x = 2 sen 2 # 
y = 2 sen 2 # tan # 

0 S «<f 


y 



86 . x = 2 cot # 
y = 2 sen 2 # 

0 < # < 77 


y 



Areas de curvas cerradas simples En los ejercicios 87 a 92, usar 
un sistema algebraico por computadora y el resultado del ejerci¬ 
cio 83 para relacionar la curva cerrada con su area. (Estos ejer¬ 
cicios fueron adaptados del articulo “The Surveyor’s Area 
Formula” de Bart Braden en la publication de septiembre de 
1986 del College Mathematics Journal , pp. 335-337, con autor- 
izacion del autor.) 


a) | ab b ) \tt a 2 

d) 77 ab e) 2 -ab 

87. Elipse: (0 < t < 2 tt) 
x = ibcos t 
y= asent 
y 



89. Cardioide: (0 < t < 2 77 ) 
x = 2a cos t- acos2t 
y= 2a sent — a sen 2 1 


y 



c ) 277a 2 
f) fera 2 

88. Astroide: (0 < t < 2 tt) 
x = a cos 3 1 
y= a sen 3 1 


y 



90. Deltoide: (0 < t < 2 tt) 
x = 2a cos t+ acos2t 
y= 2a sent — a sen 21 


y 
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91. Reloj de arena: (0 < t < 2 tt) 
x = asen2t 
y= ibsent 
y 



92. Lagrima: (0 < t < 2ir) 
x = 2 a cos t- asen 2t 
y= ibsent 
y 



Centroide En los ejercicios 93 y 94, hallar el centroide de la 
region limitada por la grafica de las ecuaciones parametricas y 
los ejes de coordenadas. (Usar el resultado del ejercicio 83.) 

93. x ~ Vt, y = 4 - t 94. x = - t, y = Vt 

Volumen En los ejercicios 95 y 96, hallar el volumen del solido 
generado por revolucion en torno al eje x de la region limitada 
por la grafica de las ecuaciones dadas. (Usar el resultado del 
ejercicio 83.) 


95. x = 6 cos 0 , y = 6 sen 0 

96. x = COS 0, y = 3 sen 0, a > 0 

97. Cicloide Emplear las ecuaciones parametricas 

x= a(0 - sen 0) y y = a(l - cos 0), a > 0 

para responder lo siguiente. 

a) Hallar dy/dxy cPy/dx 2 . 

b ) Hallar las ecuaciones de la recta tangente en el punto en el 
que 0 = 77 / 6 . 

C) Localizar todos los puntos (si los hay) de tangencia hori¬ 
zontal. 

d ) Calcular donde es la curva concava hacia arriba y donde es 
concava hacia abajo. 

e) Hallar la longitud de un arco de la curva. 

98. Emplear las ecuaciones parametricas 

x = fV3 y y = 3t- ^f 3 


para los incisos siguientes. 

a) Emplear una herramienta de graficacion para trazar la curva 
en el intervalo — 3 < t < 3. 

b ) Hallar dy/dxy cfy/dx 2 . 

C ) Hallar la ecuacion de la recta tangente en el punto (V3, §). 
d ) Hallar la longitud de la curva. 

6 ) Hallar el area de la superficie generada por revolucion de la 
curva en torno al eje X. 


99. Evolvente o involuta de circulo La evolvente o involuta de un 
circulo esta descrita por el extremo P de una cuerda que se 
mantiene tensa mientras se desenrolla de un carrete que no gira 
(ver la figura). Mostrar que la siguiente es una representation 
parametrica de la evolvente o involuta 


x= r(C0S 0 + OsenO) y y = r(sen# - 0 COS 6). 


y 



Figura para 99 



Figura para 100 


100. Evolvente o involuta de un circulo La figura muestra un seg- 
mento de cuerda sujeto a un circulo de radio 1. La cuerda es 
justo lo suficientemente larga para llegar al lado opuesto del 
circulo. Encontrar el area que se cubre cuando la cuerda se 
desenrolla en sentido contrario al de las manecillas del reloj. 


Pk ioi. 


a) Usar una herramienta de graficacion para trazar la curva 
dada por 


1 - t 2 2t 

X= TT^' y= IT^' 


-20 <t< 20. 


b) Describir la grafica y confirmar la respuesta en forma ana- 
litica. 


C) Analizar la velocidad a la cual se traza la curva cuando t 
aumenta de -20 a 20 . 


102. Tractriz Una persona se mueve desde el origen a lo largo del 
eje y positivo tirando un peso atado al extremo de una cuerda 
de 12 metros de largo. Inicialmente, el peso esta situado en el 
punto ( 12 , 0 ). 


a) En el ejercicio 96 de la seccion 8.7 se mostro que la trayec- 
toria del peso se describe mediante la siguiente ecuacion 
rectangular 


y= -12 In 


12 - 7144 - x 2 


7144 - x 2 


donde 0 < X < 12. Usar una herramienta de graficacion 
para representar la ecuacion rectangular. 
b) Usar una herramienta de graficacion para trazar la grafica 
de las ecuaciones parametricas 

x=12sech^ y y=t-12tanh^ 


donde t > 0. Comparar esta grafica con la del inciso a). 
^Que grafica (si hay alguna) representa mejor la trayectoria? 

C) Emplear las ecuaciones parametricas de la tractriz para ve- 
rificar que la distancia de la interseccion con el eje y de la 
recta tangente al punto de tangencia es independiente de 
la ubicacion del punto de tangencia. 


iVerdadero o falso? En los ejercicios 103 y 104, determinar si la 
afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
dar un ejemplo que demuestre que es falsa. 

103. Si x = f(t) y y = git), entonces d 2 y/dx 2 = 

104. La curva dada por X = t 3 , y= t 2 tiene una tangente horizon¬ 
tal en el origen puesto que dy/dt = 0 cuando t = 0 . 

105. Cinta de grabacion Otro metodo que se puede usar para 
solucionar el ejemplo 5 es encontrar el area del carrete con un 
radio interior de 0.5 pulgadas y un radio exterior de 2 pulgadas, 
y despues usar la formula para el area del rectangulo cuyo 
ancho es de 0.001 pulgadas. Utilizar este metodo para determi¬ 
nar cuanta cinta se necesita para llenar el carrete. 
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Coordenadas polares y graficas polares 


■ Comprender el sistema de coordenadas polares. 

■ Expresar coordenadas y ecuaciones rectangulares en forma polar y viceversa. 

■ Trazar la grafica de una ecuacion dada en forma polar. 

■ Hallar la pendiente de una recta tangente a una grafica polar. 

■ Identificar diversos tipos de graficas polares especiales. 


Coordenadas polares 



Coordenadas polares 

Figura 10.36 


Hasta ahora las graficas se han venido representando como colecciones de puntos (x, y) en 
el sistema de coordenadas rectangulares. Las ecuaciones correspondientes a estas graficas 
han estado en forma rectangular o en forma parametrica. En esta seccion se estudiara un 
sistema de coordenadas denominado sistema de coordenadas polares 

Para formar el sistema de coordenadas polares en el piano, se fija un punto O , llama- 
do polo (u origen), y a partir de O se traza un rayo inicial llamado eje polar, como se 
muestra en la figura 10.36. A continuacion, a cada punto P en el piano se le asignan coor¬ 
denadas polares (r, 0 ), como sigue. 

r = distancia dirigida de O a P 

0 = angulo dirigido , en sentido contrario al de las manecillas del reloj desde el eje 
polar hasta el segmento OP 

La figura 10.37 muestra tres puntos en el sistema de coordenadas polares. Observese que 
en este sistema es conveniente localizar los puntos con respecto a una reticula de circun- 
ferencias concentricas cortadas por rectas radiales que pasan por el polo. 




a) b) 

Figura 10.37 


c) 


En coordenadas rectangulares, cada punto (x, y ) tiene una representacion unica. Esto 
no sucede con las coordenadas polares. Por ejemplo, las coordenadas (r, 0) y (r, 2tt + 6) 
representan el mismo punto [ver los incisos b) y c) de la figura 10.37]. Tambien, como r 
es una distancia dirigida , las coordenadas (r, 0) y (— r, 6 + it) representan el mismo 
Coordenadas polares punto. En general, el punto (r, 0) puede expresarse como 


El matematico al que se le atribuye haber 
usado por primera vez las coordenadas 
polares es James Bernoulli, quien las intro- 
dujo en 1691. Sin embargo, ciertas eviden¬ 
ces senalan la posibilidad de que fuera Isaac 
Newton el primero en usarlas. 


(r, 6) = (r, 6 + 2mr) 


o 


(r, 0) = (~r, 0 + {2n + l)7r) 

donde n es cualquier entero. Ademas, el polo esta representado por (0, 0), donde 0 es 
cualquier angulo. 
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Transformacion (o cambio) de coordenadas 


y (r, 0) 



Relacion entre coordenadas polares y rec- 
tangulares 

Figura 10.38 


y 


2- 

1 

(r, 9 ) =(2, k) 

A I 

(r,e) =(73-|) 

1 1 ^ 

T \ 

-2 -1 

1 1 > 

1 2 

(x,y)=(- 2,0) 

-1 


-2- 



Para pasar de coordenadas polares a 
rectangulares, se hace x = r cos 6 y 
y = r sen 6. 

Figura 10.39 


Para establecer una relacion entre coordenadas polares y rectangulares, se hace coincidir 
el eje polar con el eje x positivo y el polo con el origen, como se ilustra en la figura 10.38. 
Puesto que (x, y) se encuentra en un circulo de radio r, se sigue que r 2 = x 2 + y 2 . Para 
r > 0, la definicion de las funciones trigonometricas implica que 

tan 6 = -, COS 0 = - y sen# = -. 
x r J r 

Si r < 0, estas relaciones tambien son validas, como se puede verificar. 


TEOREMA 10.10 TRANSFORMACION (0 CAMBIO) DE COORDENADAS 

Las coordenadas polares (r, 0) de un punto estan relacionadas con las coordenadas 
rectangulares (x, y) de ese punto como sigue. 

1. x = r cos 6 2. tan 6 = - 

x 

y = rsenfl r 2 = x 2 + y 2 


EJEMPLO I Transformacion (o cambio) de coordenadas polares 
a rectangulares 

a) Dado el punto (r, 6) = (2, it), 

x = r COS 6=2 COS 77 — 2 y y = r sen 0 = 2 sen 77 = 0. 

Por tanto, las coordenadas rectangulares son (x, y ) = (— 2, 0). 

b) Dado el punto (r, 0) = (V3, 77/6), 


/= 77 3 

x = V3cos- = - 
6 2 


■ 77 V 3 

y = V 3sen— = —. 


Por tanto, las coordenadas rectangulares son (x,y) = (3/2, V3/2). 
Ver la figura 10.39. 


EJEMPLO 2 Transformacion (o cambio) de coordenadas 
rectangulares a polares 


a) Dado el punto del segundo cuadrante (x, y) = (—1,1), 


(r,e)=(v 2 , 4 
(x.y) =(-l, 1) 


-I- 

-2 


—H 

-1 


2 - 0 - 


377 \ 


1 


(r, e) =( 2 ,|) 

(x.y) =( 0 , 2 ) 


Para pasar de coordenadas rectangulares a 
polares, se toma tan 0 = y/x y 
r = Vx 2 + y 2 

Figura 10.40 


tan 0 = - = -1 c=> 0 = -£. 

x 4 

Como 6 se eligio en el mismo cuadrante que (x, y), se debe usar un valor positivo 
para r. 

r = Jx 2 + y 2 

= V(-1) 2 + (1) 2 

= V2 

Esto implica que un conjunto de coordenadas polares es (r, 0) = (V2, 377/4). 

b) Dado que el punto (x, y) = (0, 2) se encuentra en el eje y positivo, se elige 6 = tv 12 y 
r = 2, y un conjunto de coordenadas polares es (r, 6) = (2, tt/2). 

Ver la figura 10.40. 
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n 


2 



3/r 

2 


a) Circuit): r = 2 

n 


2 



2 


#) Recta radial: 6 = — 

71 


2 



3/r 

2 


c) Recta vertical: r = S6C 6 

Figura 10.41 


6 



-6 


Espiral de Arquimedes 

Figura 10.42 


Graficas polares 

Una manera de trazar la grafica de una ecuacion polar consiste en transformarla a coorde¬ 
nadas rectangulares para luego trazar la grafica de la ecuacion rectangular. 

EJEMPLO 3 Trazado de ecuaciones polares 

Describir la grafica de cada ecuacion polar. Confirmar cada descripcion transformando la 
ecuacion a ecuacion rectangular. 

a) r = 2 b) 0 = ^ c) r = seed 

Solucion 

a) La grafica de la ecuacion polar r = 2 consta de todos los puntos que se encuentran a 
dos unidades del polo. En otras palabras, esta grafica es la circunferencia que tiene su 
centra en el origen y radio 2. (Ver la figura 10 Ala.) Esto se puede confirmar utilizan- 
do la relacion r 2 = x 2 + y 2 para obtener la ecuacion rectangular 

X 2 + y 2 = 2 2 . Ecuacion rectangular. 

b) La grafica de la ecuacion polar 6 = tt/3 consta de todos los puntos sobre la semirrec- 
ta que forma un angulo de tt/3 con el semieje x positivo. (Ver la figura 10.41/?.) Para 
confirmar esto, se puede utilizar la relacion tan 6 = y/x para obtener la ecuacion rec¬ 
tangular 

y = ->/3x. Ecuacion rectangular. 

c) La grafica de la ecuacion polar r = S6C 6 no resulta evidente por inspeccion simple, por 
lo que hay que empezar por pasarla a la forma rectangular mediante la relacion 
r COS 6 = x. 

r = S6C 9 Ecuacion polar. 

r COS 0 = 1 

X = 1 Ecuacion rectangular. 

Por la ecuacion rectangular se puede ver que la grafica es una recta vertical. (Ver la 
figura 10.41c.) 

TEC NO LOG IA Dibujar a mano las graficas de ecuaciones polares complicadas 
puede ser tedioso. Sin embargo, con el empleo de la tecnologia, la tarea no es dificil. Si 
la herramienta de graficacion que se emplea cuenta con modo polar , usarlo para trazar 
la grafica de las ecuaciones de la serie de ejercicios. Si la herramienta de graficacion no 
cuenta con modo polar , pero si con modo parametrico , se puede trazar la grafica de 
r = f(9) expresando la ecuacion como 

v = f(9) COS 6 
y = f(0 ) sen 6. 

Por ejemplo, la grafica de r = \o que se muestra en la figura 10.42 se genera con una 
herramienta de graficacion en modo parametrico. La grafica de la ecuacion se obtuvo 
usando las ecuaciones parametricas 

v = ^9COSO 

y = ^ 6 sen 6 

con valores de 6 que van desde — 47 t hasta 4tt. Esta curva es de la forma r = ad y se 
denomina espiral deArquimedes. 
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EJEMPLO 4 Trazado de una grafica polar 


WMftW Una forma de bosquejar la 
grafica de r = 2 COS 30 a mano, es ela- 
borar una tabla de valores. 


Dibujar la grafica de r = 2 COS 30. 

Soludon Para empezar, se expresa la ecuacion polar en forma parametrica. 


0 

0 

77 

6 

77 

3 

77 

2 

2t7 

T 

r 

2 

0 

-2 

0 

2 


Si se amplfa la tabla y se representan 
los puntos graficamente se obtiene la 
curva mostrada en el ejemplo 4. ■ 


X = 2 COS 30 COS 0 y y = 2 COS 30sen0 

Tras experimentar un poco, se encuentra que la curva completa, la cual se llama curva 
rosa, puede dibujarse haciendo variar a 0 desde 0 hasta it, como se muestra en la figura 
10.43. Si se traza la grafica con una herramienta de graficacion, se vera que haciendo variar 
a 0 desde 0 hasta 2tt, se traza la curva entera dos veces. 


n 

2 


,'X 

* I I 


3 K 
2 


n 


2 



n 


2 



37r 
2 


0 < 



0< 0<f 


0 < 


0 


7r 

< — 
“ 2 



0 < 0 < ^ 0<6< 5 -^ 0 < 0 < 7t 

3 6 

Figura 10.43 


Usar una herramienta de graficacion para experimentar con otras curvas rosa (estas 
curvas son de la forma r = a COS nO o r = a sen nO). Por ejemplo, las curvas que se mues- 
tran en la figura 10.44 son otros dos tipos de curvas rosa. 



-2 


Curvas rosa 

Figura 10.44 
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n 


2 



3 n 
2 


Recta tangente a una curva polar 

Figura 10.45 


n 



3k 

2 


Rectas tangentes horizontales y verticales a 
r = sen 9 

Figura 10.46 


Pendiente y rectas tangentes 

Para encontrar la pendiente de una recta tangente a una grafica polar, considerar una fun- 
cion diferenciable (o derivable) r = f(9 ). Para encontrar la pendiente en forma polar, se 
usan las ecuaciones parametricas 

x = r COS 9 = f(9 ) COS 9 y y = r sen 9 = f(d) sen 9. 

Mediante el uso de la forma parametrica de dy/dx dada en el teorema 10.7, se obtiene 

dy _ dy/d9 
dx dx/dO 

f(0) COS 9 + f'(0) sen# 

~ -f(e) sen 9 + f(e) COS 9 

con lo cual se establece el teorema siguiente. 


TEOREMA 10.11 PENDIENTE EN FORMA POLAR 

Si / es una funcion diferenciable (o derivable) de 9 , entonces la pendiente de la 
recta tangente a la grafica de r = f(0) en el punto ( r, 0) es 

dy _ dy/dO _ f(6) COS 6 + f'(0 ) sen 6 
dx dx/dO —f(6) sen 6 + f'(0 ) COS 6 

siempre que dx/dO ¥= Oen (r, 6 ). (Ver la figura 10.45.) 


En el teorema 10.11 se pueden hacer las observaciones siguientes. 

1. Las soluciones = 0 dan una tangente horizontal, siempre que ^ 0 . 

dO du 

2 . Las soluciones = 0 dan una tangente vertical, siempre que ¥= 0 . 

du du 


Si dy/dO y dx/dO simultaneamente son 0, no se puede extraer ninguna conclusion respec- 
to a las rectas tangentes. 


EJEMPLO 5 Hallar las rectas tangentes horizontales y verticales 

Hallar las rectas tangentes horizontales y verticales a r = sen 6 , 0 < 9 < i t. 

Solucion Para empezar se expresa la ecuacion en forma parametrica. 
x = r COS9 = sen0COS0 


y 

y = r sen 9 = sen 9 sen 9 = sen 2 9 

Despues, se derivan xy y con respecto de 9 y se iguala a 0 cada una de las derivadas. 

3 ^ = COS 2 e - sem 2 0 = COS 20 = 0 I > 0 = 3 , ^ 

d9 4 4 

= 2 sen 0 COS0 = sen 20 = 0 1 > 0 = 0 ,3 

d9 Z 

Por tanto, la grafica tiene rectas tangentes verticales en (V2/2, tt/ 4) y (72/2, 377 / 4 ), y 
tiene rectas tangentes horizontales en (0, 0) y (1, 77 / 2), como se muestra en la figu- 
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K 

2 



3rr 

2 


Rectas tangentes horizontales y verticales 
de r = 2(1 - cos 9) 

Figura 10.47 


n 

f {6) =2 cos 36 2 



3k 

2 

Esta curva rosa tiene, en el polo, tres rectas 
tangentes (9 = n/6,6 = jt/2 y 
6 = 5tt/ 6) 

Figura 10.48 


EJEMPLO 6 Hallar las rectas tangentes horizontales y verticales 

Hallar las rectas tangentes horizontales y verticales a la grafica der = 2(1 - cos 9). 

Solution Se usa y = r sen 9, se deriva y dy/de se iguala a 0. 
y = r sen 6 = 2(1 - cos 6) sen 6 

= 2[(1 - cos0)(cos0) + sen e( sene)] 
d6 

= - 2(2 cos 6 + l)(cos 6 - 1) = 0 

Por tanto, cos# = -\ y cos# = 1, y se concluye que dy/dd = 0 cuando 6 = 2v/3, 
47r/3y 0. De manera semejante, al emplear x = rcosd, se tiene 

X = r COS 6=2 COS e-2 COS 2 6 

dx 

— = - 2 sen 6 + 4cos 6 sene = 2 sen 6(2 cos 9 - 1) = 0. 
dd 

Por tanto, sen e = 0 o cos 6 = y se concluye que dy/dd = 0 cuando e = 0, v, W3 y 
5W3. A partir de estos resultados y de la grafica que se presenta en la figura 10.47, se con¬ 
cluye que la grafica tiene tangentes horizontales en (3, 277/3) y (3, 4i7/3), y tangentes ver¬ 
ticales en (1, 7t/3), (1, 5W3) y (4, tt). A esta grafica se le llama cardioide. Observese que 
cuando 9 = 0 ambas derivadas [dy/dd y dx/dd) son cero (es decir, se anulan). Sin embar¬ 
go, esta unica informacion no permite saber si la grafica tiene una recta tangente horizon¬ 
tal o vertical en el polo. Pero a partir de la figura 10.47 se puede observar que la grafica 
tiene una cuspide (o punto anguloso o cuspidal) en el polo. 


El teorema 10.11 tiene una consecuencia importante. Supongase que la grafica de 
r = f(d) pasa por el polo cuando 6 = a y f'(a ) # 0. Entonces la formula para dy/dx se 
simplifica como sigue. 

dy _ f'(a ) sen a + f(a) COS a _ f'(a) sen a + 0 _ Sen a _ 
dx f'(a ) COS a — f(a ) sen a f'(a) COS a — 0 COS a ° 

Por tanto, la recta d = a es tangente a la grafica en el polo, ( 0 , a). 


TEOREMA 10.12 RECTASTANGENTES EN EL POLO 

Si f(a ) = Oy f'(a) =A 0, entonces la recta d = a es tangente a la grafica de 
r = f(d ) en el polo. 


El teorema 10.12 es util porqueestablecequeloscerosder = fid) pueden usarsepara 
encontrar las rectas tangentes en el polo. Observese que, puesto que una curva polar puede 
cruzar el polo mas de una vez, en el polo puede haber mas de una recta tangente. Por ejem- 
plo, la curva rosa 

fid) = 2 cos 3d 

tiene tres rectas tangentes en el polo, como se ilustra en la figura 10.48. En esta curva, 
f(d) = 2 cos 3d es 0 cuando d es v/6, 77/Zy 577 / 6 . La derivada /'(tf) = -6 sen 6 
no es 0 en estos valores de 6. 
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Graficas polares especiales 

Varios tipos importantes de graficas tienen ecuaciones que son mas simples en forma polar 
que en forma rectangular. Por ejemplo, la ecuacion polar de un circulo de radio a y centro 
en el origen es simplemente r = a. Mas adelante se veran las ventajas que esto tiene. Por 
ahora, se muestran abajo algunos tipos de graficas cuyas ecuaciones son mas simples en 
forma polar. (Las conicas se abordan en la seccion 10.6.) 


Caracoles 
r = a ± b COS 9 
r = a ± b sen 0 
(a > 0, b > 0) 


Curvas rosa 
n petalos si n es impar 
2 n petalos si n es par 
(n > 2) 


Circulos y lemniscatas 



3tt 

2 



3tt 

2 


b < 1 

Caracol con lazo 
interior 


r' 


Cardioide (forma 
de corazon) 



3r 

2 

r = a cos nO 
Curva rosa 



r = a cos nO 
Curva rosa 



2 


1 < 7 < 2 

b 

Caracol con hoyuelo 



2 


a 

C - 1 

Caracol convexo 



3r 

2 

r = asennO 
Curva rosa 



3r 

2 

r = asennO 
Curva rosa 



r = a cos 6 
Circulo 


r = a sen 9 
Circulo 


r 2 = a 2 sen 20 
Lemniscata 


r 2 = a 2 cos 29 
Lemniscata 



Grafica generada con Maple 


TECNOLOGIA Las curvas rosa descritas arriba son de la forma r = a COSn9 
o r = a sen n9, donde n es un entero positivo mayor o igual a 2. Usar una herramienta 
de graficacion para trazar las graficas de r = a COS n9 o r = a sen n9 con valores no 
enteros de n. iSon estas graficas tambien curvas rosa? Por ejemplo, trazar la grafica de 
r = COS^e, 0 < d < &jt. 


PARA MAYOR INFORMACION Para mas informacion sobre curvas rosa y otras curvas rela- 
cionadas con ellas, ver el articulo “A Rose is a Rose...” de Peter M. Maurer en The American 
Mathematical Monthly. La grafica generada por computadora que se observa al lado izquierdo, es 
resultado de un algoritmo que Maurer llama “La rosa”. 












































738 


CAPITULO 10 Conicas, ecuaciones parametricas y coordenadas polares 



Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 6, representar graficamente el punto dado 
en coordenadas polares y hallar las coordenadas rectangulares 
cor respond ientes. 

1 . ( 8 , 17 / 2 ) 2 . (— 2 , 577 -/ 3 ) 

3. (-4, -3tt/4) 4. (0, — 7ir/6) 

5. (V2, 2.36) 6. (- 3, -1.57) 

En los ejercicios 7 a 10, emplear la funcion angulo de una herra- 
mienta de graficacion para encontrar las coordenadas rectangula¬ 
res del punto dado en coordenadas polares. Representar grafica¬ 
mente el punto. 

7. ( 7 , 577 / 4 ) 8. (- 2 , 1177 / 6 ) 

9. (-4.5, 3.5) 10. (9.25,1.2) 


En los ejercicios 11 a 16, sedan las coordenadas rectangulares de 
un punto. Localizar graficamente el punto y hallar dos conjun- 
tos de coordenadas polares del punto con 0 < 0 < 2tt. 


11 . ( 2 , 2 ) 12 . ( 0 , - 6 ) 

13. (-3,4) 14. (4,-2) 

15. (-1, -73) 16. (3, -73) 

En los ejercicios 17 a 20, emplear la funcion angulo de una 
herramienta de graficacion para hallar un conjunto de coorde¬ 
nadas polares del punto dado en coordenadas rectangulares. 

17. (3,-2) 18. (372,372) 

19. (|,f) 20. (0,-5) 

21. Represente graficamente el punto (4, 3.5) si el punto esta dado 

a) en coordenadas rectangulares y b) en coordenadas polares. 

22. Razonamiento grafico 

a) En una herramienta de graficacion, seleccionar formato de 
ventana para coordenadas polares y colocar el cursor en 
cualquier posicion fuera de los ejes. Mover el cursor en sen- 
tido horizontal y en sentido vertical. Describir todo cambio 
en las coordenadas de los puntos. 

b) En una herramienta de graficacion, seleccionar el formato de 
ventana para coordenadas polares y colocar el cursor en 
cualquier posicion fuera de los ejes. Mover el cursor en sen¬ 
tido horizontal y en sentido vertical. Describir todo cambio 
en las coordenadas de los puntos. 

c) ^Por que difieren los resultados obtenidos en los incisos a) y 
b)l 


E n los ejercicios 23 a 26, hacer quecorresponda la grafica con su 
ecuacion polar. [Las graficas estan etiquetadas#), b) t c) y d).] 




c ) | d) 



23. r = 2 sen 0 24. r = 4 COS 20 

25. r = 3(1 + COS 0) 26. r = 2 sec 0 


En los ejercicios 27 a 36, transformar la ecuacion rectangular a 
la forma polar y trazar su grafica. 

27. x 2 + y 2 = 9 28. x 2 - y 2 = 9 

29. x 2 + y 2 = a 2 30. x 2 + y 2 - 2ax = 0 

31. y = 8 32. x= 10 

33. 3x — y + 2 = 0 

34. xy = 4 

35. y 2 = 9x 

36. (x 2 + y 2 ) 2 — 9(x 2 — y 2 ) = 0 


E n los ejercicios 37 a 46, pasar la ecuacion polar a la forma rec¬ 
tangular y trazar su grafica. 


37. r = 4 

39. r = sen 0 

41. r = 0 

43. r = 3 sec 0 
45. r = sec 0 tan 0 


38. r = -5 

40. r = 5 COS 0 

42. e = ^ 

6 

44. r = 2 CSC 0 
46. r = cot 0 esc 0 


En los ejercicios 47 a 56, emplear una herramienta de grafi¬ 
cacion para representar la ecuacion polar. Hallar un intervalo 
para 0 en el que la grafica se trace solo una vez . 


47. r = 2 — 5 cos 0 
49. r = 2 + sen 0 

51, r ~ 1 + COS 0 
53. r= 2 cos(y) 

55. r 2 = 4 sen 20 

57. Pasar la ecuacion 

r = 2(h COS 0 + k sen 0) 


48. r = 3(1-4 sen 0) 

50. r = 4 + 3 COS 0 

52. r = j -— 

4-3 sen 0 

54. r = 3sen^^j 

56. ^-1 


a la forma rectangular y verificar que sea la ecuacion de un 
cfrculo. Hallar el radio y las coordenadas rectangulares de su 
centra. 
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58. Formula para la distancia 

a) Verificar que la formula para la distancia entre dos puntos 
(r lt 0 J y (r 2 , 0 -fi dados en coordenadas polares es 

d = Vri + r 2 2 - 2/ 1 r 2 005(0! - dj ■ 

b) Describir las posiciones de los puntos, en relation uno con 
otro, si 0 1 = 0 2 . Simplificar la formula de la distancia para 
este caso. ^Es la simplificacion lo que se esperaba? Explicar 
por que. 

c) Simplificar la formula de la distancia si 6 1 — 0 2 = 9CP. ^Es 
la simplificacion lo que se esperaba? Explicar por que. 

d) Elegir dos puntos en el sistema de coordenadas polares y 
encontrar la distancia entre ellos. Luego elegir representa- 
ciones polares diferentes para los mismos dos puntos y 
aplicar la formula para la distancia. Analizar el resultado. 


En losejercicios 59 a 62, usar el resultado del ejercicio 58 para 
aproximar la distancia entre los dos puntos descritos en coorde¬ 
nadas polares. 


59. 




61. (2, 0.5), (7,12) 


60. (s, ^), (5, tt) 

62. (4, 2.5), (12,1) 


E n los ejercicios 63 y 64, hallar dyjdx y las pendientes de las rec- 
tas tangentes que se muestran en las graficas de las ecuaciones 
polares. 

63. r = 2 + 3sen0 64. r = 2(1 - sen 0) 



E n los ejercicios 65 a 68, usar una herramienta de graficacion y 
a) trazar la grafica de la ecuacion polar, b) dibujar la recta tan- 
gente en el valor dado de 0 y c) hallar cty/dxen el valor dado de 
0. (Sugerencia: Tomar incrementos de 0 iguales a 7 t/24) 


65. r = 3(1 - COS 0 ), 0 = ^ 66. r = 3 - 2 COS 0 , 0 = 0 

67. r = 3 sen 0,0 = -= 68. r = 4, 6 = 

3 4 

En los ejercicios 69 y 70, hallar los puntos detangencia horizon¬ 
tal y vertical (si los hay) a la curva polar. 


69. r = 1 - sen 0 


70. r = a sen 0 


75. r = 2csc 0 + 5 76. r = 2cos(3<9 - 2) 

En los ejercicios 77 a 84, dibujar la grafica dela ecuacion polar 
y hallar las tangentes en el polo. 


77. r = 3sen0 

78. r = 5 cos 6 

79. r = 2(1 — sen 0) 

80. r = 3(1 - COS 6) 

81. r = 2 COS 30 

82. r — —sen 56 

83. r = 3 sen 2 0 

84. r = 3 COS 26 

E n los ejercicios 85 a 96, trazar la grafica de la ecuacion polar. 

85. r = 8 

86. r = 1 

87. r = 4(1 + COS 9) 

88. r = 1 + sen 0 

89. r = 3 — 2 cos 6 

90. r = 5 - 4 sen 0 

91. r=3 esc 6 

92. r = 6 

2 sen 6 - 3 CCS 6 

93. r = 26 

Mr-] 

95. r 2 = 4 COS 26 

96. r 2 = 4sen0 

En los ejercicios 97 a 100, usar una herramienta de graficacion 
para representar la ecuacion y mostrar que la recta dada es una 
asfntota de la grafica. 

Nombre de la grafica 

Ecuacion polar Asmtota 

97. Concoide 

r =2 - seed x = -1 

98. Concoide 

r = 2 + CSC 6 y = 1 

99. Espiral hiperbolica 

II 

NJ 

Vi 

II 

M 

100. Estrofoide 

r = 2 cos 20 sec 6 x= -2 


Desarrollo de conceptos 


101. Describir las diferencias entre el sistema de coordenadas 
rectangulares y el sistema de coordenadas polares. 

102. Dar las ecuaciones para pasar de coordenadas rectangu¬ 
lares a coordenadas polares y viceversa. 

103. ^Como se determinan las pendientes de rectas tangentes en 
coordenadas polares? ^Que son las rectas tangentes en el 
polo y como se determinan? 


Para discusion 

1 104. Describir las graficas de las siguientes ecuaciones polares. 1 

a) r = 1 

b) r 2 = 7 

, 7 

c) r = 

cos 0 

d ) r = ^6 

e) r = 7 cos 0 

f) r = 7 sen 0 


En los ejercicios 71 y 72, hallar los puntos detangencia horizon¬ 
tal (si los hay) a la curva polar. 

71. r = 2 CSC 0+ 3 72. r = a sen0COS 2 0 

E n los ejercicios 73 a 76, usar una herramienta de graficacion para 
representar la ecuacion polar y hallar todos los puntos de tangen- 
cia horizontal. 


105. Trazar la grafica de r = 4 sen 0 en el intervalo dado. 

a) 0 < 0 < | b) | < 0< tt c) < 6 < | 

106. Para pensar Utilizar una herramienta graficadora para repre¬ 
sentar la ecuacion polar r = 6[1 + COS (0 - </>)] para a) 
4> = 0, b ) <fi = 7t/ 4 y c) = it/ 2. Usar las graficas para 
describir el efecto del angulo c p. Escribir la ecuacion como fun- 
cion de sen 0 para el inciso c). 


73. r = 4 sen 6 COS 2 0 


74. r = 3 cos 20 sec 0 
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107. Verificar que si la curva correspondiente a la ecuacion polar 
r = /(0) gira un angulo <fi , alrededor del polo, entonces la 
ecuacion de la curva girada es r = f(0 — (f>). 

108. La forma polar de una ecuacion de una curva es r = /(sen 0 ). 
Comprobar que la forma se convierte en 

a) r = /(— COS 0) si la curva gira 7 t/ 2 radianes alrededor del 
polo en sentido contrario a las manecillas del reloj. 

b) r = /(—sen 0) si la curva gira 77 radianes alrededor del polo 
en sentido contrario a las manecillas del reloj. 

c ) r = f (COS 6) si la curva gira 3it/2 radianes alrededor del 
polo en sentido contrario a las manecillas del reloj. 

En los ejercicios 109 a 112, usar los resultados de los ejercicios 
107 y 108. 

109. Dar la ecuacion del caracol r = 2 — sen 6 despues de girar la 
cantidad indicada. Utilizar una herramienta de graficacion para 
representar el giro del caracol. 

77 77 377 

a) - b) - 0 77 d) — 

110. Dar una ecuacion para la curva rosa r = 2 sen 20 despues de 
girar la cantidad dada. Verificar los resultados usando una herra¬ 
mienta de graficacion para representar el giro de la curva rosa. 

77 77 277 

a) - b) - c) — d) 77 

O Z D 

111. Dibujar la grafica de cada ecuacion. 

a) r = 1 — sen 0 b) r = 1 — sen^0 — 

112. Demostrar que la tangente del angulo iff = 0 < iff < 77 / 2 ) entre 
la recta radial y la recta tangente en el punto (r, 0) en la grafica 
de r = j{0) (ver la figura) esta dada por tan 1 fj = \r/(dr/d0)\. 

n 

2 



En los ejercicios 113 a 118, usar los resultados del ejercicio 112 
para hallar el angulo if/ entre las rectas radial y tangente a la 
grafica en el valor indicado de 0. Usar una herramienta de grafi¬ 
cacion para representar la ecuacion polar, de la recta radial y la 
recta tangente en el valor indicado de 0. Identificar el angulo if/. 


Ecuacion polar 

Valor de 0 

113. r = 2(1- cose) 

0 = 

77 

114. r = 3(1 - COS 0) 

0 = 

377/4 

115. r = 2 COS 36 

0 = 

77/4 

116. r = 4sen 2d 

0 = 

77/6 

117 . r = - —- 

1 - cose 

0 = 

277/3 

118. r = 5 

0 = 

77/6 


jVerdadero o falso? E n los ejercicios 119 a 122, determinar si la 
afirmacion es verdadera 0 falsa. Si es falsa, explicar por que 0 
dar un ejemplo que muestre que es falsa. 

119. Si {r v 0-j) y (r 2 , 0 2 ) representan el mismo punto en el sistema 
de coordenadas polares, entonces Ir-J = |r 2 |. 

120. Si (r, 62) y (r, 0^ representan el mismo punto en el sistema de 
coordenadas polares, entonces 0 1 = 0 2 + 27 rn para algun en- 
tero n. 

121. Si v > 0, entonces el punto (v,y) en el sistema de coorde¬ 
nadas rectangulares (o cartesianas) puede representarse me- 
diante (r, 0 ) en el sistema de coordenadas polares, donde 
r = -Jx 2 + y 2 y 0 = arctan(y/x). 

122. Las ecuaciones polares r = sen 20 y r = —sen 20 tienen la 
misma grafica. 



Arte anamorfico 


El arte anamorfico parece distorsionado, pero cuando se ve desde un 
particular punto de vista o con un dispositivo como un espejo parece 
que esta normal. Usar las siguientes transformaciones anamorficas 


r = y + 16 


„ 77 377 ^ 377 

e.-y. -JSIS-J 


para dibujar la imagen polar transformada de la grafica rectangular. 
Cuando se observa la reflexion (en un espejo cilmdrico centrado en 
el polo) de una imagen polar desde el eje polar, el espectador ve la 
imagen rectangular original. 

a) y = 3 b) x = 2 c) y = x + 5 d) x 2 + (y — 5) 2 = 5 2 



Este ejemplo de arte anamorfico es de la Coleccion Millington- 
Barnard en la Universidad de Mississippi. Cuando se observa el reflejo 
de la u pintura polar”transformada en el espejo, el espectador ve el arte 
distorsionado en sus proporciones adecuadas. 


PARA MAYOR INFORMACION Para mas informacion sobre 
arte anamorfico, consultar al articulo “Anamorphisms” de Philip 
Hickin en Mathematical Gazette. 
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Area y longitud de arco en coordenadas polares 


■ Hallar el area de una region limitada por una grafica polar. 

■ Hallar los puntos de intersection de dos graficas polares. 

■ Hallar la longitud de arco de una grafica polar. 

■ Hallar el area de una superficie de revolution (forma polar). 



El area de un sector circular es A = \0r 2 . 

Figura 10.49 


Area de una region polar 

El desarrollo de una formula para el area de una region polar se asemeja al del area de una 
region en el sistema de coordenadas rectangulares (o cartesianas), pero en lugar de rectan- 
gulos se usan sectores circulares como elementos basicos del area. En la figura 10.49, 
observese que el area de un sector circular de radio r es \dr 2 , siempre que 6 este dado en 
radianes. 

Considerese la funcion dada por r = f(0), donde / es continua y no negativa en el 
intervalo a < 0 < [3. La region limitada por la grafica de / y las rectas radiales 0 = a y 
6 = (3 se muestra en la figura 10.50a. Para encontrar el area de esta region, se hace una 
partition del intervalo [a, (3 ] en n subintervalos iguales 


n 



a — 0 0 < 0 l < 0 2 < ■ ■ < 0 n -1 < 0 n — (3. 

A continuation, se aproxima el area de la region por medio de la suma de las areas de los 
n sectores, como se muestra en la figura 10.50Z?. 

Radio del /-esimo sector = /(#.) 

x - Q/ 

Angulo central del /-esimo sector = —-= A# 

n 

A “ % (f) A0LM)] 2 

Tomando el limite cuando n —» oo se obtiene 
A = Um [M)] 2 A6 

n—»oo Z 

i 

= 2 um 2 de 

Ja 

lo cual conduce al teorema siguiente. 


n 



TEOREMA 10.13 AREA EN COORDENADAS POLARES 

Si / es continua y no negativa en el intervalo \a, f3\ 0 < [3 — a < 2tt, entonces el 
area de la region limitada (o acotada) por la grafica de r = f(0) entre las rectas radia¬ 
les 0 = a y 0 = [3 esta dada por 



b) 

Figura 10.50 


La misma formula se puede usar para hallar el area de una region limitada por la grafica 
de una funcion continua no positiva. Sin embargo, la formula no es necesariamente valida si / toma 
valores tanto positivos como negativos en el intervalo [a, f3\ m 
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r = 3 COS 30 2 



El area de un petalo de la curva rosa que se 
encuentra entre las rectas radiales 
0 = —Tr/6y0= 77/6 es 3tt/ 4. 

Figura 10.51 


77 
2 



r = 1-2 sen 0 


El area entre los lazos interior y exterior es 
aproximadamente 8.34 

Figura 10.52 


EJEMPLO I Encontrar el area de una region polar 

Encontrar el area de un petalo de la curva rosa dada por r = 3 COS 30. 


Soludon En la figura 10.51 se puede ver que el petalo al lado derecho se recorre a medi- 
da que 6 aumenta de — 77/6 a 77 / 6 . Por tanto, el area es 



2 f 77- / 6 

^ J — tt/6 

rw 6 ^ 

J — 77-/6 


(3 COS30) 2 de 


+ COS 60 


de 


e + 


sen 


60 


," 177/6 
— 77/6 


9/77 77 

4V6" + 6 


Formula para el area en 
coordenadas polares. 

Identidad 

trigonometrica. 


377 

T' 


«[»1M p ara hallar el area de la region comprendida dentro de los tres petalos de la curva rosa del 
ejemplo 1, no se puede simplemente integrar entre 0 y 277. Si se hace asi, se obtiene 9tt/2, que es 
el doble del area de los tres petalos. Esta duplicacion ocurre debido a que la curva rosa es trazada 
dos veces cuando 6 aumenta de 0 a 277. ■ 


EJEMPLO 2 Hallar el area limitada por una sola curva 

Hallar el area de la region comprendida entre los lazos interior y exterior del caracol 
r = 1 — 2 sen 6. 


Soludon En la figura 10.52, observese que el lazo interior es trazado a medida que 6 
aumenta de 77/6 a 577 / 6 . Por tanto, el area comprendida por el lazo interior es 


1 r & 1 7577-/6 

Ai = - r 2 dO = -r (1 - 2 sen 0) 2 dO 
Z Ja 1 J77-/6 


-U 

-H 


77/6 

577/6 


Formula para el area en 
coordenadas polares. 


(1-4 sen# + 4 sen 2 0) dO 


77/6 

577/6 


77/6 

577/6 


4 sen 6 + 4 


1 - COS 20 


dO 


2 7577/1 

^ J77/6 


(3 - 4 sen 0 - 2 COS 20) dO 


1577/6 


3# + 4 COS 0 - sen 2 0 


77/6 


= 1(2tt- 3V3) 


77 ' 


373 


Identidad 

trigonometrica. 

Simplificacion. 


De manera similar, se puede integrar de 5-n-/6 a 13-77-/6 para hallar que el area de la region 
comprendida por el lazo exterior es A 2 = 2n + (3 x /3/2). El area de la region compren¬ 
dida entre los dos lazos es la diferencia entre A 2 y A v 


A - A 2 — A 2 - I 27t + 


373 


7 T 


373 


= 7T + 373 - 8.34 
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Puntos de intersection de graficas polares 

Debido a que un punto en coordenadas polares se puede representar de diferentes maneras, 
hay que tener cuidado al determinar los puntos de interseccion de dos graficas. Por ejem- 
plo, considerense los puntos de interseccion de las graficas de 

r = 1 — 2 COS 6 y r = 1 

mostradas en la figura 10.53. Si, como se hace con ecuaciones rectangulares, se trata de 
hallar los puntos de interseccion resolviendo las dos ecuaciones en forma simultanea, se 
obtiene 


r = 1 - 2 COS 9 

Primera ecuacion. 

1 = 1 — 2 cos 6 

Sustitucion de r = 1 de la segunda ecuacion en la primera ecuacion. 

cos 0 = 0 

Simplificacion. 

„ TT 3lT 


6 - 2' T' 

Despejar 6. 


PARA MAYOR INFORMACION 

Para mas informacion sobre el uso de 
la tecnologfa para encontrar puntos de 
interseccion, consultar el artlculo 
“Finding Points of Intersection of 
Polar-Coordinate Graphs” de Warren 
W. Esty en Mathematics Teacher. 


Los puntos de interseccion correspondientes son (1, 7 t/ 2) y (1, 3 77 /2). Sin embargo, en la 
figura 10.53 se ve que hay un tercer punto de interseccion que no aparecio al resolver 
simultaneamente las dos ecuaciones polares. (Esta es una de las razones por las que es 
necesario trazar una grafica cuando se busca el area de una region polar.) La razon por la 
que el tercer punto no se encontro es que no aparece con las mismas coordenadas en ambas 
graficas. En la grafica de r = 1, el punto se encuentra en las coordenadas (1, tt), mientras 
que en la grafica de r = 1 — 2 COS 0, el punto se encuentra en las coordenadas (— 1, 0). 

El problema de hallar los puntos de interseccion de dos graficas polares se puede com- 
parar con el problema de encontrar puntos de colision de dos satelites cuyas orbitas alrede- 
dor de la Tierra se cortan, como se ilustra en la figura 10.54. Los satelites no colisionan 
mientras lleguen a los puntos de interseccion en momentos diferentes (valores de 9). Las 
colisiones solo ocurren en los puntos de interseccion que sean “puntos simultaneos”, pun¬ 
tos a los que llegan al mismo tiempo (valor de 6). 


Puesto que el polo puede representarse mediante (0, 0), donde 6 es cualquier angulo, el 
polo debe verificarse por separado cuando se buscan puntos de interseccion. ■ 



Tres puntos de interseccion: (1, tt/ 2), 
(-1,0), (1,377/2) 

Figura 10.53 



Las trayectorias de los satelites pueden cruzarse sin 
causar colisiones 

Figura 10.54 
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EJEMPLO 3 Hallar el area de la region entre dos curvas 

Hallar el area de la region comun a las dos regiones limitadas por las curvas siguientes. 

r = — 6 COS 0 Circunferencia. 

r = 2 - 2 COS 0 Cardioide. 


Cvicul° 



Cfrculo: Cardioide: 

r = -6 cos 6 r = 2-2 cos 6 


Figura 10.55 


Soludon Debido a que ambas curvas son simetricas respecto al eje x, se puede trabajar 
con la mitad superior del piano (o semipiano superior), como se ilustra en la figura 10.55. 
La region sombreada en gris se encuentra entre la circunferencia y la recta radial 
6 = 2tt/3. Puesto que la circunferencia tiene coordenadas (0, tt/2) en el polo, se puede 
integrar entre 7 t/ 2 y 2 77 /3 para obtener el area de esta region. La region sombreada en rojo 
esta limitada por las rectas radiales 6 = 2tt/3 y 6 = tt y la cardioide. Por tanto, el area de 
esta segunda region se puede encontrar por integracion entre 2 77 /3 y tt. La suma de estas 
dos integrates da el area de la region comun que se encuentra sobre la recta radial 0 = tt. 


A 

2 


Region entre la circunferencia 
y la recta radial 6 = 277/3 


Region entre la cardioide 
y las rectas radiales 
6 = 2tt/3 y 6 = tt 


j C2tt/3 

2 L 


72 

r2ir/3 y f ~ 

cos 2 ode + x 

Jtt/2 J2tt/3 


\r 

* J2tt/3 


(- 6 COS 0) 2 d0 + ^ | (2-2 COS 0) 2 dO 


18 

9 


COS 2 0 dO + ^ (4 — 8 COS 0 + 4 COS 2 0 ) dO 


77 /2 

2 77/3 


r277/ 

J77/2 


f' 

J2tt/3 


(1 + cos 20) do + (3 - 4 cos 0 + cos 20) dO 


9 

9 


^ , sen 20 

2 77/3 r 

0 + _ 

+ 

2 

tt/2 


(2tt _ V3 _ 7 r \ 

\ 3 4 2 ) 


30- 



4 sen 6 + 


sen 26 

2 J277/3 


- 2tt+ 2V3 + 



5tt 


2 

7.85 


Por ultimo, multiplicando por 2 se concluye que el area total es 577. 


Para verificar que el resultado obtenido en el ejemplo 3 es razonable, adviertase que el area 
de la region circular es 7rr 2 = 9tt. Por tanto, parece razonable que el area de la region que se encuen¬ 
tra dentro de la circunferencia y dentro de la cardioide sea 577. ■ 


Para apreciar la ventaja de las coordenadas polares al encontrar el area del ejemplo 3, 
considerese la integral siguiente, que da el area en coordenadas rectangulares (o carte- 
sianas). 


A 

2 



^2 VT~— 2 x — x 2 — 2x + 2 dx + 



J—x 2 — 6x dx 


Emplear las funciones de integracion de una herramienta de graficacion para comprobar 
que se obtiene la misma area encontrada en el ejemplo 3. 
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Longitud de arco en forma polar 


MUM Cuando se aplica la formula La formula para la longitud de un arco en coordenadas polares se obtiene a partir de la for- 

de la longitud de arco a una curva mula para la longitud de arco de una curva descrita mediante ecuaciones parametricas. 

polar, es necesario asegurarse de que la (Ver el ejercicio 89.) 
curva este trazada (se recorra) solo una 
vez en el intervalo de integracion. Por 
ejemplo, la rosa dada por r = COS 30 
esta trazada (se recorre) una sola vez 
en el intervalo 0 < 0 < it, pero esta 
trazada (se recorre) dos veces en el 
intervalo 0 < 0 < 2 it. ■ 


TEOREMA 10.14 LONGITUD DE ARCO DE UNA CURVA POLAR 

Sea / una funcion cuya derivada es continua en un intervalo a < 6 < /3. La longi¬ 
tud de la grafica d e r = f(0), desde 0 = a hasta 6 = (3 es 

* = f V[/(0)] 2 + [fW?d0 = J~r 2 + d6. 


n 



EJEMPLO 4 Encontrar la longitud de una curva polar 

Encontrar la longitud del arco que va de 0 = 0 a 0 = 2tt en la cardioide 
r=f(0) = 2-2 COS 6 
que se muestra en la figura 10.56. 

Soludon Como f'(0) = 2 sen 9, se puede encontrar la longitud de arco de la siguiente 
manera. 


CP 


Formula para la longitud de i 
de una curva polar. 

V[f(e)] 2 + [f(e)] 2 de 

J a 

rl-n 

V(2 - 2 COS 6) 2 + (2 send) 2 dO 

Jo 


2V2j 

~2tt 


Vi - cos ede 

0 

Simplificacion. 

2j2 

\ 2 ” J 2 sen 2 |j0 

Identidad trigonometrica. 

f 2lT 9 

4 sen -d9 

Jo * 

of 

8 -cos^r 

2 Jo 

8(1 + 1) 

16 

q 

sen- > 0 para 0 < 0 < 2ir. 


En el quinto paso de la solucion, es legitimo escribir 
V2 sen 2 (0/2) = V2 |sen (0/2)\ 
en lugar de 

V2sen 2 (0/2) = V2 |sen (6/2)\ 
porquesen(0/2) > 0 para 0 < 6 < 2i t. 


«[»1M Empleando la figura 10.56 se puede ver que esta respuesta es razonable mediante compa- 
racion con la circunferencia de un circulo. Por ejemplo, un cfrculo con radio f tiene una circunfe- 
rencia de577 ~ 15.7. ■ 
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CAPITULO 10 


Conicas, ecuaciones parametricas y coordenadas polares 


Area de una superficie de revolucion 

La version, en coordenadas polares, de las formulas para el area de una superficie de revo¬ 
lucion se puede obtener a partir de las versiones parametricas dadas en el teorema 10.9, 
usando las ecuaciones x = r COS Oy y = r sen 0. 



TEOREMA 10.15 AREA DE UNA SUPERFICIE DE REVOLUCION 


Sea / una funcion cuya derivada es continua en un intervalo a < 9 < El area de la 

MnUM A1 aplicar el teorema 10.15, 

superficie generada por revolucion de la grafica de r =f(0 ), desde 0 = a hasta 6= jJ , 

hay que verificar que la grafica de 

alrededor de la recta indicada es la siguiente. 

r = f(0) se recorra una sola vez en el 


f/3 

intervalo a < 0 < /3 . Por ejemplo, la 

1. S = 2tt I 

J f(d) sen 0 a/[/(0)] 2 + [f(9)f d6 Alrededor del eje polar. 

circunferencia dada por r = COS 6 se 

J 

a 

recorre solo una vez en el intervalo 


f/3 

0 < 6 < 77. ■ 

2.S-2„j 

| f(0) COS 9^/\_f(0)Y + d0 Alrededor de la recta d = y. 

a 


EJEMPLO 5 Hallar el area de una superficie de revolucion 


Hallar el area de la superficie obtenida por revolucion de la circunferencia r = f(0) = 
cos 0 alrededor de la recta 0 = 7t/ 2, como se ilustra en la figura 10.57. 



a) 

Figura 10.57 



b) 


Solucion Se puede usar la segunda formula dada en el teorema 10.15 con f\0) = 
— sen 0. Puesto que la circunferencia se recorre solo una vez cuando 0 aumenta de 0 a 7r, 
se tiene 


s = 2tt f/(0) cos eJurn 2 + UW 2 de 

Ja 

= 2tt l COS e(cos 0)Vcos 2 0 + sen 2 6d6 
cos 2 e de 
(1 + COS 20) do 


■f 

= 2tt f 
Jo 

-q 


Formula para el area de una 
superficie de revolucion. 


Identidad trigonometrica. 


Identidad trigonometrica. 


e + 


sen 20 


IT 


7 T 


2 


7 T 


2 


o 
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10.5 


Ejercicios 


E n los ejercicios 1 a 4, dar una integral que represente el area de 
la region sombreada que se muestra en la figura. No evaluar la 
integral. 


1. r = 4 sen # 



2. r = COS 2# 



E n los ejercicios 25 a 34, hallar los puntos de interseccion de las 
graficas de las ecuaciones. 


25. r = 1 + COS 0 
r = 1 - COS 0 



26. r = 3(1 + sen 0 ) 
r = 3(1 - sen#) 



3. r = 3-2 sen 0 


4. r = 1 - COS 20 




E n los ejercicios 5 a 16, hallar el area de la region. 

5. Interior de r = 6 sen 0 

6. Interior de r = 3 cos 0 

7. Un petalo de r = 2 cos 3 0 

8. Un petalo de r = 4 sen 3 0 

9. Un petalo de r = sen 20 

10. Un petalo de r = cos 5 0 

11. Interior de r = 1 — sen 0 

12. Interior de r = 1 — sen 0 (arriba del eje polar) 

13. Interior de r = 5 + 2 sen 0 

14. Interior de r = 4 — 4 cos 0 

15. Interior de r 2 = 4 cos 20 

16. Interior de r 2 = 6 sen 20 

En los ejercicios 17 a 24, emplear una herramienta degraficacion 
para representar la ecuacion polar y encontrar el area de la 
region indicada. 

17. Lazo interior de r = 1 + 2 cos 0 

18. Lazo interior der = 2 — 4 cos# 

19. Lazo interior de r = 1 + 2 sen # 

20. Lazo interior de r = 4 — 6 sen # 

21. Entre los lazos de r = 1 + 2 cos # 

22. Entre los lazos der = 2(l + 2 sen #) 

23. Entre los lazos de r = 3 — 6 sen # 

24. Entre los lazos de r = i + cos # 


27. r = 1 + COS # 
r = 1 — sen# 



29. r = 4 - 5 sen # 
r = 3 sen # 

3Lr= 2 
r = 2 

33. r = 4 sen 2 # 
r = 1 


28. r = 2 - 3 COS # 
r = COS # 



30. r = 1 + COS # 
r = 3 COS # 

32. 0 = f 

r = 2 

34. r = 3 + sen# 
r = 2 CSC # 


En los ejercicios 35 y 36, emplear una herramienta de grafi- 
cacion para aproximar los puntos de interseccion de las graficas 
de las ecuaciones polares. Confirmar los resultados en forma 
analftica. 


35. 


r = 2 + 3 COS # 
sec # 


r = 


36. r = 3(1 - COS #) 

= _ 6 _ 

r 1 - COS # 


Redaction En los ejercicios 37 y 38, usar una herramienta de 
graficacion para hallar los puntos de interseccion de las graficas 
de las ecuaciones polares. En la ventana, observar como sevan 
trazando las graficas. Explicar por que el polo no es un punto de 
interseccion que se obtenga al resolver las ecuaciones en forma 
simultanea. 


37. r = COS # 

r = 2 — 3 sen # 


38. r = 4 sen # 

r = 2(1 + sen #) 
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En los ejercicios 39 a 46, emplear una herramienta de grafi- 
cacion para representar las ecuaciones polares y hallar el area de 
la region dada. 

39. Interior comun a r = 4sen 20y r = 2 

40. Interior comun a r = 3(1 + cos 0) y r = 2 (1 — cos 0) 

41. Interior comun a r = 3 — 2 sen 6y r = —3 + 2 sen 0 

42. Interior comun a r = 5 — 3 sen 0 y r = 5 — 3 COS 0 

43. Interior comun a r = 4 sen 0 y r = 2 

44. Interior comun der = 2cos0yr = 2 sen 0 

45. Interior r = 2 cos 0 y exterior r = 1 

46. Interior r = 3 sen 0 y exterior r = 1 + sen 0 


E n los ejercicios 47 a 50, hallar el area de la region. 

47. En el interior de r = a( 1 + COS 0) y en el exterior de r = a cos 0 

48. En el interior de r = 2aCOS0yenel exterior de r = a 

49. Interior comun a r = a( 1 + COS 0) y r = a sen 0 

50. Interior comun a r = a COS 0 y a r = a sen 0 donde a > 0 


51. Radiation de una antena La radiacion proveniente de una 
antena de transmision no es uniforme en todas direcciones. La 
intensidad de la transmision proveniente de una determinada 
antena se describe por medio del modelo r = a COS 2 0. 


a ) Transformar la ecuacion polar a la forma rectangular. 

Fj* b ) Utilizar una herramienta de graficacion para trazar el mode¬ 
lo con a = 4 y a = 6. 

c) Hallar el area de la region geografica que se encuentra entre 
las dos curvas del inciso b ). 


52. Area El area en el interior de una o mas de las tres circunfe- 
rencias entrelazadas r = 2a COS 0, r = 2a sen 6, y r = a esta 
dividida en siete regiones. Hallar el area de cada region. 


53. Conjetura Hallar el area de la region limitada por 
r = a COS (nO) 


para n = 1, 2, 3, . . . Con base en los resultados formular una 
conjetura acerca del area limitada por la funcion cuando n es par 
y cuando n es impar. 

54. Area Dibujar la estrofoide 


r = sec 0—2 COS e, -J < 6 < y. 

Transformar estas ecuaciones a coordenadas rectangulares (o 
cartesianas). Encontrar el area comprendida en el lazo. 


E n los ejercicios 55 a 60, hallar la longitud de la curva sobre el 
intervalo indicado. 


Ecuacion polar 

55. r = 8 

56. r = a 

57. r = 4 sen 6 


Intervalo 
0 < 0 < 2 77 
0 < 6 < 2 77 
0 < 6 < 2 77 


58. r = 2a COS 0 

59. r = 1 + sen 0 

60. r = 8(1 + COS 6) 


77 ^ 77 

— < 0 < — 

2 - 2 


0 < 0 < 277 
0 < 0 < 277 


En los ejercicios 61 a 66, utilizar una herramienta de graficacion 
para representar la ecuacion polar sobre el intervalo dado. 
Emplear las funciones de integracion de una herramienta de 
graficacion para estimar la longitud de la curva con una pre¬ 
cision de dos decimales. 

61. r = 26, 0 < 6 < y 62. r = sec 6, 0 < 6 < y 

63. r — 7 t < 6 < 2t t 64. r = e e , 0 < 6 < it 

0 

65. r = sen(3 COS 9), 0 < 0 < 77 

66. r = 2 sen(2 COS 0), 0 < 0 < 77 

E n los ejercicios 67 a 70, encontrar el area de la superficie gene- 
rada por revolucion de la curva en torno a la recta dada. 


Ecuacion polar 

Intervalo 


Eje de revolution 

r = 6 COS 0 

0 < 

0 < 

77 

2 

Eje polar 

r = a COS 0 

0 < 

0 < 

77 

^ 77 

2 

*=2 

r = e a0 

0 < 

0 < 

77 

2 

II 

Kj|q 

r = a{ 1 + COS 0) 

0 < 

0 < 

77 

Eje polar 


En los ejercicios 71 y 72, usar las funciones de integracion deuna 
herramienta de graficacion para estimar, con una precision de 
dos cifras decimales, el area de la superficie generada por revo¬ 
lucion de la curva alrededor del eje polar. 

71. r = 4 COS 26, 0 < e < J 72. r = 6, 0 < 6 < ir 


Desarrollo de conceptos 


73. Explicar por que para encontrar puntos de interseccion de 
graficas polares es necesario efectuar un analisis ademas 
de resolver dos ecuaciones en forma simultanea. 

74. ^Cual de las integrales da la longitud de arco de r = 3(1 - 
cos 2 6)2 Decir por que las otras integrales son incorrectas. 


r2n 

a) 3 7(1 - COS 2 0) 2 + 4 sen 2 20 dO 

Jo 

rW 4 

b) 12 I V(1 — COS 2 0) 2 + 4sen 2 20dO 

Jo 

"tt 

c ) 3 I 7(1 - COS 20) 2 + 4 sen 2 20dd 


f' 

s / 

Jo 


d) 6 7(1 - cos20) 2 + 4 sen 2 20 dO 


75. Dar las formulas de las integrales para el area de una super¬ 
ficie de revolucion generada por la grafica de r = f(0) 
alrededor a) del eje x y b) del eje y. 
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Para discusion 


76. Para cada ecuacion polar, dibujar su grafica, determinar el 
intervalo que traza la grafica solo una vez y encontrar el area 
de la region acotada por la grafica utilizando una formula 
geometrica e integracion. 

a) r = 10 cos 6 b) r = 5 sen 6 


77. Area de la superficie de un toro Hallar el area de la superfi- 
cie del toro generado por revolucion de la circunferencia r = 2 
alrededor de la recta r = 5 sec 0 . 

78. Area de la superficie de un toro Hallar el area de la superfi¬ 
cie del toro generado por revolucion de la circunferencia r = a 
en torno a la recta r = b sec 0, donde 0 < a < b. 

79. Aproximacion de un area Considerar la circunferencia r = 8 
cos 0. 

a) Hallar el area del cfrculo. 

b) Completar la tabla dando las areas A de los sectores circu¬ 
lars entre 0 = 0 y los valores de 0 dados en la tabla. 


0 

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

1.0 

1.2 

1.4 

A 









c) 



Emplear la tabla del inciso b) para aproximar los valores de 
0 para los cuales el sector circular contiene \,\,y\ del area 
total de la circunferencia. 

Usar una herramienta de graficacion para aproximar, con una 


precision de dos cifras decimales, los angulos 6 para los 
cuales el sector circular contiene \ y f del area total de la 
circunferencia. 


e) ^Dependen los resultados del inciso d ) del radio del cfrcu-lo? 
Explicar la respuesta. 

80. Area aproximada Dado el cfrculo r = 3 sen 0. 

a) Hallar el area de la circunferencia correspondiente. 

b) Completar la tabla dando las areas A de los sectores circu- 
lares comprendidos entre 0 = 0 y los valores de 6 dados en 
la tabla. 


0 

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

1.0 

1.2 

1.4 

A 









c) 



Utilizar la tabla del inciso b) para aproximar los valores de 6 
para los cuales el sector circular representa y \ del area 
total de la circunferencia. 

Usar una herramienta de graficacion para aproximar, con una 


precision de dos cifras decimales, los angulos 6 para los que 
el sector circular representa \,\y\ del area total del cfrculo. 


81. iQuc seccion conica representa la siguiente ecuacion polar? 


r = a sen 0 + b COS 0 


82. Area Hallar el area del cfrculo dado por r = sen 0 + COS 0. 
Comprobar el resultado transformando la ecuacion polar a la 
forma rectangular y usando despues la formula para el area del 
cfrculo. 

83. Espiral de Arquimedes La curva representada por la ecuacion 
r = aO, donde a es una constante, se llama espiral de Arquimedes. 


a) Emplear una herramienta de graficacion para trazar la grafi¬ 
ca de r = 0, donde 0 > 0. ^Que ocurre con la grafica de 
r = aO a medida que a aumenta? ^Que pasa si 0 < 0? 

b) Determinar los puntos de la espiral r = aO (a > 0, 0 > 0), 
en los que la curva cruza el eje polar. 

c) Hallar la longitud de r = 0 sobre el intervalo 0 < 6 < 2 it. 

d) Hallar el area bajo la curva r = 0 para 0 < 6 < 2 it. 


84. Espiral logaritmica La curva descrita por la ecuacion r = 
ae be , donde ay b son constantes, se denomina espiral logarit¬ 
mica. La figura siguiente muestra la grafica de r = e e/6 , 
— 2 tt< 0 < 2 it. Hallar el area de la zona sombreada. 



85. La mayor de las circunferencias mostradas en la figura si¬ 
guiente es la grafica de r = 1. Hallar la ecuacion polar para la 
circunferencia menor de manera que las areas sombreadas sean 
iguales. 



86. Hoja (o folio) de Descartes Una curva llamada hoja (o folio) 
de Descartes puede representarse por medio de las ecuaciones 
parametricas 

3 1 3 1 2 

x = IT7 y y = IT7- 


a) Convertir las ecuaciones parametricas a la forma polar. 

b) Dibujar la grafica de la ecuacion polar del inciso a). 

c) Emplear una herramienta de graficacion para aproximar el 
area comprendida en el lazo de la curva. 


tVerdadero o falso? En los ejercicios 87 y 88, determinar si la 
afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
dar un ejemplo que demuestre que es falsa. 

87. Si f(0) > 0 para todo 0 y g(0) < 0 para todo 0, entonces las 
graficas de r = f(0) y r = g(6) no se cortan. 

88 . Si f(0) = g(0) para 0=0, tt/ 2 y 3 tt/2, entonces las graficas de 
r = /(0) y r = g(0) tienen cuando menos cuatro puntos de inter- 
seccion. 

89. Usar la formula para la longitud de arco de una curva en forma 
parametrica para obtener la formula de la longitud de arco de 
una curva polar. 
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CAPfrULO 10 Conicas, ecuaciones parametricas y coordenadas polares 



Ecuaciones polares de las conicas y leyes de Kepler 


■ Analizar y dar las ecuaciones polares de las conicas. 

■ Entender y emplear las leyes del movimiento planetario de Kepler. 


Ecuaciones polares de las conicas 


Representation grafica de conicas 
En una herramienta de graficacion 
elegir el modo polar e introducir 
ecuaciones polares de la forma 

_ a 

V ~ 1 ± b COS 0 

o 

_ a 

1 ± b sen 6 ' 

Si a ¥= 0, la grafica sera una coni- 
ca. Describir los valores de a y b 
que generan parabolas. ^Que valo¬ 
res generan elipses? ^Que valores 
generan hiperbolas? 


En este capitulo se ha visto que las ecuaciones rectangulares de elipses e hiperbolas 
adquieren formas simples cuando sus centros se encuentran en el origen. Sin embargo, 
existen muchas aplicaciones importantes de las conicas en las cuales resulta mas conve- 
niente usar uno de los focos como punto de referenda (el origen) del sistema de coorde¬ 
nadas. Por ejemplo, el Sol se encuentra en uno de los focos de la orbita de la Tierra; la 
fuente de luz en un reflector parabolico se encuentra en su foco. En esta seccion se vera 
que las ecuaciones polares de las conicas adoptan formas simples si uno de los focos se 
encuentra en el polo. 

El teorema siguiente usa el concepto de excentricidad , definido en la seccion 10.1, 
para clasificar los tres tipos basicos de conicas. En el apendice A se da una demostracion 
de este teorema. 


TEOREMA 10.16 CLASIFICACION DE LAS CONICAS DE ACUERDO 
CON LA EXCENTRICIDAD 


Sean F un punto fijo (foco ) y D una recta fija (directriz) en el piano. Sean P otro 
punto en el piano y e (excentricidad) el cociente obtenido al dividir la distancia de P 
a F entre la distancia de P a D. El conjunto de todos los puntos P con una determi- 
nada excentricidad es una conica. 

1. La conica es una elipse si 0 < e < 1. 

2. La conica es una parabola si e = 1. 

3. La conica es una hiperbola si e > 1. 


Directriz 




Directriz 2 


PF . 

PQ < 

Figura 10.58 


Parabola: e = 1 
PF = PQ 



PF P'F 


PQ P'Q' 


> 1 


En la figura 10.58, observese que en todos los tipos de conicas el polo coincide con el 
punto fijo (foco) que se da en la definicion. La ventaja de esta ubicacion se aprecia en la 
demostracion del teorema siguiente. 


















SECCION 10.6 Ecuaciones polares de las conicas y leyes de Kepler 


751 


TEOREMA 10.17 ECUACIONES POLARES DE LAS CONICAS 

La grafica de una ecuacion polar de la forma 

_ ed _ ed 

r 1 ± e COS 9 ° r 1 + e sen 9 

es una conica, donde e > 0 es la excentricidad y | d\ es la distancia entre el foco, en 
el polo, y la directriz correspondiente. 


d 



( DEMOSTRACION ) La siguiente es una demostracion de r = ed/(l + e COS 9) con d > 0. 
En la figura 10.59, considerese una directriz vertical que se encuentra d unidades a la 
derecha del foco F = (0, 0). Si P = (r, 9) es un punto en la grafica de r = 
ed/{ 1 + e cos 9 ), se puede demostrar que la distancia entre P y la directriz es 

PQ = | d ~ x\ = \d - r COS 9\ = 

Como la distancia entre P y el polo es simplemente PF = \r\, el radio PF entre PQ es 
PF/PQ = |r|/|r/e| = \e\ = e y, de acuerdo con el teorema 10.16, la grafica de la ecua¬ 
cion debe ser una conica. Las demostraciones de los otros casos son similares. 


r(l + e COS 9) 


- r COS 9 


Los cuatro tipos de ecuaciones que se indican en el teorema 10.17 se pueden clasificar 
como sigue, siendo d > 0. 

a ) Directriz horizontal arriba del polo: r 

b) Directriz horizontal abajo del polo: r 

c ) Directriz vertical a la derecha del polo: r 

d ) Directriz vertical a la izquierda del polo: r 

La figura 10.60 ilustra estas cuatro posibilidades en el caso de una parabola. 


+ 

1—1 

9 

ed 


1 - e ' 

9 

ed 


1 + e COS d 

ed 



1 - e COS 9 






a) *) c) d ) 

Los cuatro tipos de ecuaciones polares para una parabola 

Figura 10.60 
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CAPITULO 10 Conicas, ecuaciones parametricas y coordenadas polares 



;S 

La grafica de la conica es una elipse con 


2 

e = 3- 

Figura 10.61 


71 



Directriz T a = 6 



La grafica de la conica es una hiperbola 
con e = f. 

Figura 10.62 


EJEMPLO I Determinar una conica a partir de su ecuacion 


Dibujar la grafica de la conica descrita por r 


15 

3 - 2 cos O' 


Solucion Para determinar el tipo de conica, reescribir la ecuacion como sigue 


15 

r — — - - -- Escribir la ecuacion original. 

3 — Z COS 0 


_ _5_ Dividir el numerador y el 

]_ — (2/3) COS 0 denominador entre 3. 

Por tanto, la grafica es una elipse con e = Se traza la mitad superior de la elipse locali- 
zando graficamente los puntos desde 0=0 hasta 0 = tt, como se muestra en la figura 
10.61. Luego, empleando la simetria respecto al eje polar se traza la mitad inferior de la 
elipse. 


En la elipse en la figura 10.61, el eje mayor es horizontal y los vertices se encuentran 
en (15, 0) y (3, 7r). Por tanto, la longitud del eje mayor es 2 a = 18. Para encontrar la lon- 
gitud del eje menor, se usan las ecuaciones e = c/ay b 2 = a 2 — c 2 para concluir que 

b 2 = a 2 — c 2 = a 2 — (ea) 2 = a 2 ( 1 — e 2 ). Elipse. 

Como e = se tiene 

b 2 = 9 2 [l - (I) 2 ] = 45 

lo cual implica que b = V45 = 3V5. Por tanto, la longitud del eje menor es 2b = 6^/5. 
Un analisis similar para la hiperbola da 

b 2 = c 2 — a 2 = (ea) 2 — a 2 = a 2 (e 2 — 1). Hiperbola. 


EJEMPLO 2 Trazar una conica a partir de su ecuacion polar 


Trazar la grafica de la ecuacion polar 


32 

3 + 5 sen O' 


Solucion Se divide el numerador y el denominador entre 3 y se obtiene 

= 32/3 

1 + (5/3) sen 6' 

Como e = | > 1, la grafica es una hiperbola. Como d = la directriz es la recta 
y = y. El eje transversal de la hiperbola se encuentra en la recta 6 = 7t/2, y los vertices 
se encuentran en 

(r,0) = (4,|) y (r, 6) = (—16, ^-). 


Dado que la longitud del eje transversal es 12, puede verse que a = 6. Para encontrar b, se 
escribe 


b 2 = a 2 (e 2 — 


1 ) = 6 2 


r 



= 64. 


Por tanto, b = 8. Por ultimo, se usan a y b para determinar las asmtotas de la hiper¬ 
bola y obtener la grafica que se muestra en la figura 10.62. 
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Johannes Kepler (1571-1630) 

Kepler formulo sus tres leyes a partir de la 
extensa recopilacion de datos del astronomo 
danes Tycho Brahe, as! como de la obser¬ 
vation directa de la orbita de Marte. 


n 

2 



Figura 10.63 


Leyes de Kepler 

Las leyes de Kepler, las cuales deben su nombre al astronomo aleman Johannes Kepler, se 
emplean para describir las orbitas de los planetas alrededor del Sol. 

1. Todo planeta se mueve en una orbita eliptica alrededor del Sol. 

2. Un rayo que va del Sol al planeta barre areas iguales de la elipse en tiempos iguales. 

3. El cuadrado del periodo es proporcional al cubo de la distancia media entre el planeta 
y el Sol.* 

Aun cuando Kepler dedujo estas leyes de manera empirica, mas tarde fueron confirmadas 
por Newton. De hecho, Newton demostro que todas las leyes pueden deducirse de un con- 
junto de leyes universales del movimiento y la gravitacion que gobiernan los movimientos 
de todos los cuerpos celestes, incluyendo cometas y satelites. Esto se muestra en el ejem- 
plo siguiente con el cometa que debe su nombre al matematico ingles Edmund Halley 
(1656-1742). 

EJEMPLO 3 Cometa Halley 

El cometa Halley tiene una orbita eliptica, con el Sol en uno de sus focos y una excentrici- 
dad e ~ 0.967. La longitud del eje mayor de la orbita es aproximadamente 35.88 unidades 
astronomicas (UA). (Una unidad astronomica se define como la distancia media entre la 
Tierra y el Sol, 93 millones de millas.) Hallar una ecuacion polar de la orbita. ^Que tan cerca 
llega a pasar el cometa Halley del Sol? 

Solucion Utilizando un eje vertical, se puede elegir una ecuacion de la forma 

_ ed 

(1 + e sen 6)' 

Como los vertices de la elipse se encuentran en 6 = 7r/2 y 6 = 3tt/2, la longitud del eje 
mayor es la suma de los valores r en los vertices, como se observa en la figura 10.63. Es 
decir, 

n = 0.967 d 0.967 d 

** 1 + 0.967 + 1 - 0.967 

35.88 « 27.79 d. 2a « 35.88 

Por tanto, d ~ 1.204 y ed ~ (0.967)(1.204) ~ 1.164. Usando este valor en la ecuacion se 
obtiene 

= 1.164 

1 + 0.967 sen 0 

donde r se mide en unidades astronomicas. Para hallar el punto mas cercano al Sol (el 
foco), se escribe c = ea ~ (0.967)(17.94) ~ 17.35. Puesto que c es la distancia entre 
el foco y el centro, el punto mas cercano es 

a - c - 17.94 - 17.35 
- 0.59 UA 


~ 55 000 000 millas. 


* Si se usa como referenda la Tierra, cuyo periodo es 1 aho y cuya distancia media es 1 unidad 
astronomica, la constante de proporcionalidad es 1. Por ejemplo, como la distancia media de Marte 
al Sol es D = 1.524 UA, su periodo P esta dado por D 3 = P 2 . Por tanto, el periodo de Marte es 
P = 1.88. 
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La segunda ley de Kepler establece que cuando un planeta se mueve alrededor del Sol, 
un rayo que va del Sol hacia el planeta barre areas iguales en tiempos iguales. Esta ley tam- 
bien puede aplicarse a cometas y asteroides con orbitas elipticas. Por ejemplo, la figura 
10.64 muestra la orbita del asteroide Apolo alrededor del Sol. Aplicando la segunda ley de 
Kepler a este asteroide, se sabe que cuanto mas cerca esta del Sol mayor es su velocidad, 
ya que un rayo corto debe mo verse mas rapido para barrer la misma area que barre un rayo 
largo. 



Un rayo que va del Sol al asteroide barre areas iguales en tiempos iguales 

Figura 10.64 


EJEMPLO 4 El asteroide Apolo 


El periodo del asteroide Apolo es de 661 dias terrestres, y su orbita queda descrita aproxi- 
madamente por la elipse 


n 


2 



= 1 = 9 

1 + (5/9) cos 6 9 + 5 cos 0 

donde r se mide en unidades astronomicas. ^Cuanto tiempo necesita Apolo para mo verse 
de la posicion dada por 0 = — 7t/2 a 0 = 7t/2, como se ilustra en la figura 10.65? 


Solucion Para empezar se encuentra el area barrida cuando 0 aumenta de — 77/2 a 7t/2. 



Formula para el area de una grafica polar. 




Usando la sustitucion u = tan(0/2), analizada en la seccion 8.6, se obtiene 


A 


81 — 5 sen 6 

112 9 + 5 cos 6 


+ 


18 

V56 


arctan 


V56 tan(0/2) 
14 


77-/2 


— 77-/2 


- 0.90429. 


Como el eje mayor de la elipse tiene longitud 2 a = 81/28 y la excentricidad es e = 5/9, 
se encuentra que b = aj 1 — e 2 = 9/ V56. Por tanto, el area de la elipse es 


Area de la elipse = nab = n ( ^ 


V56 


5.46507. 


Como el tiempo requerido para recorrer la orbita es 661 dias, se puede aplicar la segunda 
ley de Kepler para concluir que el tiempo t requerido para moverse de la posicion 
6 = — 7t/2 a la posicion 6 = n/2 esta dado por 

t _ area del segmento eliptico _ 0.90429 
661 area de la elipse 5.46507 


lo cual implica que r ~ 109 dias. 




















SECCION 10.6 


Ecuaciones polares de las conicas y leyes de Kepler 


755 


10.6 


Ejercicios 


Razonamiento grafico En los ejercicios 1 a 4, usar una herra- 
mienta de graficacion para representar la ecuacion polar cuan- 
do a) e = X b) e = 0.5 y c) e = L5 l Identificar la conica. 

2e _ 2e 


1. r = 


3. r = 


1 + e COS 0 
2e 


2. r = 


4. r = 


1 - e COS 6 
2e 


1 — e sen 0 1 + e sen 0 

5. Redaction Considerar la ecuacion polar 
= 4 

1 + e sen 0 


a) Usar una herramienta de graficacion para representar la ecua¬ 
cion con e = 0.1, e = 0.25, e = 0.5, e = 0.75, y e = 0.9. 
Identificar la conica y analizar la variacion en su forma cuan- 
do e — » 1 ~ y e —> 0 + . 

b ) Usar una herramienta de graficacion para representar la 
ecuacion cuando e = 1. Identificar la conica. 

c) Usar una herramienta de graficacion para representar la ecua¬ 
cion cuando e = 1.1, e = 1.5 y e = 2. Identificar la conica y 
analizar la variacion en su forma a medida que e —> 1 + 
y e —> oo. 

6. Considerar la ecuacion polar 

4 

r - 1 - 0.4 cos 0 


a) Identificar la conica sin elaborar la grafica de la ecuacion. 

b) Sin elaborar la grafica de las ecuaciones polares siguientes, 
describir la diferencia de cada una con la ecuacion polar de 
arriba. 

= 4 = 4 

r 1 + O.4COS0' V 1 - 0.4 sen 0 


c ) Verificar en forma grafica los resultados del inciso b). 

En los ejercicios 7 a 12 hacer corresponder la ecuacion polar con 
su grafica. [Las graficas estan etiquetadas a ), b ), c), d ), e ) y f).\ 





7. r = 

6 

8. 

2 

1 - cose 

r 2 - cos d 

9. r = 

3 

10. 

2 

1-2 sen 0 

1 + sen 0 

11. r = 

6 

12. 

2 

2 — seni 6 

r 2 + 3 cos 6 


En los ejercicios 13 a 26, hallar la excentricidad y la distancia del 
polo a la directriz de la conica. Despues trazar e identificar la 
grafica. Usar una herramienta de graficacion para confirmar los 
resultados. 


13. 


15. 


17. 


18. 


19. 


20 . 


21 . 


22 . 


23. 


24. 


25. 


26. 


1 

r = - 

1 - cos 0 

-4 

r = - 

1 - sen 6 

= 6 

2 + cos 6 

_ 10 

5 + 4 sen 0 
r (2 + sen 6) = 4 
r(3 — 2 cos 0) = 6 
= 5 

-1+2 cos 6 
= -6 

3 + 7 sen 6 

= 3 

2 + 6 sen 0 
_ 8 

1+4 cos 6 
_ 300 

— 12 + 6 sen 0 
_ 180 

15 — 3.75 cos 0 


14. r 

16. r 


_ 1 _ 

1 + sen 6 
4 

1 + cos 6 


En los ejercicios 27 a 30, usar una herramienta de graficacion 
para representar la ecuacion polar. Identificar la grafica. 


27. r = 

29. r = 


-4 + 2 sen 6 
-10 

1 - cos 0 


28. r = 

30. r = 


-15 


2 + 8 sen 6 
6 

6 + 7 cos 0 
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| En los ejercicios 31 a 34, usar una graficadora para represen tar 
la conica. Describir en que difiere la grafica de la del ejercicio 
indicado. 


31. r = 

32. r = 

33. r = 

34. r = 


-4 

1 — sen (0 - 7t/4) 

4 

1 + COS (0 - 77/3) 

6 


(Yer ejercicio 15.) 
(Ver ejercicio 16.) 
(Ver ejercicio 17.) 


2 + cos(0 + 77/6) 

3+7sen(0 6 +2V3) ( Ver ejercicio 22.) 


35. Dar la ecuacion de la elipse que se obtiene al girar 77 /6 radianes 
en sentido de las manecillas del reloj la elipse 

= 8 
r S + 5 cos 6' 

36. Dar la ecuacion de la parabola que se obtiene al girar 77 /4 radia¬ 
nes en sentido contrario a las manecillas del reloj la parabola 

= _9_ 

1 1 + sen O' 


En los ejercicios 37 a 48, hallar una ecuacion polar de la conica 
con foco en el polo. (Por conveniencia, la ecuacion de la directriz 
esta dada en forma rectangular.) 


Conica 

37. Parabola 

38. Parabola 

39. Elipse 

40. Elipse 

41. Hiperbola 

42. Hiperbola 

Conica 


Excentricidad 
e = 1 

e = 1 

1 

e = 2 

_ 3 
e ~ 4 

e = 2 

3 

e = 2 


Vertice o vertices 


Directriz 


-1 

1 

1 

-2 

1 

-1 


43. Parabola 

44. Parabola 

45. Elipse 

46. Elipse 

47. Hiperbola 

48. Hiperbola 


i-i 


(5, tt) 

( 2 , 0 ), ( 8 ,77) 

2.f). (4,f 

(+ 

(2, 0), (10, 0) 


49. Encontrar la ecuacion para la elipse con foco (0, 0), excentrici¬ 
dad de \ y directriz en r = 4 sec 0. 

50. Encontrar la ecuacion para una hiperbola con foco (0, 0), excen¬ 
tricidad de 2 y directriz en r = — 8 esc 6. 



55. Demostrar que la ecuacion polar de ^ ^ = 1 es 


b 2 


1 - e 2 COS 2 9 


Elipse. 


x y‘ 

56. Demostrar que la ecuacion polar de - 


Hiperbola. 


— -r? = 1 es 


1 - e 2 COS 2 0 


En los ejercicios 57 a 60, usar los resultados de los ejercicios 55 
y 56 para dar la forma polar de la ecuacion de la conica. 

57. Elipse: foco en (4, 0); vertices en (5, 0), (5, 77) 

58. Hiperbola: foco en (5, 0); vertices en (4, 0), (4, 77 ) 
v 2 v 2 

9 16 


60. 


x + y 2=1 


En los ejercicios 61 a 64, usar las funciones de integracion de una 
herramienta de graficacion para estimar con una precision de 
dos cifras decimales el area de la region limitada por la grafica 
de la ecuacion polar. 


61. r = 

63. r = 


2 - cos 0 
2 

3-2 sen 0 


62. r = 

64. r = 


4 + cos 0 

3 

6 + 5 sen 0 
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65. Explorer 18 El 27 de noviembre de 1963, Estados Unidos QB 71 
lanzo el Explorer 18. Sus puntos bajo y alto sobre la superficie 
de la Tierra fueron aproximadamente 119 millas y 123 000 
millas, respectivamente (ver la figura). El centro de la Tierra es 
el foco de la orbita. Hallar la ecuacion polar de la orbita y hallar 
la distancia entre la superficie de la Tierra y el satelite cuando 
0 = 6CP. (Tomar como radio de la Tierra 4 000 millas.) 

90 ° 



66. Movimiento planetario Los planetas giran en orbitas elipti- 
cas con el Sol como uno de sus focos, como se muestra en la 
figura. 


n 

2 



a) Mostrar que la ecuacion polar de la orbita esta dada por 

_ (1 — e 2 )a 
V 1 - e COS 0 

donde e es la excentricidad. 

b) Mostrar que la distancia minima (perihelio ) entre el Sol y el 
planeta es r = a(l — e) y que la distancia maxima ( afelio ) es 
r = a( 1 + e). 


Movimiento planetario En el ejercicio 69 se encontro la ecua¬ 
cion polar para la orbita eliptica de Neptuno. Usar la ecuacion y 
un sistema algebraico por computadora. 

a) Aproximar el area que barre un rayo que va del Sol al plane¬ 
ta cuando 6 aumenta de 0 a tt/9. Emplear este resultado para 
determinar cuantos anos necesita Neptuno para recorrer este 
arco, si el periodo de una revolucion alrededor del Sol es de 
165 anos. 

b) Por ensayo y error, aproximar el angulo a tal que el area 
barrida por un rayo que va del Sol al planeta cuando 6 
aumenta de 77 a a sea igual al area encontrada en el inciso 
a) (ver la figura). ^Barre el rayo un angulo mayor o menor 
que el del inciso a ), para generar la misma area? que se 
debe? 

n 


2 



c) Aproximar las distancias que recorrio el planeta en los 
incisos a) y b). Usar estas distancias para aproximar la canti- 
dad promedio de kilometres al ano que recorrio el planeta en 
los dos casos. 

72. Cometa Hale-Bopp El cometa Hale-Bopp tiene una orbita 
eliptica con el Sol en uno de sus focos y una excentricidad 
de e ~ 0.995. La longitud del eje mayor de la orbita es apro¬ 
ximadamente 500 unidades astronomicas. 

a) Hallar la longitud del eje menor. 

b) Hallar la ecuacion polar de la orbita. 

c) Hallar distancias en el perihelio y en el afelio. 

En los ejercicios 73 y 74, sea r 0 la distancia del foco al vertice mas 
cercano, y r ± la distancia del foco al vertice mas lejano. 

73. Mostrar que la excentricidad de una elipse puede expresarse 
como 


En los ejercicios 67 a 70, usar el ejercicio 66 para hallar la 
ecuacion polar de la orbita eliptica del planeta, asi como las dis¬ 
tancias en el perihelio y en el afelio. 


67. 

Tierra 

a = 1.496 x 10 8 kilometres 



e = 0.0167 

68. 

Saturno 

a = 1.427 x 10 9 kilometres 



e = 0.0542 

69. 

Neptuno 

a = 4.498 X 10 9 kilometres 



e = 0.0086 

70. 

Mercurio 

a = 5.791 x 10 7 kilometres 



e = 0.2056 


r 1 r 0 t'. , r-i 1 + e 

e =-;-. Despues mostrar que — =- 


r l + r O 


r 0 1- e 


74. Mostrar que la excentricidad de una hiperbola puede expresarse 
como 

r 1 ~I - r 0 , r 1 e + 1 

e = -. Despues, mostrar que — =--. 

r i ~ r 0 r 0 e — 1 


En los ejercicios 75 y 76, mostrar que las graficas de las ecua¬ 
ciones dadas se cortan en angulo recto. 


75. r = 

76. r = 


ed 


1 + sen 0 
c 

1 + COS 0 


y r = 


y r = 


ed 


1 - sen 0 
d 

1 - COS 6 
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Ejercicios de repaso 


En los ejercicios 1 a 6, hacer corresponder la ecuacion con su 
grafica. [Las graficas estan etiquetadas a), b), c), d), e) y /).] 


a) y 



c) y 



e) y 



1. 4x 2 + y 2 = 4 
3. y 2 = -4.x 
5. x 2 + 4y 2 = 4 


b) y 



d) y 




2. 4x 2 -y 2 = 4 
4. y 2 - 4x 2 = 4 
6. x 2 = 4y 


En los ejercicios 7 a 12, analizar la ecuacion y trazar su grafica. 
Emplear una herramienta de graficacion para confirmar los 
resultados. 

7. 16* 2 + 16y 2 - 16* + 24y - 3 = 0 

8. y 2 — 12ly — 8x + 20 = 0 

9. 3x 2 - 2y 2 + 24x + 12y + 24 = 0 

10. 5x 2 + y 2 - 20* + 19 = 0 

11. 3x 2 + 2y 2 - 12x + 12y + 29 = 0 

12. 12x 2 - 12y 2 - 12 jc + 24y - 45 = 0 


En los ejercicios 13 y 14, hallar una ecuacion de la parabola. 

13. Vertice: (0,2); directriz: x = —3 

14. Vertice: (2, 6); foco: (2, 4) 

En los ejercicios 15 y 16, hallar la ecuacion de la elipse. 

15. Vertices: (-5, 0) (7, 0); focos: (-3, 0) (5, 0) 

16. Centro: (0, 0); puntos solucion: (1, 2), (2, 0) 


En los ejercicios 17 y 18, hallar la ecuacion de la hiperbola. 

17. Vertice: (±7, 0); foco: (±9, 0) 

18. Foco: (0, ±8); asmtotas: y = ±4x 


En los ejercicios 19 y 20, usar una herramienta graficadora para 
aproximar al perimetro de la elipse. 



20 . 



= 1 


21. Una recta es tangente a la parabola y = x 2 -2x+2y perpen¬ 
dicular a la recta y = x — 2. Hallar la ecuacion de la recta. 

22. Una recta es tangente a la parabola 3x 2 + y = x — 6y perpen¬ 
dicular a la recta 2x + y = 5. Hallar la ecuacion de la recta. 

23. Antena satelital La seccion transversal de una gran antena 
parabolica se modela por medio de la grafica de 

y = ^q, -100 < x < 100. 

El equipo de recepcion y transmision se coloca en el foco. 

a) Hallar las coordenadas del foco. 

b) Hallar el area de la superficie de la antena. 

24. Camion de bomberos Considerar un camion de bomberos con 
un tanque de agua que mide 16 pies de longitud, cuyas secciones 
transversales verticales son elipses que se describen por la 
ecuacion 



a) Hallar el volumen del tanque. 

b ) Hallar la fuerza ejercida sobre el fondo del tanque cuando 
esta lleno de agua. (La densidad del agua es 62.4 libras por 
pie cuadrado.) 

c) Hallar la profundidad del agua en el tanque si esta lleno a f 
de su capacidad (en volumen) y el camion se encuentra sobre 
un terreno nivelado. 

d) Aproximar el area en la superficie del tanque. 


En los ejercicios 25 a 32, trazar la curva representada por las 
ecuaciones parametricas (indicar la orientacion de la curva) y 
dar las ecuaciones rectangulares correspondientes mediante la 
eliminacion del parametro. 

25. x = 1 + 8^, y = 3 — 4t 

26. x = t — 6, y = t 2 

27. x = e t — l, y = e 3t 

28. x — e 4t , y = t + 4 

29. x = 6 cos 0, y = 6 sen 6 

30. x = 2 + 5 cos t, y = 3 + 2 sen t 

31. x = 2 + sec S, y = 3 + tan 0 

32. x = 5sen 3 0, y = 5 COS 3 6 
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En los ejercicios 33 a 36, hallar una representacion parametrica 

de la recta o conica. 

33. Recta: pasa por (- 2, 6) y (3, 2) 

34. Circunferencia: centra en (—4, —5); radio 3 

35. Elipse: centra en (— 3, 4); longitud del eje mayor horizontal 8 y 
longitud del eje menor 6 

36. Hiperbola: vertice en (0, ±4); foco en (0, ±5) 

37. Motor rotatorio El motor rotatorio fue inventado por Felix 
Wankel en la decada de los cincuenta. Contiene un rotor que es un 
triangulo equilatero modificado. El rotor se mueve en una camara 
que, en dos dimensiones, es un epitrocoide. Usar una herramienta 
de graficacion para trazar la camara que describen las ecuaciones 
parametricas. 


En los ejercicios 53 y 54, a) usar una herramienta de graficacion 
para trazar la curva representada por las ecuaciones parametri¬ 
cas, b ) usar una herramienta de graficacion para hallar dx/dG , 
dy/dO y dy/dx para 0 = tt/6, y c) usar una herramienta de grafi- 
cacion para trazar la recta tangente a la curva cuando 0 = 7t/6l 

53. x = COt 6 54. x = 20 — sen 0 

y = sen 20 y = 2- COS 0 

Longitud de arco En los ejercicios 55 y 56, hallar la longitud de 
arco de la curva en el intervalo que se indica. 

55. x = r(C0S 0+0 sen0) 56. x= 6 COS 0 

y = r(senO — 0CC&0) y = 6 sen 0 

0 < 0 < 7T 0 < 0 < 7T 


x = cos 30+5 cos 0 

y 

y = sen 30+5 sen 0. 

38. Curva serpentina Considerar las ecuaciones parametricas 
x = 2 COt 0 y y = 4sen 0 COS 0, 0 < 0 < it. 

a) Usar una herramienta de graficacion para trazar la curva. 

b) Eliminar el parametro para mostrar que la ecuacion rectan¬ 
gular de la curva serpentina es (4 + x 2 )y = 8r. 

En los ejercicios 39 a 48, a) hallar dy/cbc y los puntos de tangen- 
cia horizontal, b ) eliminar el parametro cuando sea posible y 

c) trazar la curva representada por las ecuaciones parametricas. 


Area de una superficie En los ejercicios 57 y 58, hallar el area 
de la superficie generada por revolucion de la curva en torno 
a) al eje x y b) al eje y . 

57. x = t, y = 3t, 0 < t < 2 

58. v = 2 COS 0, y = 2 sen 0, 0 < 0 < ^ 

Area En los ejercicios 59 y 60, hallar el area de la region. 

59. x = 3 sen 0 60. x = 2 COS 0 

y = 2 COS 0 y = sen 0 

< 0 < | 0< 0 < 77 


39. x = 2 + 5t, y = 1 — At 

41. x = —, y = It + 3 
t 


45. x = 5 + cos 0 

y = 3 + 4 sen 0 

46. x = 10 cos 0 
y — 10 sen 0 

47. x = cos 3 0 
y = 4 sen 3 0 

48. x = e* 

y = e l 


40. x = t — 6, y = t 2 

42. x = —, y — t 2 
t 

44. x = 2f — 1 


En los ejercicios 49 a 52, hallar todos los puntos (si los hay) de 
tangencia horizontal y vertical a la curva. Usar una herramien¬ 
ta de graficacion para confirmar los resultados. 

49. x = 5 — t, y = 2 1 2 

50. x = t + 2, y = t 3 — It 

51. x = 2 + 2 sen 0 , y = 1 + cos 0 

52. x = 2 — 2 cos 0 , y — 2 sen 20 


y y 




En los ejercicios 61 a 64, representar graficamente el punto 
en coordenadas polares y hallar las coordenadas rectangula- 
res correspondientes al punto. 


61. 




63. (73, 1.56) 

64. (-2, -2.45) 


En los ejercicios 65 a 68, se dan las coordenadas rectangulares de 
un punto. Representar graficamente el punto y hallar dos pares 
de coordenadas polares del punto para 0 < d < 2 it. 


65. (4, -4) 
67. (-1,3) 


66. (0, -7) 

68. (-73, -73) 
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CAPITULO 10 Conicas, ecuaciones parametricas y coordenadas polares 


En los ejercicios 69 a 76, pasar la ecuacion polar a la forma rec¬ 
tangular. 

69. r = 3 COS 0 

70. r = 10 

71. r= -2(1+ COS0) 

72 ' r 2 - cos 0 

73. r 2 = COS 20 

74. r = 4sec(0 - 

75. r = 4 cos 20 sec 0 


En los ejercicios 77 a 80, transformar la ecuacion rectangular a 
la forma polar. 

77. (x 2 + y 2 } 2 = ax 2 y 

78. x 2 + y 2 - 4x= 0 

79. x 2 + y 2 = a 2 (arctan^j 

80. (x 2 + y^arctan^j = a 2 


En los ejercicios 81 a 92, trazar la grafica de la ecuacion polar. 


81. 

r = 6 

82 -o-S 

83. 

r = -sec 0 

84. r = 3 CSC 0 

85. 

r = - 2(1 + COS 0) 

86 . r = 3- 4c 

87. 

r = 4 - 3 COS 0 

88 . r = 40 

89. 

r = - 3 COS 20 

90. r = COS 50 

91. 

r 2 = 4sen 2 20 

92. r 2 = COS 20 


107. Encontrar los puntos de interseccion de las graficas de r = 1 — 
cos 0 y r = 1 + sen 0. 

108. Encontrar los puntos de interseccion de las graficas de r = 1 + 
sen 0 y r = 3 sen 0. 


En los ejercicios 109 a 112, usar una herramienta de graficacion 
para representar la ecuacion polar. Dar una integral para encon¬ 
trar el area de la region dada y usar las funciones de integracion 
de una herramienta de graficacion para aproximar el valor de la 
integral con una precision de dos cifras decimales. 


109. Interior de r = sen # COS 2 0 

110. Interior de r = 4 sen 3 0 

111. Interior comun de r = 3y r 2 = 18sen 2 0 

112. Region limitada por el eje polar r = e d para 0 < 0 < tt 


En los ejercicios 113 y 114, hallar la longitud de la curva sobre el 
intervalo dado. 


Ecuacion polar Intervalo 

113. r = a( 1 — COS 0) 0 < 0 < tt 

114. r — a COS 20 < 0 < ^ 

En los ejercicios 115 y 116, dar una integral que represente el 
area de la superficie generada por revolucion de la curva en 
torno a una recta dada. Usar una herramienta de graficacion 
para aproximar la integral. 


En los ejercicios 93 a 96, usar una 
para representar la ecuacion polar. 

herramienta de graficacion 

Ecuacion polar 

Intervalo 

Eje de revolucion 



0 < 0 < | 


3 


115. r = 1 + 4 COS 0 

Eje polar 

93. r = -—-94. 

cos (0 - ir/4) 

95. r = 4 cos 20 sec 0 96. 

r = 2 sen 0 COS 2 0 

r = 4(sec 0 - cos 0) 

116. r = 2sen# 

o< 0 <f 

a - 77 
d ~ 2 


En los ejercicios 97 y 98, a) hallar las tangentes en el polo, 

b ) hallar todos los puntos de tangencia horizontal y vertical, y 

c ) usar una herramienta de graficacion para representar la 
ecuacion polar y dibujar una recta tangente a la grafica en 0 = tt/ 6l 

97. r = 1 — 2 COS 0 98. r 2 = 4sen 20 

En los ejercicios 99 y 100, mostrar que las graficas de las ecua¬ 
ciones polares son ortogonales en el punto de interseccion. Usar 
una herramienta de graficacion para confirmar los resultados. 

99. r = 1 + COS 0 100. r = a sen 0 

r = 1 - COS 0 r = a COS 0 

En los ejercicios 101 a 106, hallar el area de la region. 

101. Un petalo de r = 3 cos 50 

102. Un petalo de r = 2 sen 60 

103. Interior de r = 2 + COS 0 

104. Interior de r = 5(1 — sen 0) 

105. Interior de r 2 = 4 sen 20 

106. Interior comun a r = 4 COS 0 y r = 2 


En los ejercicios 117 a 122, trazar e identificar la grafica. Usar 
una herramienta de graficacion para confirmar los resultados. 


117. r = 

119. r = 

121 . r = 


1 — sen 0 

6 

3 + 2 cos 0 
4 


2- 3s 


1 0 


118. r = 

120. r = 

122. r = 


1 + COS 0 

4 

3 — 3 sen# 

8 

2 - 5 cos 0 


En los ejercicios 123 a 128, hallar la ecuacion polar de la recta o 


conica con su foco en el polo. 

123. Circulo 

Centro: (5, tt/2) 

Punto solucion: (0, 0) 

125. Parabola 

Vertice: (2, 77 ) 

127. Elipse 

Vertices: (5, 0), (1, 77 ) 


124. Recta 

Punto solucion: (0, 0) 
Pendiente: V3 

126. Parabola 

Vertice: (2, tt/2) 

128. Hiperbola 

Vertices: (1, 0), (7, 0) 
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Solucion de problemas 


1. Considerar la parabola x 2 = Ay y la cuerda focal y = \x + 1. 

a) Dibujar la grafica de la parabola y la cuerda focal. 

b ) Mostrar que las rectas tangentes a la parabola en los extremos 
de la cuerda focal se cortan en angulo recto. 

c ) Mostrar que las rectas tangentes a la parabola en los extremos 
de la cuerda focal se cortan en la directriz de la parabola. 

2. Considerar la parabola x 2 = Apy y una de sus cuerdas focales. 

a) Mostrar que las rectas tangentes a la parabola en los extremos 
de la cuerda focal se cortan en angulos rectos. 

b) Mostrar que las rectas tangentes a la parabola en los extremos 
de la cuerda focal se cortan en la directriz de la parabola. 

3. Demostrar el teorema 10.2, la propiedad de reflexion de una 

parabola, como se ilustra en la figura. 


y 



4. Considerar la hiperbola 



6. Considerar la region limitada por la elipse x 2 /a 2 + y 2 /b 2 = 1 , 
con excentricidad e = cl a. 

a) Mostrar que el area de la region es irab. 

b) Mostrar que el volumen del solido (esferoide oblato) genera- 
do por revolucion de la region en torno al eje menor de la 
elipse es V = Arr 2 b/3y el area de la superficie es 

5 = lira* + In(j4f). 

c) Comprobar que el volumen del solido (esferoide prolato) 
generado por revolucion de la region alrededor del eje mayor 
de la elipse es V = Arrab 2 /3y el area de la superficie es 

S = 27rb 2 + 277 ^—j arcsen e. 


7. La curva descrita por las ecuaciones parametricas 
/a 1 ~ t 2 (A t( 1 - t 2 ) 

, 2 y yW = 


1 4 - t2 


se denomina estrofoide. 

a) Hallar una ecuacion rectangular de la estrofoide. 

b) Hallar una ecuacion polar de la estrofoide. 

c) Trazar una grafica de la estrofoide. 

d) Hallar la ecuacion de las dos rectas tangentes en el origen. 

e) Hallar los puntos de la grafica en los que las rectas tangentes 
son horizontales. 


con focos F 1 y F 2 , como se ilustra en la figura. Sea T la recta tan- 
gente en un punto M de la hiperbola. Mostrar que los rayos de luz 
incidente en un foco son reflejados por un espejo hiperbolico 
hacia el otro foco. 


y 



y 



8. Hallar una ecuacion rectangular para la porcion de la cicloide 
dada por las ecuaciones parametricas x = a(6 — sen 0) y y = a 
(1 -cos 0), 0 < 0 < 77, como se muestra en la figura. 


y 



9. Considerar la espiral de Cornu dada por 


5. Considerar un cfrculo con radio a tangente al eje y y a la recta 
x = 2a, como se ilustra en la figura. Sea A el punto en el cual el 
segmento OB corta el cfrculo. La cisoide de Diocles consiste de 
todos los puntos P tales que OP = AB. 

a) Hallar una ecuacion polar de la cisoide. 

b) Hallar un conjunto de ecuaciones parametricas para la cisoide 
que no contengan funciones trigonometricas. 

c) Hallar la ecuacion rectangular de la cisoide. 


x(t) = 



du y y(l ) = 



du. 



Usar una herramienta de graficacion para representar la espi¬ 
ral en el intervalo - 77 < t < 77. 


b) Mostrar que la espiral cornu es simetrica respecto al origen. 

c) Hallar la longitud de la espiral cornu desde t = Ohasta t = a. 
^Cual es la longitud de la espiral desde t = — tt hasta t = 77? 
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CAPITULO 10 Conicas, ecuaciones parametricas y coordenadas polares 


10. Una particula se mueve a lo largo de la trayectoria descrita 
por las ecuaciones parametricas x = 1/t y y = sen! f/ 1, con 
1 < t < co, como se muestra en la figura. Hallar la longitud de 
esta trayectoria. 

y 



11. Sean ay b constantes positivas. Hallar el area de la region del 
primer cuadrante limitada por la grafica de la ecuacion polar 


ab 

(asenfl + b COS 0)' 


0< 


0 < 


7 T 

2 ' 


12. Considerar el triangulo rectangulo de la figura. 


a) Mostrar que el area del triangulo es A(a) 



S ez 2 0d0. 


b) Mostrar que tan a = S 6 C 2 0 dO. 

Jo 

c) Usar el inciso b) para deducir la formula para la derivada de 
la funcion tangente. 



Figura para 12 


Figura para 13 


13. Determinar la ecuacion polar del conjunto de todos los puntos 
( r, 0 ), el producto de cuyas distancias desde los puntos (1, 0) y 
( — 1, 0) es igual a 1, como se observa en la figura. 

14. Cuatro perros se encuentran en las esquinas de un cuadrado con 
lados de longitud d. Todos los perros se mueven en sentido con- 
trario al de las manecillas del reloj a la misma velocidad y en 
direccion al siguiente perro, como se muestra en la figura. Hallar 
la ecuacion polar de la trayectoria de un perro a medida que se 
acerca en espiral hacia el centro del cuadrado. 


d 



15. Un controlador de trafico aereo ubica a la misma altitud dos 
aviones que vuelan uno hacia el otro (ver la figura). Sus trayec- 
torias de vuelo son 20° y 315°. Un avion esta a 150 millas del 
punto P con una velocidad de 375 millas por hora. El otro se 
encuentra a 190 millas del punto P con una velocidad de 450 
millas por hora. 


y 



a) Hallar ecuaciones parametricas para la trayectoria de cada 
avion donde t es tiempo en horas, y t = 0 corresponde al 
instante en que el controlador de trafico aereo localiza a los 
aviones. 


b) Emplear el resultado del inciso a) para expresar la distancia 
entre los aviones como funcion de t. 


c ) 


Usar una herramienta de graficacion para representar la fun¬ 
cion del inciso b). ^Cuando sera minima la distancia entre los 
aviones? Si los aviones deben conservar una distancia entre 
ellos de por lo menos tres millas, £se satisface este requeri- 
miento? 


16. Usar una herramienta de graficacion para trazar la curva que se 
muestra abajo. La curva esta dada por 


y = ^cos o 


2 COS 40 + sen 5 


6_ 

12 ' 


^Sobre que intervalo debe variar 0 para generar la curva? 



PARA MAYOR INFORMACION Para mas informacion sobre esta 
curva, consultar el arficulo “A Study in Step Size” de Temple H. Fay 
en Mathematics Magazine. 

f ^ 17. Usar una herramienta de graficacion para representar la ecua¬ 
cion polar r = COS 5 6 + n COS 6, para 0 < 0 < tt y para los 
enteros desde n = — 5 hasta n = 5. ^Que valores de n producen 
la porcion de la curva en forma de “corazon”? ^Que valores de 
n producen la porcion de la curva en forma de “campana”? (Esta 
curva, creada por Michael W. Chamberlin, fue publicada en The 
College Mathematics Journal.) 



















Vectores y la geometria 
del espacio 


En este capitulo se introducen los vec¬ 
tores y el sistema de coordenadas tridi¬ 
mensional. Los vectores se usan para 
representar rectas y pianos, y tambien 
para representar cantidades como fuerza 
y velocidad. El sistema de coordenadas 
tridimensional se utiliza para representar 
superficies como elipsoides y conos elip- 
ticos. Gran parte del material en los capi- 
tulos restantes se fundamenta en el 
entendimiento de este sistema. 

En este capitulo, se aprendera: 

■ Como escribir vectores, realizar ope- 
raciones vectoriales basicas y repre¬ 
sentar vectores de manera grafica. 

(11-D _ 

■ Como determinar puntos en un siste¬ 
ma de coordenadas tridimensional y 
analizar vectores en el espacio. (11.2) 

Como encontrar el producto escalar 
de dos vectores (en el piano y en el 
espacio). (11.3) 

■ Como encontrar el producto vectorial de 
dos vectores (en el espacio). (1 1.4) 

Como encontrar las ecuaciones de 
rectas y pianos en el espacio, y como 
dibujar sus graficas. (11.5) 

■ Como reconocer y escribir ecuaciones 
de superficies cilindricas y cuadraticas 
y las superficies de revolucion. ( 11 . 6 ) 

Como utilizar coordenadas cilindricas 
y esfericas para representar superficies 
en el espacio. (11.7) 



m 11 ■ i 

i '1V 


l.| 






M ark Hunt/Hunt Stock 


Dos remolcadores estan empujando un barco trasatlantico, como se muestra en la 
foto. Cada barco ejerce una fuerza de 400 libras. ^Cual es la fuerza resultante en el 
barco trasatlantico? (Ver la seccion 11.1, ejemplo 7.) 



Los vectores indican cantidades que implican tanto magnitud como direccion. En el capitulo 11 se estudiaran opera- 
ciones de vectores en el piano y en el espacio. Tambien se aprendera como representar operaciones de vectores de 
manera geometrica. Por ejemplo, las graficas que se muestran arriba representan adicion de vectores en el piano. 
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CAPITULO 11 Vectoresy la geometria del espacio 



Vectores en el piano 


■ Expresar un vector mediante sus componentes. 

■ Realizar operaciones vectoriales e interpretar los resultados geometricamente. 

■ Expresar un vector como combination lineal de vectores unitarios estandar o canonicos. 

■ Usar vectores para resolver problemas de fuerza o velocidad. 



Punto 

inicial 


Un segmento de recta dirigido 

Figura 11.1 



Segmentos de recta dirigidos equivalentes 

Figura 11.2 


Las componentes de un vector 

M uchas cantidades en geometria y ffsica, como el area, el volumen, la temperatura, la 
masa y el tiempo, se pueden caracterizar por medio de un solo numero real en unidades de 
medicion apropiadas. Estas cantidades se Hainan escalares, y al numero real se le llama 
escalar. 

Otras cantidades, como la fuerza, la velocidad y la aceleracion, tienen magnitud y 
direccion y no pueden caracterizarse completamente por medio de un solo numero real. 
Para representar estas cantidades se usa un segmento de recta dirigido, como se muestra 
en la figura 11.1. El segmento de recta dirigido PQ tiene como punto inicial P y como 
punto final Q y su longitud (o magnitud) se denota por ||pq ||. Segmentos de recta dirigi¬ 
dos que tienen la misma longitud y direccion son equivalentes, como se muestra en la 
figura 11.2. El conjunto de todos los segmentos de recta dirigidos que son equivalentes a 
un segmento de recta dirigido dado PQ es un vector en el piano y se denota por v = PQ. 
En los libros, los vectores se denotan normalmente con letras minusculas, en negrita, como 
u, v y w. Cuando se escriben a mano, se suelen denotar por medio de letras con una flecha 
sobre ellas, como ~u,v” y wf. 

Es importante notar que un vector en el piano se puede representar por medio de 
muchos segmentos de recta dirigidos diferentes, todos apuntando en la misma direccion y 
todos de la misma longitud. 


EJEMPLO I Representacion de vectores por medio 
de segmentos de recta dirigidos 

Sea v el vector representado por el segmento dirigido que va de (0, 0) a (3, 2), y sea u el 
vector representado por el segmento dirigido que va de (1, 2) a (4, 4). M ostrar que v y u 
son equivalentes. 


V 



Los vectores u y v son iguales 

Figura 11.3 


Solucion Sean /’(O, 0) y 2(3, 2) los puntos inicial y final de v, y sean R( I, 2) y 
S( 4, 4) los puntos inicial y final de u, como se muestra en la figura 11.3. Para mostrar que 
PQyRS tienen la misma longitud se usa la formula de la distancia. 

||P<2|| = V(3 — 0) 2 + (2 — 0) 2 = Vl3 Longitud dePQ, 

||/?S|| = V(4 — l ) 2 + (4 — 2) 2 = Vl3 Longitud deRS. 

Los dos segmentos tienen la misma direccion, porque ambos estan dirigidos hacia la 
derecha y hacia arriba sobre rectas que tienen la misma pendiente. 

_x 2-0 2 

Pendiente de PQ = ^ ^ = - 

y 

4-2 2 

Pendiente de RS = -—- = - 
4-1 3 

Como PQ yRS tienen la misma longitud y la misma direccion, se concluye que los dos 
vectores son equivalentes. Es decir, v y u son equivalentes. 
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y 



Posicion estandar de un vector 

Figura 11.4 


El segmento de recta dirigido cuyo punto inicial es el origen a menudo se considera 
el representante mas adecuado de un conjunto de segmentos de recta dirigidos equivalentes 
como los que se muestran en la figura 11.3. Se dice que esta representacion de v esta en la 
posicion canonica o estandar. U n segmento de recta dirigido cuyo punto inicial es el ori¬ 
gen puede representarse de manera unica por medio de las coordenadas de su punto final 
Q(v v v 2 ), como se muestra en la figura 11.4. 


DEFINICION DE UN VECTOR EN EL PLANO MEDIANTE SUS COMPONENTES 


Si v es un vector en el piano cuyo punto inicial es el origen y cuyo punto final es 
(vj, v 2 ), entonces el vector v queda dado mediante sus componentes de la siguiente 
manera 

V = <v 1( v 2 >. 

Las coordenadas v 1 y v 2 son las componentes de v. Si el punto inicial y el punto 
final estan en el origen, entonces v es el vector cero (o vector nulo) y se denota por 
0 = < 0 , 0 ). 


Esta definicion implica que dos vectores u = ( u v u 2 ) y v = {v v v 2 ) son iguales si y solo 
si u 1 = v 1 y u 2 = v 2 . 

Los procedi mi entos siguientes pueden usarse para convertir un vector dado mediante 
un segmento de recta dirigido en un vector dado mediante sus componentes o viceversa. 

1. Si P(p 1 ,p 2 ) y 2(<7i, q 2 ) son los puntos inicial y final de un segmento de recta dirigido, 
el vector v representado por PQ : dado mediante sus componentes, es (v 1 ( v 2 ) = 
<#i - p v q 2 - p 2 )- Ademas, de la formula de la distancia es posible ver que la longi- 
tud (o magnitud) de v es 

|| v || = V(#i — Pi ) 2 + (g 2 — p 2 ) 2 Longitud de un vector. 

= Vvj 2 + v 2 . 

2. Si v = (v v v 2 ), v puede representarse por el segmento de recta dirigido, en la posicion 
canonica 0 estandar, que va de P(0, 0) a 2 (v 1( v 2 ). 

A la longitud de v tambien se le llama la norma de v. Si || v|| = 1, v es un vector uni- 
tario. Y ||v|| = Osi y solo si v es el vector cero 0. 



EJEMPLO 2 Hallar las componentes y la longitud de un vector 

Hallar las componentes y la longitud del vector v que tiene el punto inicial (3, -7) y el 
punto final (-2, 5). 

Solucion Sean P(3, - 7} = ( p v p 2 ) y Q{- 2, 5) = (q 1 ,q 2 )- Entonces las componentes 
de v = (v 1( v 2 ) son 

v i = Qi~ Pi = - 2-3 = -5 
v 2 = 42 - P 2 = 5 - (- 7) = 12. 

A si, como se muestra en la figura 11.5, v = <- 5, 12), y la longitud de v es 

||v|| = V(-5) 2 + 12 2 

= yi69 
= 13. 


Vector v dado por medio de sus compo¬ 
nentes: v = (-5,12) 

Figura 11.5 
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La multiplication escalar por un vector v 

Figura 11.6 



William Rowan Hamilton (1805-1865) 

Algunos de los primeros trabajos con vec- 
tores fueron realizados por el matematico 
Mantles William Rowan Hamilton. 

Hamilton dedico muchos anos a desarrollar 
un sistema de cantidades semejantes a vec- 
tores llamados cuaterniones. Aunque 
Hamilton estaba convencido de las ventajas 
de los cuaterniones, las operaciones que 
definio no resultaron ser buenos modelos 
para los fenomenos fisicos. No fue sino hasta 
la segunda mitad del siglo xix cuando el 
fisico escoces James Maxwell (1831-1879) 
reestructuro la teoria de los cuaterniones de 
Hamilton dandole una forma util para la 
representation de cantidades como fuerza, 
velocidad y aceleracion. 


Operaciones con vectores 


DEFINICION DE LA SUMA DE VECTORES Y DE LA MULTIPLICACION POR UN ESCALAR 

Sean u = (u v u 2 ) yv = <v 1( v 2 ) vectores y sea c un escalar. 

1. La suma vectorial de u y v es el vector u + v = (mj + v v u 2 + v 2 ). 

2. El multiplo escalar de c y u es el vector cu = (cu v cu 2 ). 

3. El negativo de v es el vector 

-v = (-l)v = (-Vj, -v 2 >. 

4. L a diferencia de u y v es 

U ~ V = u + ( — v) = {u x — v 2 , u 2 — v 2 ). 


Geometricamente, el multiplo escalar de un vector v y un escalar c es el vector que 
tiene |c| veces la longitud de v, como se muestra en la figura 11.6. Si c es positivo, cv tiene 
la misma direccion que v. Si c es negativo, cv tiene direccion opuesta. 

La suma de dos vectores puede representarse geometricamente colocando los vectores 
(sin cambiar sus magnitudes o sus direcciones) de manera que el punto inicial de uno coin- 
cida con el punto final del otro, como se muestra en la figura 11.7. El vector u + v, lla- 
mado el vector resultante, es la diagonal de un paralelogramo que tiene u y v como lados 
adyacentes. 



Para hallar u + v, 

Figura 11.7 



1) hacer coincidir el punto 
inicial de v con el punto 
final de u, o bien 



2) hacer coincidir el punto 
inicial de u con el punto 
final de v 


La figura 11.8 muestra la equivalencia de las definiciones geometricas y algebraicas 
de la suma de vectores y la multiplicacion por un escalar y presenta (en el extremo dere- 
cho) una interpretacion geometrica de u - v. 



Suma vectorial 

Figura 11.8 
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EJEMPLO 3 Operaciones con vectores 

Dados v = (-2, 5} y w = <3,4), encontrar cada uno de los vectores. 
a) jv b) w — v c) v + 2w 

Solution 

a) jv = ( 1 ( 4 ), j(5)) = ( — 1, f) 

b) w-y = (w 1 - v v w 2 - v 2 ) = (3 - (-2), 4 - 5) = (5, -1) 

c) Usando 2w = ( 6 , 8 ), setiene 

v + 2w = (-2,5) + (6, 8) 

= (-2 + 6,5 + 8) 

= <4,13). - 

La suma de vectores y la multiplicacion por un escalar comparten muchas propie- 
dades con la aritmetica ordinaria, como se muestra en el teorema siguiente. 


TEOREMA 11.1 PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES CON VECTORES 

Sean u, v y w los vectores en el piano, y sean c y d escalares. 

1. u + v = v + u 

Propiedad conmutativa. 

2. (u + v) + w = u + (v + w) 

Propiedad asociativa. 

3. u + 0 = u 

Propiedad de la identidad aditiva. 

4. u + (-u) = 0 

Propiedad del inverso aditivo. 

5. c(d u) = (cd) u 


6. (c + d) u = cu + du 

Propiedad distributiva. 

7. c(u + v) = cu + cv 

Propiedad distributiva. 

Q© 

I— 1 

II 

c 

o 

II 

o 



( demostracion") La demostracion de la propiedad asociativa de la suma de vectores uti- 
liza la propiedad asociativa de la suma de numeros reales. 

(u + v) + w = [(u v u 2 ) + <Vj, v 2 )] + (w v w 2 ) 

= (u x + v v u 2 + v 2 ) + (w v w 2 ) 

= ((mj + v x ) + w v (u 2 + v 2 ) + w 2 ) 

= (u^ + (vj + Wj), u 2 + (v 2 + w 2 )) 

= (u v u 2 ) + (v x + w x , v 2 + w 2 ) = u + (v + w) 

Asimismo, la demostracion de la propiedad distributiva de la multiplicacion escalar 
depende de la propiedad distributiva para los numeros reales. 

(c + d)u = (c + d)(u v u 2 ) 

= ((c + d)u v (c + d)u 2 ) 

= (cu x + du v cu 2 + du 2 ) 

= ( cu v cu 2 ) + (du v du 2 ) = cu + du 

Las otras propiedades pueden demostrarse de manera similar. 
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Cualquier conjunto de vectores (junto con un conjunto de escalares) que satisfaga las 
ocho propiedades dadas en el teorema 11.1 es un espacio vectorial* Las ocho propie- 
dades son los axiomas del espacio vectorial. Por tanto, este teorema establece que el con¬ 
junto de vectores en el piano (con el conjunto de los numeros reales) forma un espacio vec¬ 
torial. 


TEOREMA 11.2 LONGITUD DE UN MULTIPLO ESCALAR 
Sea v un vector y sea c un escalar. Entonces 

||cv|| = |c| ||v||. |c| es el valor absolute dec. 


Emmy Noether (1882-1935) 

La matematica alemana Emmy Noether 
contribuyo a nuestro conocimiento de los 
sistemas axiomaticos. Noether generalmente 
se reconoce como la principal matematica de 
la historia reciente. 


PARA MAYOR INFORMACION 

Para mas informacion acerca de Emmy 
Noether, ver el articulo "Emmy 
Noether, Greatest Woman 
M athematician" de Clark Kimberling 

en The Mathematics Teacher. 


(DEMQSTRftciorO Como cv = {cv v cv 2 ), se tiene que 

IMI = ||<cv 1( cv 2 )|| = V(cvj ) 2 + (cv 2 ) 2 
= Vc 2 v 2 + c 2 v 2 2 
= Vc 2 (v x 2 + v 2 2 ) 

= |c|Vvi + v 2 2 

En muchas aplicaciones de los vectores, es util encontrar un vector unitario quetenga 
la misma direccion que un vector dado. El teorema siguiente da un procedimiento para 
hacer esto. 


TEOREMA 11.3 VECTOR UNITARIO EN LA DIRECCION DE v 
Si v es un vector distinto de cero en el piano, entonces el vector 



tiene longitud 1 y la misma direccion que v. 


(DEMosTRAciofT Como l/||v|| es positivo y u = (l/||v||)v, se puede concluir que u tiene la 
misma direccion que v. Para ver que ||u|| = 1, se observa que 



= 1 . 


Por tanto, u tiene longitud 1 y la misma direccion que v. 

AI vector u del teorema 11.3 se le llama un vector unitario en la direccion de v. EI pro- 
ceso de multiplicar v por l/||v|| para obtener un vector unitario se llama normalizacion de v. 


* Para mas informacion sobre espacios vectoriales, ver Elementary Linear Algebra, 6a. ed., por 
Larson, Edwards y Falvo (Boston: Houghton Mifflin Company, 2009). 
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Desigualdad del triangulo 

Figura 11.9 


EJEMPLO 4 Hallar un vector unitario 


Hallar un vector unitario en la direccion de v = (-2, 5) y verificar que tiene longitud 1. 
Solucion Por el teorema 11.3, el vector unitario en la direccion de v es 


(-2, 5) 


Ml V(-2) 2 + (5) 2 729 

Este vector tiene longitud 1, porque 


(-2, 5) 


-2 


729' 729, 


■2 \ 2 


729/ 1729. 


/ 4 25 = /29 = . 

29 29 V 29 L 


Generalmente, la longitud de la suma de dos vectores no es igual a la suma de sus lon¬ 
gitudes. Para ver esto, basta tomar los vectores u y v de la figura 11.9. Considerando a u 
y v como dos de los lados de un triangulo, se puede ver que la longitud del tercer lado es 
||u + v||, y se tiene 

IIU + V || < 1111| + || V ||. 

La igualdad solo se da si los vectores uyv tienen la misma direccion. A este resultado se 
le llama la desigualdad del triangulo para vectores. (En el ejercicio 91, seccion 11.3, se 
pide demostrar esto.) 


Vectores unitarios canonicos o estandar 

A los vectores unitarios (1, 0) y (0, 1) se les llama vectores unitarios canonicos o estan¬ 
dar en el piano y se denotan por 

i = (1, 0) y j = (0, 1) Vectores unitarios canonicos o estandar. 




2- 



1- 

rH 

c7 

II 

•—5 

_L-c_ 



, II 

" l— 1 

CD 

1 - 


1 

1 > 

2 


Vectores unitarios canonicos o estandar i y j 

Figura 11.10 


como se muestra en la figura 11.10. Estos vectores pueden usarse para representar 
cualquier vector de manera unica, como sigue. 

v = <7, v 2 ) = (vj, 0) + <0, v 2 ) = Vj(l, 0) + v 2 (0,1) = v x i + v 2 j 

AI vector v = v x i + v 2 j se le llama una combinacion lineal de i y j. A los escalares v x 
y v 2 se les llama las componentes horizontal y vertical de v. 

EJEMPLO 5 Expresar un vector como combinacion lineal 
de vectores unitarios 

Sea u el vector con punto inicial (2, -5) y punto final (-1, 3), y sea v = 2i - j. Expresar 
cada vector como combinacion lineal de i y j. 

a) u b) w = 2u 3v 


Solucion 


a) u = (q 1 - p v q 2 - p 2 ) 

= <-1-2, 3 -(-5)) 

= <-3, 8) = -3i + 8j 

b) w = 2u — 3v = 2(—3i + 8j) — 3(2i — j) 

= — 6i + 16j — 6i + 3j 
= - 12i + 19j 
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y 



-l- 


Angulo 9 desde el eje x positivo hasta el 
vector u 

Figura 11.11 


400 COS(-20°) 



400 COS(20°) 

Fuerza resultante sobre el barco ejercida 
por los dos remolcadores 

Figura 11.12 


Si u es un vector unitario y des el angulo (medido en sentido contrario a las maneci- 
llas del reloj) desde el ejex positivo hasta u, el punto final deu esta en el circulo unitario, 
y se tiene 

u = (cos 6, sen d) = COS di + sen dj Vector unitario. 

como se muestra en la figura 11.11. Ademas, cualquier vector distinto de cero v que forma 
un angulo 0con el ejex positivo tiene la misma direccion queu y se puede escribir 

v = || v ||(cos 6, sen e) = || v || cos di + || v || sen 0j. 


EJEMPLO 6 Escribir un vector de magnitud y direccion dadas 

El vector v tiene una magnitud de 3 y forma un angulo de 30° = ir/6 con el eje x positi¬ 
vo. Expresar v como combinacion lineal de los vectores unitarios i y j. 

Solucion Como el angulo entre v y el eje x positivo es 6 = 77-/6, se puede escribir lo 
siguiente. 

v = || v || cos di + || v || senflj 

= 3 cos TTi + 3 sen —1 
6 6 J 


Aplicaciones de los vectores 

Los vectores tienen muchas aplicaciones en ffsica e ingenieria. Un ejemplo es la fuerza. 
U n vector puede usarse para representar fuerza porque la fuerza tiene magnitud y direc¬ 
cion. Si dos 0 mas fuerzas estan actuando sobre un objeto, entonces la fuerza resultante 
sobre el objeto es la suma vectorial de los vectores que representan las fuerzas. 

EJEMPLO 7 Hallar la fuerza resultante 

Dos botes remolcadores estan empujando un barco, como se muestra en la figura 11.12. 
Cada bote remolcador esta ejerciendo una fuerza de 400 libras. iCual es la fuerza resul¬ 
tante sobre el barco? 

Solucion Usando la figura 11.12, se pueden representar las fuerzas ejercidas por el 
primer y segundo botes remolcadores como 

F : = 400(cos 20°, sen 20°) 

= 400 cos(20°)i + 400sen(20°)j 
F 2 = 400(cos(-20°),sen(-20°)) 

= 400 cos(20°)i - 400sen(20°)j. 

La fuerza resultante sobre el barco es 
F = Fj + F 2 

= [400 cos(20°)i + 400sen(20°)j] + [400 cos(20°)i - 400sen(20°)j] 

= 800 cos(20°)i 
= 7521. 

Por tanto, la fuerza resultante sobre el barco es aproximadamente 752 libras en la direc¬ 
cion del ejex positivo. 
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En levantamientos topograficos y en la navegacion, un rumbo es una direccion que 
mide el angulo agudo que una trayectoria o linea de mira forma con una recta fija norte- 
sur. En la navegacion aerea, los rumbos se miden en el sentido de las manecillas del reloj 
en grados desde el norte. 

EJEMPLO 8 Hallar una velocidad 

Un avion viaja a una altitud fija con un factor de viento despreciable, y mantiene una 
velocidad de 500 millas por hora con un rumbo de 330°, como se muestra en la figura 
11.13a. Cuando alcanza cierto punto, el avion encuentra un viento con una velocidad de 
70 millas por hora en direccion 45° NE (45° este del norte), como se muestra en la figura 
11.13 b. ^Cuales son la velocidad y la direccion resultantes del avion? 

Solucion Usando la figura 11.13a, representar la velocidad del avion (solo) como 

v x = 500 cos(120°)i + 500sen(120°)j. 



b) Direccion con viento 

Figura 11.13 


La velocidad del viento se representa por el vector 
v 2 = 70 cos(45°)i + 70sen(45°)j. 

La velocidad resultante del avion (en el viento) es 

v = Vi + v 2 = 500 cos(120°)i + 500sen(120°)j + 70 cos(45°)i + 70sen(45°)j 
« — 200.5 i + 482.5j. 

Para encontrar la velocidad y la direccion resultantes, escribir v = || v||(cos 6 i + sen 6 j). 
Como ||v|| ~ V( — 200.5) 2 + (482.5) 2 ~ 522.5, se puede escribir 

V “ 522J (^^ i + j ) ~ 522.5,[cos(l 12.6°)i + sen(l 12.6°)j]. 

La nueva velocidad del avion, alterada por el viento, es aproximadamente 522.5 millas por hora 
en una trayectoria que forma un angulo de 112.6° con el eje x positivo. 



Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 4, a) dar el vector v mediante sus compo- En los ejercicios 5 a 8, hallar los vectores u y v cuyos puntos ini- 

nentes y b ) dibujar el vector con su punto inicial en el origen. cial y final se dan. Mostrar que u y v son equivalentes. 


i. , 



4- 


•0,4) 

3 - 



2 - 

1 i 

vD 

1 1 1 V 


1 1 

_ 1 2 

III* 

4 5 6 

-2- 


•(3,-2) 



5. u: (3, 2), (5, 6) 
v: (1,4), (3,8) 

7. u: (0,3), (6, -2) 
v: (3, 10), (9, 5) 


6. u: (-4,0), (1,8) 
v: (2,-1), (7,7) 

8. u: (-4,-1), (11, -4) 
v: (10, 13), (25, 10) 


En los ejercicios 9 a 16, se dan los puntos inicial y final de un vec¬ 
tor v. a) Dibujar el segmento de recta dirigido dado, b) expresar 
el vector mediante sus componentes, c) expresar el vector como 
la combinacion lineal de los vectores unitarios estandar i y j y d) 
dibujar el vector con el punto inicial en el origen. 


Punto 

Punto 

Punto 

Punto 

inicial 

final 

inicial 

final 

9. (2,0) 

(5,5) 

10. (4, -6) 

(3,6) 

11. (8,3) 

(6,-1) 

12. (0, -4) 

(-5,-1) 
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Punto Punto 

inicial final 

13. (6, 2) (6, 6) 

15- (if) (i3) 


Punto Punto 

inicial final 


14. (7,-1) (-3,-1) 

16.(0.12,0.60) (0.84,1.25) 


En los ejercicios 41 a 44, hallar lo siguiente. 


a) ||u|| b) || v || 


c ) || u + v || 




/) 


u + v 
U + v|| 


En los ejercicios 17 y 18, dibujar cada uno de los multiplos 
escalares de v. 

17. v = (3, 5) 


a) 

2v 

b) — 3v 

c) 

7 

2V 

d) §v 

v = 

= <- 

2,3) 




a) 

4v 

b) -\y 

C ) 

Ov 

d) — 6v 


En los ejercicios 19 a 22, usar la figura para representar grafi- 
camente el vector. 


y 



41. u = <1,-1> 

42. u = (0,1) 

v = (-1,2) 

Pr 

i 

CO 

II 

43. u = (l,f) 

44. u = (2, -4) 

v = (2,3) 

v = (5,5) 

En los ejercicios 45 y 46, representar graficamente u, v y u + v. 
Despues demostrar la desigualdad del triangulo usando los vec- 

tores u y v. 


45. u = (2,1), v 

= (5,4) 46. u = (-3,2), v = (1, —2) 

En los ejercicios 47 a 50, hallar el vector v de la magnitud dada 
y en la misma direccion que u. 

Magnitud 

Direccion 

4^ 

<1 

^T 

II 

o\ 

U = (0, 3) 

II 

oo 

Tf 

u = (1,1) 

49. ||v|| = 5 

« = (-!, 2) 

<N 

II 

© 

u = (73, 3) 


19. -u 20. 2u 

21. u - v 22. u + 2 v 

En los ejercicios 23 y 24, hallar a) |u, b) v — u y c ) 2u + 5v. 

23. u = <4, 9) 24. u = (-3, -8) 

v = (2, —5) v = (8, 25) 

En los ejercicios 25 a 28, hallar el vector v donde u = (2, — 1) y 
w = (1,2). Ilustrar geometricamente las operaciones vectoriales. 

25. v = |u 26. v = u + w 

27. v = u + 2w 28. v = 5u — 3w 

En los ejercicios 29 y 30 se dan el vector v y su punto inicial. 
Hallar el punto final. 

29. v = (-1,3); punto inicial: (4, 2) 

30. v = (4,-9); punto inicial: (5, 3) 

En los ejercicios 31 a 36, encontrar la magnitud de v. 

31. v = 7i 32. v = — 3i 

33. v = (4,3) 34. v = (12, -5) 

35. v = 6 i — 5j 36. v = — lOi + 3j 

En los ejercicios 37 a 40, hallar el vector unitario en la direccion 
de v y verificar que tiene longitud 1. 

38. v = (-5, 15) 

40. v = (-6.2, 3.4) 


En los ejercicios 51 a 54, hallar las componentes de v dadas su 
magnitud y el angulo que forma con el eje x positivo. 

51. || v || = 3, 0 = 0° 52. || v || = 5, 0 = 120° 

53. ||v|| = 2, 0=150° 54. ||v|| = 4, 0 = 3.5° 

En los ejercicios 55 a 58, hallar las componentes de u + v dadas 
las longitudes de u y v y los angulos que u y v forman con el eje 
x positivo. 


55. 

Il«ll = 

1 , 

0u 

= 0° 

56. ||u|| 

II 

II 

O 

o 


IMI = 

3, 

6, 

= 45° 

IMI 

= 2, 0 V = 60° 

57. 

Hull = 

2, 

Ou 

= 4 

58. ||u|| 

= 5, 0 U = -0.5 


IMI = 

1 , 

6, 

= 2 

IMI 

= 5, 0 V = 0.5 


Desarrollo de conceptos 


59. Explicar, con sus propias palabras, la diferencia entre un 
escalar y un vector. Dar ejemplos de cada uno. 

60. Describir geometricamente las operaciones de suma de vec¬ 
tores y de multiplicacion de un vector por un escalar. 

61. Identificar la cantidad como escalar o como vector. Explicar 
el razonamiento. 

a) La velocidad en la boca de canon de un arma de fuego. 

b) El precio de las acciones de una empresa. 

62. Identificar la cantidad como escalar o como vector. Explicar 
el razonamiento. 

a) La temperatura del aire en un cuarto. 

b ) El peso de un automovil. 


37. v = (3, 12) 

39. v = <§,§) 
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En los ejercicios 63 a 68, hallar a y b tales que v = an + bw, 
donde u = (1,2) y w = (1, -1). 

63. y = (2,1) 64. v = (0,3) 

65. y = (3,0) 66. v = (3,3) 

67. v = (1,1) 68. v = (-1,7) 

En los ejercicios 69 a 74, hallar un vector unitario a) paralelo y 

b) normal a la grafica de /en el punto dado. Despues represen- 
tar graficamente los vectores y la funcion. 


79. 


80. 




Funcion 

Punto 

69. fix) = x 2 

(3,9) 

70. fix) = -x 2 + 5 

(1,4) 

71. fix) = x 3 

(1,1) 

72. fix) = x 3 

(-2,-8) 

73. f(x) = V25 - x 2 

(3,4) 

74. f{x) = tail x 

(?•>) 


81. Fuerza resultante Fuerzas con magnitudes de 500 libras y 
200 libras actuan sobre una pieza de la maquina a angulos de 
30° y —45°, respectivamente, con el eje v (ver la figura). Hallar 
la direccion y la magnitud de la fuerza resultante. 


En los ejercicios 75 y 76, expresar v mediante sus componentes, 
dadas las magnitudes de u y de u + v y los angulos que u y u + v 
forman con el eje x positivo. 




75. 


76. 


| u || = 4,0 = 30° 

II u + v|| = 6,0 = 120° 


|| u || = 1,0 = 45° 

II u + v|| = V2,e = 90° 

■ 77. Programacion Se dan las magnitudes de u y v y los angulos 
que u y v forman con el eje x positivo. Escribir un programa 
para una herramienta de graficacion que calcule lo siguiente. 

a) u + v b) || u H- v || 

c) El angulo que u + v forma con el eje v positivo 

d) Utilizar el programa para encontrar la magnitud y la direccion 
de la resultante de los vectores indicados. 


Figura para 81 


Figura para 82 


m 82. Analisis numerico y grafico Fuerzas con magnitudes de 180 
newtons y 275 newtons actuan sobre un gancho (ver la figura). 
El angulo entre las dos fuerzas es de 0 grados. 

a) Si 0 = 30°, hallar la direccion y la magnitud de la fuerza 
resultante. 

b) Expresar la magnitud M y la direccion a de la fuerza resul¬ 
tante en funciones de 0, donde 0° < 0 < 180°. 

c) Usar una herramienta de graficacion para completar la tabla. 



0 

0° 

30° 

o 

O 

\o 

O 

o 

120° 

150° 

180° 

M 








a 









Para discusion 


78. Los puntos inicial y final del vector v son (3, -4) y (9, 1), 
respectivamente. 

a) Escribir v en forma de componentes. 

b) Escribir v como la combination lineal de los vectores 
unitarios estandar i y j. 

c) Dibujar v con su punto inicial en el origen. 

d) Encontrar la magnitud de v. 


■ En los ejercicios 79 y 80, usar una herramienta de graficacion 
para encontrar la magnitud y la direccion de la resultante de los 
vectores. 


d) Usar una herramienta de graficacion para representar las dos 
funciones My a. 

e) Explicar por que una de las funciones disminuye cuando 0 
aumenta mientras que la otra no. 

83. Fuerza resultante Tres fuerzas de magnitudes de 75 libras, 
100 libras y 125 libras actuan sobre un objeto a angulos de 30°, 
45° y 120°, respectivamente, con el eje v positivo. Hallar la 
direccion y la magnitud de la fuerza resultante. 

84. Fuerza resultante Tres fuerzas de magnitudes de 400 new¬ 
tons, 280 newtons y 350 newtons, actuan sobre un objeto a 
angulos de —30°, 45° y 135°, respectivamente, con el eje v po¬ 
sitivo. Hallar la direccion y la magnitud de la fuerza resultante. 

85. Para pensar Considerar dos fuerzas de la misma magnitud 
que actuan sobre un punto. 

a) Si la magnitud de la resultante es la suma de las magnitudes 
de las dos fuerzas, hacer una conjetura acerca del angulo 
entre las fuerzas. 
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b) Si la resultante de las fuerzas es 0 , hacer una conjetura acer- 
ca del angulo entre las fuerzas. 

c) i Puede ser la magnitud de la resultante mayor que la suma de 
las magnitudes de las dos fuerzas? Explicar la respuesta. 

86. Razonamiento grafico Considerar dos fuerzas F x = (20, 0) y 
F 2 = 10(cos 6, senfl). 

a) Hallar ||F X + F 2 ||. 

PM b) Determinar la magnitud de la resultante como funcion de 0. 
Usar una herramienta de graficacion para representar la fun¬ 
cion para 0 < 0 < 2tt. 

c) Usar la grafica en el inciso b) para determinar el rango de la 
funcion. ^Cual es su maximo y con que valor de flseobtiene? 
iCual es su minimo y con que valor de 0 se obtiene? 

d) Explicar por que la magnitud de la resultante nunca es 0. 

87. Tres de los vertices de un paralelogramo son (1, 2), (3, 1) y 
(8, 4). Hallar las tres posibilidades para el cuarto vertice (ver la 
figura). 


y 


6 


5- 


4- 

•(8,4) 

3- 

2- 

I .(1,2) 

1 

i i i i 

•(3,1) 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 w 

1 1 1 1 

-4-3-2-1 - 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 > 

123456789 10 


88. Usar vectores para encontrar los puntos de triseccion del seg¬ 
ment de recta con puntos terminales (1, 2) y (7, 5). 

Tension de un cable En los ejercicios 89 y 90, usar la figura 
para determinar la tension en cada cable que sostiene la carga 
dada. 



10 pulcj ^ 20 pulg 



91. Movimiento de un proyectil U n arma con una velocidad en la 
boca de canon de 1 200 pies por segundo se dispara a un angu¬ 
lo de 6° sobre la horizontal. Encontrar las componentes hori¬ 
zontal y vertical de la velocidad. 

92. Carga compartida Para llevar una pesa cilindrica de 100 li¬ 
bras, dos trabajadores sostienen los extremos de unas sogas cor- 
tas atadas a un aro en el centro de la parte superior del cilindro. 
U na soga forma un angulo de 20° con la vertical y la otra forma 
un angulo de 30° (ver la figura). 

a) Hallar la tension de cada soga si la fuerza resultante es ver¬ 
tical. 

b) Hallar la componente vertical de la fuerza de cada trabajador. 



Figura para 92 Figura para 93 

93. Navegacion Un avion vuela en direccion 302°. Su velocidad 
con respecto al aire es de 900 kilometros por hora. El viento a 
la altitud del avion vienedel suroestea 100 kilometros por hora 
(ver la figura). <;Cual es la verdadera direccion del avion y cual 
es su velocidad respecto al suelo? 

94. Navegacion U n avion vuela a una velocidad constante de 400 
millas por hora hacia el este, respecto al suelo, y se encuentra 
con un viento de 50 millas por hora proveniente del noroeste. 
Encontrar la velocidad relativa al aire y el rumbo quepermitiran 
al avion mantener su velocidad respecto al suelo y su direccion 
hacia el este. 


i Verdadero 0 falso? En los ejercicios 95 a 100, determinar si la 

afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 

dar un ejemplo que demuestre que es falsa. 

95. Si u y v tienen la misma magnitud y direccion, entonces u y v 
son equivalentes. 

96. Si uesun vector unitarioen la direccion dev, entonces v = ||v||u. 

97. Si u = a\ + b] es un vector unitario, entonces a 2 + b 2 = 1. 

98. Si v = a\ + b\ = 0, entonces a = -b. 

99. Si a = b, entonces ||ai + fcj|| = V2a. 

100. Si u y v tienen la misma magnitud pero direcciones opuestas, 
entonces u + v = 0. 

101. Demostrar queu = (cos o)\ - (sen 0)j y v = (sen o)\ + (cos <?)j 
son vectores unitarios para todo angulo e. 

102. Geometria Usando vectores, demostrar que el segmento de 
recta que une los puntos medios de dos lados de un triangulo 
es paralelo y mide la mitad de longitud, del tercer lado. 

103. Geometria Usando vectores, demostrar que las diagonalesde 
un paralelogramo se cortan a la mitad. 

104. Demostrar que el vector w = ||u||v + ||v||u corta a la mitad 
el angulo entre u y v. 

105. Considerar el vector u = (x,y). Describirel conjunto detodos 
los puntos (x, y) tales que ||u|| = 5. 


Preparacion del examen Putman 


106. U n arma deartilleria de costa puede ser disparada a cualquier 
angulo de elevacion entre 0° y 90° en un piano vertical fijo. 
Si sedesprecia la resistencia del ai re y la velocidad en la boca 
de canon es constante (= v 0 ), determinar el conjunto H de 
puntos en el piano y sobre la horizontal que puede ser gol- 
peado. 

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 

© The M athematical Association of America. Todos los derechos reservados. 
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11.2 


Coordenadas y vectores en el espacio 


■ Entender el sistema de coordenadas rectangulares tridimensional. 

■ Analizar vectores en el espacio. 

■ Utilizar vectores tridimensionales para resolver problemas de la vida real. 


z 



Sistema de coordenadas tridimensional 

Figura 11.14 


Coordenadas en el espacio 

Hasta este punto del texto ha interesado principalmente el sistema de coordenadas 
bidimensional. En buena partedeloque restadel estudiodel calculose emplea el sis¬ 
tema de coordenadas tridimensional. 

A ntes de extender el concepto de vector a tres dimensiones, se debe poder iden- 
tificar puntOS en el sistema de coordenadas tridimensional. Se puede construir este 
sistema trazando en el origen un ejez perpendicular al ejexy al ejey. La figura 11.14 
muestra la porcion positiva de cada eje de coordenadas. Tornados por pares, los ejes 
determinan tres pianos coordenados: el piano xy, el piano xz y el piano yz. Estos 
tres pianos coordenados dividen el espacio tridimensional en ocho octantes. El primer 
octante es en el que todas las coordenadas son positivas. En este sistema tridimen¬ 
sional, un punto p en el espacio esta determinado por una terna ordenada (x, >>, z) 
dondex, y y z son: 

x = distancia dirigida que va del piano yz a P 

y = distancia dirigida que va del piano xz aP 

z = distancia dirigida que va del piano xy a P 

En la figura 11.15 se muestran varios puntos. 


Z 




Sistema 

dextrogiro 

Figura 11.16 



Sistema 

levogiro 


Los puntos en el sistema de coordenadas tridimensional se 
representan por medio de ternas ordenadas 

Figura 11.15 


Un sistema de coordenadas tridimensional puede tener orientacion levogira 
o dextrogira. Para determinar la orientacion de un sistema, se puede imaginar de pie 
en el origen, con los brazos apuntando en direccion de los ejes x y y positivo y el eje 
z apuntando hacia arriba, como se muestra en la figura 11.16. El sistema es dextrogiro 
o levogiro dependiendo de que mano queda apuntando a lo largo del eje*. En este 
texto, se trabaja exclusivamente con el sistema dextrogiro. 
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z 


U 2 , y 2 , z 2 ) 



y /(x 2 -x 1 ) 2 + (y 2 -y 1 ) 2 

Distancia entre dos puntos en el espacio 

Figura 11.17 


z 



Figura 11.18 


M uchas de las formulas establecidas para el sistema de coordenadas bidimensional 
pueden extenderse a tres dimensiones. Por ejemplo, para encontrar la distancia entre dos 
puntos en el espacio, se usa dos veces el teorema pitagorico, como se muestra en la figu¬ 
ra 11.17. Haciendo esto, seobtiene la formula de la distancia entre los puntos (x v y v zj y 

(*2« 3 , 2- z 2 )- 


d = -J{x 2 — *i) 2 + (^2 — Ji) 2 + fe — z i) 2 Formula de la distancia. 


EJEMPLO I Distancia entre dos puntos en el espacio 

La distancia entre los puntos (2, -1, 3) y (1, 0, -2) es 

d = V(1 — 2) 2 + (0 + l) 2 + (— 2 — 3) 2 Formula de la distancia. 

= VI + 1 + 25 
= V27 

= 3V3. _ 


U na esfera con centra en (x 0 , y 0 , z„) y radio r esta definida como el conjunto de todos 
los puntos (x, y, z ) tales que la distancia entre (x, y, z) y (x 0 , y 0 , z 0 ) es r. Se puede usar la 
formula de la distancia para encontrar la ecuacion canonica o estandar de una esfera de 
radio r, con centra en (x 0 , y 0 , z 0 ). Si (x, y, z) es un punto arbitrario en la esfera, la ecuacion 
de la esfera es 


(x — x 0 ) 2 + (y — y 0 ) 2 + {z — z 0 ) 2 = r2 Ecuacion de la esfera. 

como se muestra en la figura 11.18. El punto medio del segmento de recta que une a los 
puntos (x v y v z x ) y (x 2 , y 2 , z 2 ) tiene coordenadas 


x 1 + x 2 y 2 + y 2 Zx + z 2 


Regia del punto medio. 


EJEMPLO 2 Ecuacion de una esfera 

Hallar la ecuacion canonica o estandar de la esfera que tiene los puntos (5, -2, 3) y 
(0, 4, -3) como extremos de un diametro. 


Solucion Segun la regia del punto medio, el centra de la esfera es 
(5 + 0 -2 + 4 3 - 3\ (5 . n \ 

I—^—- — 2 —' —2— / = 12' ^)' Re9la del punt0 medi0, 

Segun la formula de la distancia, el radio es 


0 - f) 2 + (4 - l) 2 + (-3 - 0) 2 = = ^y 7 . 


Por consiguiente, la ecuacion canonica o estandar de la esfera es 


x - |) 2 + (y - l) 2 + z 2 = y. 


Ecuacion de la esfera. 






















SECCION 11.2 Coordenadas y vectores en el espacio 


777 


z 



Vectores en el espacio 

En el espacio los vectores se denotan mediante ternas ordenadas v = (v 1( v 2 , v 3 >. El vec¬ 
tor cero se denota por 0 = <0, 0, 0). Usando los vectores unitarios i = <1, 0, 0), 
j = <0,1, 0) y k = <0, 0,1) en la direccion del eje positivo z, la notacion empleando los 
vectores unitarios canonicos o estandar para v es 

v = v 3 i + v 2 j + v 3 k 

como se muestra en la figura 11.19. Si v se representa por el segmento de recta dirigido de 
P{p v P2' ft) a Q(<h' ft- ft)- como se muestra en la figura 11.20, las componentes de v se 
obtienen restando las coordenadas del punto inicial de las coordenadas del punto final, 
como sigue 

v = <v 1( v 2 , v 3 ) = <ft - p v q 2 ~ p 2 , ft ~ ft) 


Los vectores unitarios canonicos o estandar 
en el espacio 

Figura 11.19 


Z 



\={q l ~p v q 2 -p 2 ' q^-Pi) 

Figura 11.20 


VECTORES ENEL ESPACIO 

Sean u = (u v u 2 , u 3 ) y v = <v lf v 2 , v 3 ) vectores en el espacio y sea c un escalar. 

1. Igualdad de vectores: u = v si y solo si u x = v 1# u 2 = v 2 y u 3 = v 3 . 

2. Expresidn mediante las componentes: Si v se representa por el segmento de recta 
dirigido de p(p 1 ,p 2 ,p 3 ) a Q(q v q 2 , q 3 ), entonces 

v = <v 1( v 2 , v 3 ) = (q 1 ~ ft, q 2 ~ ft, ft - ft). 

3. Longitud: ||v|| = 7v 2 + v 2 2 + v 3 

V / 1 \ 

4. Vector unitario en la direccion de v: ||^| = ) y i' v 2 > v 3 )> v # 0 

5. Suma de vectores: v + u = (vj + u v v 2 + u 2 , v 3 + w 3 ) 

6. Multiplicacion por un escalar: c\ = (cvj, cv 2 , cv 3 ) 


Las propiedades de la suma de vectores y de la multiplicacion por un escalar dadas en el 
teorema 11.1 son tambien validas para vectores en el espacio. ■ 


EJEMPLO 3 Hallar las componentes de un vector en el espacio 

Hallarlas componentes y la longitud del vector v que tiene punto inicial (-2, 3, l)y punto 
final (0, -4,4). Despues, hallar un vector unitario en la direccion dev. 

Solucion El vector v dado mediante sus componentes es 

V = (ft - ft, ft “ ft' ft “ ft) = <0 - (-2), -4 - 3, 4 - 1) 

= <2,-7, 3) 

lo cual implica que su longitud es 

||v|| = V2 2 + (-7) 2 + 3 2 = V62. 

El vector unitario en la direccion de v es 




-7, 3) 



V62' 762' 762, 
















778 


CA PITU L0 11 Vectoresy la geometria del espacio 


y 



Yectores paralelos 

Figura 11.21 


z 



Los puntos P,Qy R estan en la misma 
recta 

Figura 11.22 


Recordar que en la definicion de la multiplicacion por un escalar se vio que multiplos 
escalares positivos de un vector v distinto de cero tienen la misma direccion que v, mien- 
tras que multi plos negativos tienen direccion opuesta a la de v. En general, dos vectores 
distintos de cero u y v son paralelos si existe algun escalar c tal que u = cv. 


DEFINICION DE VECTORES PARALELOS 

Dos vectores distintos de cero u y v son paralelos si hay algun escalar c tal que 
u = cv. 


Por ejemplo, en la figura 11.21, los vectores u, v y w son paralelos porque u = 2v y 

W = —V. 


EJEMPLO 4 Vectores paralelos 

El vector w tiene punto inicial (2, -1, 3) y punto final (-4, 7, 5). iCual de los vectores 
siguientes es paralelo a w? 

a) u = (3, -4,-1) 

b) v = (12,-16,4) 

Solucion Empezar expresando w mediante sus componentes. 
w = (-4 - 2, 7 - (-1), 5 - 3) = (-6, 8,2) 

a) Como u = (3, -4, -1) = — \{-b, 8, 2) = -\ w, se puede concluir que u es parale¬ 
lo a w. 

b) En este caso, se quiere encontrar un escalar c tal que 

(12,-16, 4) = c(-6, 8, 2). 

12 = -6c -> c = -2 
—16= 8c — > c = — 2 
4 = 2c —» c = 2 

Como no hay un c para el cual la ecuacion tenga solucion, los vectores no son para¬ 
lelos. 

EJEMPLO 5 Uso de vectores para determinar puntos colineales 

Determinar si los puntos P(l, -2, 3), 2(2,1, 0) y R( 4, 7, -6) son colineales. 

Solucion Los componentes de PQ y PR son 
PQ = (2 - 1, 1 - (-2), 0 - 3) = (1, 3, -3) 


y 

PR = (4 - 1, 7 - (-2), -6 - 3) = (3, 9, -9). 

Estos dos vectores tienen un punto inicial comun. Por tanto, P, Qy R estan en la misma 
recta si y solo si PQ y PR son paralelos. PQ y PR son paralelos ya que PR = 3 PQ, como 
se muestra en la figura 11.22. 
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EJEMPLO 6 Notacion empleando los vectores unitarios 
canonicos 


z 


P (0, 0, 4) 



X 


Figura 11.23 


a) Expresar el vector v = 4i - 5k por medio de sus componentes. 

b) Hallar el punto final del vector v = 7i - j + 3k, dado que el punto inicial es 
P(- 2, 3, 5). 

Solucion 

a) Como falta j, su componente es 0 y 

v = 4i - 5k = (4, 0, -5). 

b) Se necesita encontrar Q(q v q 2 , q 3 ) tal que v = PQ = 7i - j + 3k. Esto implica que 
q 3 - (-2) = 7, q 2 - 3 = -1 y q 3 - 5 = 3. La solucion de estas tres ecuaciones es 
<7i = 5, q 2 = 2 y q 3 = 8. Por tanto, Q es (5, 2, 8). 

Aplicacion 

EJEMPLO 7 Magnitud de una fuerza 

U na camara de television de 120 libras esta colocada en un tripode, como se muestra en la 
figura 11.23. Representar la fuerza ejercida en cada pata del tripode como un vector. 

Solucion Sean los vectores F 1( F 2 y F 3 las fuerzas ejercidas en las tres patas. A partir de 
la figura 11.23, se puede determinar que las direcciones de F x , f 2 y F 3 son las siguientes. 

PQ, = (0 - 0, -1 - 0, 0 - 4) = <0, -1, -4) 




Como cada pata tiene la misma longitud, y la fuerza total se distribuye igualmente entre 
las tres patas, se sabe que HfJ = ||F 2 || = ||F 3 ||. Por tanto, existe una constante c tal que 



Sea la fuerza total ejercida por el objeto la dada por F = <0, 0, -120). Entonces, usando 
el hecho que 

F = Fj + F 2 + F 3 

se puede concluir que F 1( F 2 y F 3 tienen todas una componente vertical de -40. Esto 
implica que c(-4) = -40 y c = 10. Por tanto, las fuerzas ejercidas sobre las patas 
pueden representarse por 


Z 


P(0, 0, 4) 





Figura 11.23 


F, = <0, -10, -40) 

F 2 = (5V3,5,-40) 

F 3 = (-5V3, 5,-40). 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 y 2, aproximar las coordenadas de los puntos. 



En los ejercicios 3 a 6, representar los puntos en el mismo sis- 
tema de coordenadas tridimensional. 


3. a) (2,1, 3) 

4. a) (3, -2,5) 

5. a) (5, -2,2) 

6. a) (0,4, -5) 


b) (-1,2,1) 
b) (|,4,-2) 
b) (5, -2,-2) 
b) (4,0,5) 


En los ejercicios 7 a 10, hallar las coordenadas del punto. 

7. El punto se localiza tres unidades detras del piano yz, cuatro 
unidades a la derecha del piano xz y cinco unidades arriba del 
piano xy. 

8. El punto se localiza siete unidades delante del piano yz, dos 
unidades a la izquierda del piano xz y una unidad debajo del 
piano xy. 

9. El punto se localiza en el ejex, 12 unidades delante del piano yz. 

10. El punto se localiza en el piano yz, tres unidades a la derecha del 
piano xz y dos unidades arriba del piano xy. 

11. Para pensar iCual es la coordenada z de todo punto en el 
piano xy? 

12. Para pensar «;Cual es la coordenada x de todo punto en el 
piano yz? 


En los ejercicios 29 a 32, hallar las longitudes de los lados del 
triangulo con los vertices que se indican, y determinar si el trian- 
gulo es un triangulo rectangulo, un triangulo isosceles, o ningu- 
na de ambas cosas. 

29. (0, 0,4), (2,6, 7), (6, 4, -8) 

30. (3, 4, 1), (0, 6, 2), (3, 5, 6) 

31. (-1,0,-2), (-1, 5, 2), (-3,-1, 1) 

32. (4, -1, -1), (2, 0, -4), (3, 5, -1) 

33. Para pensar El triangulo del ejercicio 29 se traslada cinco 
unidades hacia arriba a lo largo del ejez. Determinar las coor¬ 
denadas del triangulo trasladado. 

34. Para pensar El triangulo del ejercicio 30 se traslada tres 
unidades a la derecha a lo largo del ejey. Determinar las coor¬ 
denadas del triangulo trasladado. 

En los ejercicios 35 y 36, hallar las coordenadas del punto medio 
del segmento de recta que une los puntos. 

35. (5, -9, 7), (-2, 3, 3) 36. (4, 0, -6), (8, 8, 20) 

En los ejercicios 37 a 40, hallar la ecuacion estandar de la esfera. 

37. Centro: (0,2,5) 38. Centro: (4,-1,1) 

Radio: 2 Radio: 5 

39. Puntos terminales de un diametro: (2, 0, 0), (0, 6, 0) 

40. Centro: (-3, 2, 4), tangente al piano yz 

En los ejercicios 41 a 44, completar el cuadrado para dar la 
ecuacion de la esfera en forma canonica o estandar. Hallar el 
centro y el radio. 

41. x 2 + y 2 + z 2 — 2x + 6y + 8z + 1 = 0 

42. x 2 + y 2 + z 2 + 9x - 2y + 10z + 19 = 0 

43. 9x 2 + 9y 2 + 9z 2 - 6x + 18y +1 = 0 

44. 4x 2 + 4y 2 + 4z 2 — 24x — 4y + 8z — 23 = 0 


En los ejercicios 13 a 24, determinar la localizacion de un punto 
(x, y, z) que satisfaga la(s) condicion(es). 


13. z = 6 

15. x = - 3 

17. y < 0 

19. \y\ < 3 

21. xy > 0, z = — 3 

23. xyz < 0 


14. y = 2 

16. z = -f 

18. x > 0 
20. |x| > 4 
22. xy < 0, z = 4 
24. xyz > 0 


En los ejercicios 25 a 28, hallar la distancia entre los puntos. 

25. (0,0,0), (-4,2,7) 

26. (-2,3,2), (2, -5,-2) 

27. (1, -2,4), (6, -2,-2) 

28. (2,2,3), (4, -5,6) 


En los ejercicios 45 a 48, describir el solido que satisface la con- 
dicion. 

45. x 2 + y 2 + z 2 < 36 46. x 2 + y 2 + z 2 > 4 

47. x 2 + y 2 + z 2 < 4x — 6y + 8z — 13 

48. x 2 + y 2 + z 2 > -4x + 6y - 8z - 13 

En los ejercicios 49 a 52, a) encontrar las componentes del vector v, 

b) escribir el vector utilizando la notacion del vector unitario estan¬ 
dar y C) dibujar el vector con su punto inicial en el origen. 

49. ^ 50. * 
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51. z 52. z 




En los ejercicios 53 a 56, hallar las componentes y la magnitud 
del vector v, dados sus puntos inicial y final. Despues hallar un 
vector unitario en la direccion de v. 


Punto inicial 

53. (3,2,0) 

54. (4, -5,2) 

55. (-4,3, 1) 

56. (1, —2,4) 


Punto final 
(4,1,6) 
(-1,7,-3) 
(-5,3,0) 
(2,4, -2) 


71. z tiene el punto inicial (1, — 1,3) y el punto final (—2,3,5). 

a) — 6i + 8j + 4k b) 4j + 2k 

72. z tiene el punto inicial (5,4,1) y el punto final (—2, —4,4). 

a) (7,6,2) b) (14,16, -6) 

En los ejercicios 73 a 76, usar vectores para determinar si los 
puntos son colineales. 

73. (0, -2, -5), (3,4,4), (2,2,1) 

74. (4,-2, 7), (-2,0,3), (7,-3,9) 

75. (1,2,4), (2,5,0), (0,1,5) 

76. (0,0,0), (1,3, —2), (2, —6,4) 

En los ejercicios 77 y 78, usar vectores para demostrar que los 
puntos son vertices de un paralelogramo. 

77. (2,9,1), (3,11,4), (0, 10,2), (1,12,5) 

78. (1,1,3), (9,-1, -2), (11,2, -9), (3,4, -4) 


En los ejercicios 57 y 58 se indican los puntos inicial y final de un 
vector v. a) Dibujar el segmento de recta dirigido, b) encontrar 
las componentes del vector, c) escribir el vector usando la nota- 
cion del vector unitario estandar y d) dibujar el vector con su 
punto inicial en el origen. 

57. Punto inicial: (—1,2, 3) 58. Punto inicial: (2, - 1, -2) 

Punto final: (3,3,4) Punto final: (—4, 3,7) 

En los ejercicios 59 y 60, se dan el vector v y su punto inicial. 
Encontrar el punto final. 

59. v = <3,-5,6) 60. v = (l, — |,j) 

Punto inicial: (0, 6, 2) Punto inicial: (o,2, §) 

En los ejercicios 61 y 62, hallar cada uno de los multiplos esca- 
lares de v y representar su grafica. 


En los ejercicios 79 a 84, hallar la longitud de v. 

79. v = (0,0,0) 80. v = (1,0,3) 

81. v = 3j - 5k 82. v = 2i + 5j - k 

83. v = i - 2j - 3k 84. v = -4i + 3j + 7k 

En los ejercicios 85 a 88, hallar un vector unitario a) en la direc¬ 
cion de v y b) en la direccion opuesta a u. 

85. v = (2, -1,2) 86. v = (6,0,8) 

87. v = (3,2, -5) 88. v = (8,0,0) 

89. Programacion Se dan las componentes de los vectores u y v. 
Escribir un programa para una herramienta de graficacion don- 
de el resultado es a) las componentes de u + v, b) ||u + v||, 
c) ||u|| y d) ||v||. e) Ejecutar el programa para los vectores 
u = (— 1,3,4) y v = (5,4.5,-6). 


61. v = (1,2,2) 
a) 2v b) -v 

c) §v d) Ov 


62. v = (2,-2,1) 
a) -v b ) 2v 

c) \y d) fv 


En los ejercicios 63 a 68, encontrar el vector z, dado que u = 
(l,2,3),v = (2,2,—l}yw = <4,0,-4). 


Para discusion 


90. Considerar dos vectores distintos de cero u y v,y sean sy t 
numeros reales. Describir la figura geometrica generada por 
los puntos finales de los tres vectores tv, u + tv y su + tv. 


63. z = u - v 64. z = u - v + 2w 

65. z = 2u + 4v — w 66. z = 5u — 3v — 

67. 2z — 3u = w 68. 2u + v - w + 3z = 0 

En los ejercicios 69 a 72, determinar cuales de los vectores son 
paralelos a z. Usar una herramienta de graficacion para confir- 
mar sus resultados. 


En los ejercicios 91 y 92, determinar los valores de c que satis- 
facen la ecuacion. Sea u = i + 2j + 3k y v = 2i + 2j — k. 

91. ||cv|| = 7 92. ||cu|| = 4 

En los ejercicios 93 a 96, encontrar el vector v con la magnitud 
dada y en direccion de u. 


z = (3,2, -5) 

col^t 

+ 

tskn 

1 

i-hUN 

II 

N 

© 

O 

Magnitud 

Direccion 

a) (-6,-4,10) 

b) (2,1,-f) 

c) (6,4,10) 

d) (1, —4,2) 

a) 6i - 4j + 9k 

b) —i + fj — §k 

c) 12i + 9k 

d) !• - J + |k 

93. 10 

94. 3 

95. | 

96. 7 

U = (0, 3, 3) 
u = (1,1,1) 
u = (2, -2, 1) 
u = (-4,6, 2) 













782 


CAPITULO 11 Vectores y la geometrfa del espacio 


En los ejercicios 97 y 98, dibujar el vector v y dar sus compo- 
nentes. 

97. v esta en el piano yz, tiene magnitud 2 y forma un angulo de 
30° con el eje y positivo. 

98. v esta en el piano xz, tiene magnitud 5 y forma un angulo de 
45° con el eje z positivo. 

En los ejercicios 99 y 100, usar vectores para encontrar el punto 
que se encuentra a dos tercios del camino de P a Q. 

99. S(4,3,0), 2(1,-3,3) 100.5(1,2,5), 2(6,8,2) 

101. Sean u = i+ j,v = j + k y w = «u + b\. 

a) Dibujar u y v. 

b) Si w = 0, demostrar que tanto a como b deben ser cero. 

c ) Hallar ay b tales que w = i + 2j + k. 

d) Probar que ninguna eleccion de a y b da w = i + 2j + 3k. 

102. Redaction Los puntos inicial y final del vector v son 
(jcj, y u Zi) y (x, y, z). Describir el conjunto de todos los puntos 
(x,y,z) tales que ||v|| = 4. 


Desarrollo de conceptos 


103. Un punto en el sistema de coordenadas tridimensional 
tiene las coordenadas (v 0 ,y 0 ,z 0 ). Describir que mide cada 
una de las coordenadas. 

104. Dar la formula para la distancia entre los puntos (x l ,y l ,z l ) 

y (x 2 ,y 2 ’Z 2 )- 

105. Dar la ecuacion canonica o estandar de una esfera de radio 
r, centrada en (jc 0 , y 0 , z 0 ). 

106. Dar la definicion de vectores paralelos. 


107. Sean A, B y C los vertices de un triangulo. Encontrar 
AB +BC + CA. 


m 


108. Sean r = (x,y,z) y r 0 = (1,1,1). Describir el conjunto de 
todos los puntos (x,y,z) tales que ||r - r 0 || = 2. 

109. Analisis numerico, grafico y analitico Los focos en un audi- 
torio son discos de 24 libras y 18 pulgadas de radio. Cada disco 
esta sostenido por tres cables igualmente espaciados de L pul¬ 
gadas de longitud (ver la figura). 



a) Expresar la tension T de cada cable en funcion de L. Deter- 
minar el dominio de la funcion. 

b) Usar una herramienta de graficacion y la funcion del inciso 
a) para completar la tabla. 


L 

20 

25 

30 

35 

40 

45 

50 

T 









c) Representar en la herramienta de graficacion el modelo del 
inciso a) y determinar las asmtotas de su grafica. 

d) Comprobar analfticamente las asmtotas obtenidas en el 
inciso c). 

e) Calcular la longitud minima que debe tener cada cable, si un 
cable esta disenado para llevar una carga maxima de 10 libras. 

110. Para pensar Suponer que cada cable en el ejercicio 109 tie¬ 
ne una longitud fija L = a, y que el radio de cada disco es r 0 
pulgadas. Hacer una conjetura acerca del limite lfm T y jus- 
tificar la respuesta. 

111. Diagonal de un cubo Hallar las componentes del vector uni- 
tario v en la direccion de la diagonal del cubo que se muestra 
en la figura. 

z 




Figura para 111 


Figura para 112 


112. Cable de sujecion El cable de sujecion de una torre de 100 
pies tiene una tension de 550 libras. Usar las distancias mos- 
tradas en la figura, y dar las componentes del vector F que re¬ 
presente la tension del cable. 

113. Soportes de cargas Hallar la tension en cada uno de los ca¬ 
bles de soporte mostrados en la figura si el peso de la caja es 
de 500 newtons. 



Figura para 113 


Figura para 114 


114. Construction de edificios Un muro de hormigon es soste¬ 
nido temporalmente en posicion vertical por medio de cuerdas 
(ver la figura). Hallar la fuerza total ejercida sobre la clavija en 
posicion A. Las tensiones en AS y AC son 420 libras y 650 
libras. 

115. Escribir una ecuacion cuya grafica conste del conjunto de pun¬ 
tos S(v,y,z) que distan el doble de A(0, —1,1) que de 
5(1,2,0). 
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11.3 


El producto escalar de dos vectores 


■ Usar las propiedades del producto escalar de dos vectores. 

■ Hallar el angulo entre dos vectores usando el producto escalar. 

■ Hallar los cosenos directores de un vector en el espacio. 

■ Hallar la proyeccion de un vector sobre otro vector. 

■ Usar los vectores para calcular el trabajo realizado por una fuerza constante. 


EXPLORACION 

Interpretation de un producto 
escalar En lafigura semuestran va- 
rios vectores en el circulo unidad. 

H allar los productos escalares de va- 
rios pares de vectores. Despues 
encontrar el angulo entre cada par 
usado. Hacer una conjetura sobre la 
relacion entre el producto escalar de 
dos vectores y el angulo entre los 
vectores. 



El producto escalar 

H asta ahora se han estudiado dos operaciones con vectores — la suma de vectores y el pro¬ 
ducto de un vector por un escalar— cada una de las cuales da como resultado otro vector. 
En esta seed on se presenta una tercera operacion con vectores, llamada el producto 
escalar. Este producto da como resultado un escalar, y no un vector. 

DEFINICION DE PRODUCTO ESCALAR 
El producto escalar de u = (u v u 2 ) y v = (v 1# v 2 ) 6S 
u • v = u l v l + u 2 v 2 - 

El producto escalar de u = (u v u 2 , u 3 ) y v = (v 1# v 2 , v 3 ) es 
U * V = + u 2 v 2 + u 3 v 3 . 


El producto escalar de dos vectores red be este nombredebido a queda como resultado un 
escalar; tambien se le llama producto interno de los dos vectores. ■ 


TEOREMA 11.4 PROPIEDADES DEL PRODUCTO ESCALAR 

Sean u, v y w vectores en el piano o en el espacio y sea c un escalar. 

1. u • v = v • u Propiedad conmutativa. 

2. u • (v + w) = u • v + u • w Propiedad distributiva. 

3. c( u • v) = cu • v = u • cv 

4. 0 • v = 0 

5. v • v = IIvII 2 


CDEMQSTRACioiT) Parademostrarlaprimerapropiedad, sea u = (u l ,u 2 ,u 3 )yx = (v ll v 2l v 3 ). 
Entonces 

u • V = u 1 v 1 + u 2 v 2 + u 3 v 3 

= V 1 M 1 + V 2 U 2 + V 3 U 3 

= v • u. 

Para la quinta propiedad, sea v = <v lf v 2 , v 3 ). Entonces 

V • V = v x 2 + v 2 2 + v 3 2 

= (Vvj + v 2 2 + v 3 2 ) 2 

Se dejan las demostraciones de las otras propiedades al lector. 
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EJEMPLO I Calculo de productos escalares 

Dados u = (2, -2), v = (5, 8) y w = (-4, 3), encontrar 
a) u • v b) (u • v)w 

C) u • (2v) cf) || w|| 2 


Solucion 


a) u • v = <2, -2) • (5, 8) = 2(5) + (— 2)(8) = -6 

b) (u • v)w = — 6( —4, 3) = (24, -18) 

c) u • (2v) = 2(u • y) = 2(-6) - -12 

d) || w 


12 - 


w • w 


= <-4, 3)-(-4, 3) 
= (—4)(-4) + (3)(3) 
= 25 


Teorema 11.4. 

Teorema 11.4. 

Sustituir w por (-4, 3). 
Definicion del producto escalar. 
Simplificar. 


Observar que el resultado del inciso b) es una cantidad vectorial, mientras que los resulta- 
dos de los otros tres incisos son cantidades escalares. 


Angulo entre dos vectores 



El angulo entre dos vectores 

Figura 11.24 


El angulo entre dos vectores distintos de cero es el angulo 0, 0 < 0 < tt, entre SUS 
respectivos vectores en posicion canonica o estandar, como se muestra en la figura 11.24. 
El siguiente teorema muestra como encontrar este angulo usando el producto escalar. 
(Observar que el angulo entre el vector cero y otro vector no esta definido aqui.) 


TEOREMA 11.5 ANGULO ENTRE DOS VECTORES 

Si e es el angulo entre dos vectores distintos de cero uyv, entonces 



C DEMosTRAciotQ Considerar el triangulo determinado por los vectores u, v y v - u, como 
se muestra en la figura 11.24. Por la ley de los cosenos, se puede escribir 

|| v - u|| 2 = ||u|p + ||v|P - 2||u|| ||v|| cos e. 

Usando las propiedades del producto escalar, el lado izquierdo puede reescribirse como 

II V - u|p = (v - u) • (v - u) 

= (v — u) • V — (v — u) • u 

= V'V — U'V — V'U + U*U 

= IMP - 2u • v + ||u|| 2 

y sustituyendo en la ley de los cosenos se obtiene 

IMP - 2u • v + HP = ||u|| 2 + IMP - 2||u|| |M| COS 0 
-2u • v - —2||u|| || v || cos 0 

u • v 


COS 0 = 
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Si el angulo entre dos vectores es conocido, reescribiendo el teorema 11.5 en la forma 


u • v = || u || || v || COS 9 Forma alternativa del producto escalar. 

se obtiene una manera alternativa de calcular el producto escalar. De esta forma, se puede 
ver que como ||u|| y ||v|| siempre son positivos, u • v y cos 9 siempre tendran el mismo 
signo. La figura 11.25 muestra las orientaciones posibles de los dos vectores. 


Direccion 

opuesta 

0 

u v 


0 = TT 
cos 9 = - 1 

Figura 11.25 



M isma 
direccion 

u 

V 


77 / 2 < 0 < 7T 0 = tt/2 

— 1 < cos 6 < 0 cos 0 = 0 


o < e < tt/ 2 e = o 

0 < cos 6 < 1 cos 9 = 1 


De acuerdo con el teorema 11.5, se puede ver que dos vectores distintos de cero for- 
man un angulo recto si y solo si su producto escalar es cero; entonces se dice que los dos 
vectores son ortogonales. 


DEFINICION DE VECTORES ORTOGONALES 
Los vectores u y v son ortogonales si u • v = 0. 


mumm Los terminos "perpendicular", "ortogonal" y "normal" significan esencialmente lo mismo: 
formar angulos rectos. Sin embargo, es comun decir que dos vectores son ortogonales , dos rectas o 
pianos son perpendiculars y que un vector es normal a una recta o piano dado. ■ 

De esta definicion se sigue que el vector cero es ortogonal a todo vector u, ya que 
0 • u = 0. Si 0 < 0 < 77, entonces se sabe que cos 0 = 0 si y solo si 9 = tt/2. Por tanto, 
se puede usar el teorema 11.5 para concluir que dos vectores distintos de cero son ortogo¬ 
nales si y solo si el angulo entre el los es tt/2. 


EJEMPLO 2 Hallar el angulo entre dos vectores 


Si u = (3, -1, 2), v = (-4, 0, 2), w = <1, -1, -2) y z = (2, 0, -1), hallar el angulo 
entre cada uno de los siguientes pares de vectores. 


a) u y v 

Solucion 
a) cos 6 = 


b) u y w c) v y z 


u • v 


-12 + 0 + 4 


-8 


-4 


ll u ll ll v ll 

Como u • v < 0, 0 = arccos 


714720 271475 770 

-4 


b) cos 9 


U * W 


770 
3+1-4 0 


2.069 radianes. 

= 0 


„u|| ||w|| 71476 784 

Como u • w = 0, u y w son ortogonales. A si, 9 = tt/2. 

-8 + 0-2 -10 


C) COS 9 


V • Z 


= -1 


IM|||z|| 72075 7100 

Por consiguiente, 9 = v. Observar que v y z son paralelos, con v = - 2z. 
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Cosenos directores 



Angulos de direction 

Figura 11.26 


En el caso de un vector en el piano, se ha visto que es conveniente medir su direccion en 
terminos del angulo, medido en sentido contrario a las manecillas del reloj, desde el ejex 
positivo hasta el vector. En el espacio es mas conveniente medir la direccion en terminos 
de los angulos entre el vector v distinto de cero y los tres vectores unitarios i, j y k, como 
se muestra en la figura 11.26. Los angulos a, (3 y y son los angulos de direccion de v, y 
COS a, COS /3 y COS y son los cosenos directores de v. Como 

v • i = IIvII ||i|| COS a = ||v|| COS a 


y 


v • i = (v 1( v 2 , v 3 ) • <1, 0, 0) = v x 

se sigue que cos a = vj/Hv||. M ediante un razonamiento similar con los vectores unitarios 
j y k, se tiene 


cos a = 


ol es el angulo entre v ei. 


COS P = 



(3 es el angulo entre v y j. 


COS y = 



yes el angulo entre v y k. 


Por consiguiente, cualquier vector v distinto de cero en el espacio tiene la forma norma- 
lizada 


y Vi . v? . v? , 

77—77 = TTTTl + tpitJ + 7T\ T k = C0S + C0S + COS yk 
V v v v 

y como v/||v|| es un vector unitario, se sigue que 
COS 2 a + COS 2 13 + COS 2 y = 1. 


a = anguloentrevei 
p = angulo entre v y j 
y= angulo entre vyk 


z 



Angulos de direction de v 

Figura 11.27 


EJEMPLO 3 Calculo de los angulos de direccion 

Hallar los cosenos y los angulos directores del vector v = 2i + 3j + 4k, y mostrar que 
COS 2 a + COS 2 I8 + COS 2 7=1. 

Solucion Como ||v|| = V2 2 + 3 2 + 4 2 = V29, se puede escribir lo siguiente. 


cos a = 


cos [3 = 


V29 

3 

729 


COS y 


v. 


m> a ~ 68.2° 


c=> /8 ~ 56.1° 

m> y ~ 42.0° 


Angulo entre v ei. 
Angulo entre v y j. 
Angulo entre v y k. 


IMI 729 

Ademas, la suma de los cuadrados de los cosenos directores es 

, , , 4 9 16 

COS 2 a + COS 2 13 + COS 2 y = + 29 + 29 

= 29 

29 
= 1. 


Ver figura 11.27. 











SECCION 11.3 El producto escalar dedos vectores 


787 



La fuerza debida a la gravedad empuja la 
lancha contra la rampa y hacia abajo por 
la rampa 

Figura 11.28 


y 



-2 


U = Wj + w 2 

Figura 11.30 


Proyecciones y componentes vectoriales 

Ya se han visto aplicaciones en las que se suman dos vectores para obtener un vector resul- 
tante. M uchas aplicaciones en la fisica o en la ingenieria plantean el problema inverso: 
descomponer un vector dado en la suma de dos componentes vectoriales. El ejemplo fisi- 
co siguiente permitira comprender la utilidad de este procedimiento. 

Considerar una lancha sobre una rampa inclinada, como se muestra en la figura 11.28. 
La fuerza F debida a la gravedad empuja la lancha hacia abajo de la rampa y contra la 
rampa. Estas dos fuerzas, w x y w 2 , son ortogonales; se les llama las componentes vecto¬ 
riales deF. 

F = w x + w 2 Componentes vectoriales deF. 

Las fuerzas w 1 y w 2 ayudan a analizar el efecto de la gravedad sobre la lancha. Por ejem¬ 
plo, wj representa la fuerza necesaria para impedir que la lancha se deslice hacia abajo por 
la rampa, mientras que w 2 representa la fuerza que deben soportar los neumaticos. 


DEFINICION DE PROYECCION Y DE LAS COMPONENTES VECTORIALES 

Sean u y v vectores distintos de cero. Sea u = w 1 + w 2 , donde w x es paralelo a v y 
w 2 es ortogonal a v, como se muestra en la figura 11.29. 

1. A w 1 se le llama la proyeccion de u en v 0 la componente vectorial de u a lo 
largo de v, y se denota por w x = proy v u. 

2. A w 2 = u — w : se le llama la componente vectorial de u ortogonal a v. 


6 es agudo 



9 es obtuso 



Wj = proy y u = la proyeccion de u en v = componente vectorial de u en direction de v 
w 2 = componente vectorial de u ortogonal a v 

Figura 11.29 


EJEMPLO 4 Hallar la componente vectorial de u ortogonal a v 

Encontrar la componente del vector de u = (5,10) que es ortogonal a v = (4, 3), dado 
que w : = proy v u = <8, 6) y 

u = (5, 10) = vfi + w 2 . 


Solucion Como u = wj + w 2 , donde w 1 es paralelo a v, se sigue que w 2 es la compo¬ 
nente vectorial de u ortogonal a v. Por tanto, se tiene 

w 2 = u — w x 

= (5, 10) - <8, 6) 

= (-3, 4). 


Verificar que w 2 es ortogonal a v, como se muestra en la figura 11.30. 
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mumm Ver la diferencia entre los ter- 
minos "componente" y "componente 
vectorial". Por ejemplo, usando losvec- 
tores unitarios canonicos o estandar con 
u = M X i + u 2 j, u x es la componente de 
u en la direccion de i y u x i es la compo¬ 
nente vectorial deuen la direccion i. ■ 



U = Wj + w 2 

Figura 11.31 



Del ejemplo 4, se puede ver que es facil encontrar la componente vectorial w 2 una vez 
que se ha hallado la proyeccion w x de u en v. Para encontrar esta proyeccion, se usa el pro¬ 
duct escalar como establece el teorema siguiente, el cual se demuestra en el ejercicio 92. 


TEOREMA 11.6 PROYECCION UTILIZANDO EL PRODUCTO ESCALAR 

Si u y v son vectores distintos de cero, entonces la proyeccion de u en v esta dada 
por 



La proyeccion deu en v puede expresarse como un multiplo escalar de un vector uni- 
tario en direccion de v. Es decir, 


u • V 


U • V \ V /7 s V , U * V || M 

ITT/ jiyjf = ^h\\ C= ^ k = IvF = u cos 6 ' 


AI escalar k se le llama la componente de u en la direccion de v. 


EJEMPLO 5 Descomposicion de un vector 
en componentes vectoriales 

Hallar la proyeccion de u en v y la componente vectorial de u ortogonal a v de los vec¬ 
tores u = 3i - 5j + 2k y y = 7i + j - 2k mostrados en la figura 11.31. 


Solucion La proyeccion de u en v es 

• V 


w 


i(7i + j-2k) = yi + fj-^ 


La componente vectorial de u ortogonal a v es el vector 

'14. 2 


w. 


w x = (3i - 5j + 2k) 


9 ■ +g j 


l*) = 


47. 22, 

yj + y k - 


EJEMPLO 6 Calculo de una fuerza 

U na lancha de 600 libras se encuentra sobre una rampa inclinada 30°, como se muestra en 
la figura 11.32. iQue fuerza se requiere para impedir que la lancha resbale cuesta abajo 
por la rampa? 

Solucion Como la fuerza debida a la gravedad es vertical y hacia abajo, se puede repre- 
sentar la fuerza de la gravedad mediante el vector F = -600j. Para encontrar la fuerza 
requerida para impedir que la lancha resbale por la rampa, se proyectaF en un vector uni- 
tario v en la direccion de la rampa, como sigue. 

V3 1 

v = COS 30°i + sen 30°j = — 2 — i + 2 j Vector unitario en la direccion de la rampa. 

Por tanto, la proyeccion de F en v esta dada por 

w x = proy v F= = ( F • v ) v = (-600)^ljv = -300^^i + |jj. 

La magnitud de esta fuerza es 300, y por consiguiente se requiere una fuerza de 300 libras 
para impedir que la lancha resbale por la rampa. 


Figura 11.32 
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F 


P Q 

Trabajo = ||F||||PQ|| 

a) La fuerza actua a lo largo de la recta de 
movimiento 


Trabajo 

El trabajo 1/1/ realizado por una fuerza constante F que actua a lo largo de la recta de 
movimiento de un objeto esta dado por 

l/l/ = (magnitud defuerza)(distancia)' = ||f||||Fq|| 

como se muestra en la figura 11.33a. Si la fuerza constante F no esta dirigida a lo largo de 
la recta de movimiento, se puede ver en la figura 11.33b que el trabajo realizado 1/1/ por la 
fuerza es 



/ 




F 

^ 0 



proy w F 


p Q 


Trabajo =||proy p -pF||||P0|| 


b ) La fuerza actua formando un angulo *?con 
la recta de movimiento 

Figura 11.33 



W = ||proy^F||||Fe|| = (cos d)||F|| ||J>G|| = F • PQ. 

Esta nocion de trabajo se resume en la definicion siguiente. 

DEFINICIONDE TRABAJO 

El trabajo 1/1/ realizado por una fuerza constante F a medida que su punto de aplicacion 
se mueve a lo largo del vector PQ esta dado por las siguientes expresiones. 

1. 1/1/ = ||proy pgF||||Pj2|| En forma de proyeccion. 

2. W = F • PQ En forma de producto escalar. 

EJEMPLO 7 Calculo de trabajo 

Para cerrar una puerta corrediza, una persona tira de una cuerda con una fuerza constante 
de 50 libras y un angulo constante de 60°, como se muestra en la figura 11.34. Hallar el 
trabajo realizado al mover la puerta 12 pies hacia la posicion en que queda cerrada. 

Solucion Usando una proyeccion, se puede calcular el trabajo como sigue. 

1/1/ = ||proypeF||||Pj2|| Forma de proyeccion para el trabajo. 

= cos(60°) ||F|| ||Fe|| 

= |(50)(12) 


Figura 11.34 


= 300 fibras-pie 


11.3 


Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 8, hallar a) u • v, b) u • u, C) ||u|| * 2 * * 5 * * * 9 10 , d) 

(u • v)v y e) u • (2v). 


1. u = (3,4>, v = ( 1, 5) 2. u = (4,10), v = (-2, 3) 

3. u = (6, -4), v = (-3, 2) 4. u = (-4, 8), v = (7, 5) 

5. u = (2, -3, 4), v = (0, 6, 5) 6. u = i, v = i 

7. u = 2i - j + k 8. u = 2i + j - 2k 

v = i - k v = i-3j + 2k 


En los ejercicios 9 y 10, calcular u • v. 

9. ||u|| = 8, ||v|| = 5, y el angulo entre u y v es tt/3. 

10. ||u|| = 40, ||v|| = 25, y el angulo entre u y v es 577 / 6 . 


En los ejercicios 11 a 18, calcular el angulo 0 entre los vectores. 

11. u = (1, 1), v = (2, -2) 12. u = (3, 1), v = (2, -1) 


13. u = 3i + j, v = -2i + 4j 

14 - U = cos (f) i+Sen (f)j 




j 


15. u = <1, 1, 1) 

V = (2,1,-D 
17. u = 3i + 4j 
v = -2j + 3k 


16. u = 3i + 2j + k 
v = 2i - 3j 

18. u = 2i - 3j + k 

v = i - 2j + k 


En los ejercicios 19 a 26, determinar si u y v son ortogonales, 
paralelos o ninguna de las dos cosas. 

19. u = <4, 0), v = <1,1} 

20. u = <2,18), v = (j, -g) 
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21. u = (4, 3) 

v-a-i> 

23. u = j + 6k 
v = i - 2j - k 

25. u = (2, -3,1) 
v = <-1,-1, -1) 


22. u = 4(i - 2j) 

V = 2i - 4j 

24. u = -2i + 3j - k 
v = 2i + j - k 

26. u = (cos 6 , sen 6, — 1) 
v = (sen0, —cos 6, 0) 


En los ejercicios 27 a 30, se dan los vertices de un triangulo. De- 
terminar si el triangulo es un triangulo agudo, un triangulo 
obtuso o un triangulo recto. Explicar el razonamiento. 

27. (1,2,0), (0,0,0), (-2, 1,0) 

28. (-3,0,0), (0,0,0), (1,2,3) 

29. (2,0, 1), (0, 1,2), (-0.5, 1.5,0) 

30. (2, -7,3), (-1,5, 8), (4,6, -1) 


En los ejercicios 31 a 34, encontrar los cosenos directores de u y 
demostrar que la suma de los cuadrados de los cosenos direc¬ 
tores es 1. 

31. u = i + 2j + 2k 

32. u = 5i + 3j - k 

33. u = (0,6, -4) 

34. u = (a, b , c) 

En los ejercicios 35 a 38, encontrar los angulos de direccion del 
vector. 

35. u = 3i + 2j - 2k 36. u = -4i + 3j + 5k 

37. u = (-1,5,2) 38. u = (-2,6, 1) 

En los ejercicios 39 y 40, usar una herramienta de graficacion 
para encontrar la magnitud y los angulos de direccion de la 
resultante de las fuerzas y F 2 con puntos iniciales en el origen. 
Se dan la magnitud y el punto final de cada vector. 


En los ejercicios 43 a 50, a) encontrar la proyeccion de u sobre v 
y b ) encontrar la componente del vector de u ortogonal a v. 

43. u = (6, 7), v = (1, 4) 

44. u = (9, 7), v = (1, 3) 

45. u = 2i + 3j, v = 5i + j 

46. u = 2i - 3j, v = 3i + 2j 

47. u = (0,3,3), v — ( 1, 1, 1) 

48. u = (8, 2, 0), v = (2, 1, — 1) 

49. u = 2i + j + 2k, v = 3j + 4k 

50. u = i + 4k, v = 3i + 2k 


Desarrollo de conceptos 


51. Definir el producto escalar de los vectores u y v. 

52. Dar la definicion de vectores ortogonales. Si los vectores no 
son paralelos ni ortogonales, ^como se encuentra el angulo 
entre ellos? Explicar. 

53. Determinar cual de las siguientes expresiones estan defini- 
das para vectores distintos de cero u, v y w. Explicar el ra¬ 
zonamiento. 

a) u • (v + w) b) (u • v)w 

c) u • v + w d ) ||u|| • (v + w) 

54. Describir los cosenos directores y los angulos de direccion de 
un vector v. 

55. Dar una description geometrica de la proyeccion de u en v. 

56. ^Que puede decirse sobre los vectores u y v si a) la proyec¬ 
cion de u en v es igual a u y b) la proyeccion de u en v es 
igual a 0? 

57. ^Si la proyeccion de u en v tiene la misma magnitud que la 
proyeccion de v en u, ^se puede concluir que ||u|| = ||v||? 
Explicar. 


Vector 

Magnitud 

Punto final 

39. Fj 

50 lb 

(10,5,3) 

f 2 

80 lb 

(12,7, -5) 

40. Fj 

300 N 

(-20,-10,5) 

f 2 

100 N 

(5,15,0) 


41. Cables que soportan una carga Una carga es soportada por 
tres cables, como se muestra en la figura. Calcular los angulos 
de direccion del cable de soporte OA. 


z 



42. Cables que soportan una carga La tension en el cable OA del 
ejercicio 41 es 200 newtons. Determinar el peso de la carga. 


Para discusion 


58. ^Que se sabe acerca de 6 , el angulo entre dos vectores dis¬ 
tintos de cero u y v, si 

a) u • v = 0? b) u • v > 0? c) u • v < 0? 


59. Ingresos El vector u = (3 240, 1 450, 2 235) da el numero de 
hamburguesas, bocadillos de polio y hamburguesas con queso, 
respectivamente, vendidos en una semana en un restaurante de 
comida rapida. El vector v = (1.35, 2.65,1.85) da los precios (en 
dolares) por unidad de los tres artfculos alimenticios. Encontrar el 
producto escalar u • v y explicar que information proporciona. 


60. 
fa 6i. 

fa 62 . 


Ingresos Repita el ejercicio 59 despues de incrementar los 
precios 4%. Identificar la operation vectorial usada para incre¬ 
mentar los precios 4%. 

Programacion Dados los vectores u y v mediante sus compo- 
nentes, escribir un programa para una herramienta de grafi¬ 
cacion que calcule a) ||u||, b) ||v||,y c) angulo entre u y v. 
Programacion Con el programa escrito en el ejercicio 61 
encontrar el angulo entre los vectores u = (8, — 4,2) y 
v = (2,5,2). 
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63. Programacion Dados los vectores u y v mediante sus compo- 
nentes, escribir un programa para herramienta de graficacion 
que calcule las componentes de la proyeccion de u en v. 

64. Programacion Usar el programa escrito en el ejercicio 63 
para encontrar la proyeccion de u en v si u = (5, 6, 2) y 
v = <-l ( 3,4). 

Para pensar En los ejercicios 65 y 66, usar la figura para deter- 
minar mentalmente la proyeccion de u en v (se dan las coorde- 
nadas de los puntos finales de los vectores en la posicion estan- 
dar). Verificar los resultados analiticamente. 


65. y 



66 . y 



En los ejercicios 67 a 70, encontrar dos vectores en direcciones 
opuestas que sean ortogonales al vector u. (Las respuestas no son 
unicas.) 


74. Trabajo Un cochedejuguetesejala ejerciendo unafuerza de 
25 libras sobre una manivela que forma un angulo de 20° con la 
horizontal (ver la figura). Calcular el trabajo realizado al jalar el 
coche 50 pies. 

75. Trabajo U n carro se remolca usando una fuerza de 1 600 new¬ 
tons. La cadena queseusa para jalar el carro forma un angulo de 
25° con la horizontal. Encontrar el trabajo que se realiza al 
remolcarel carro 2 kilometros. 

76. Trabajo Setira de un trineo ejerciendo una fuerza de 100 new¬ 
tons en una cuerda que hace un angulo de 25° con la horizontal. 
Encontrar el trabajo efectuado al jalar el trineo 40 metros. 

I Verdadero O falso? En los ejercicios IT y 78, determinar si la 

declaracion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 

dar un ejemplo que demuestre que es falsa. 

77. Si u • v = u • w y u ± 0 , entonces v = w. 

78. Si u y v son ortogonales a w, entonces u + v es ortogonal a w. 

79. Encontrar el angulo entre la diagonal de un cubo y una de sus 
aristas. 

80. Encontrar el angulo entre la diagonal de un cubo y la diagonal 
de uno de sus lados. 


67. u = —\i + fj 68. u — 9i 4j 

69. u = <3, 1, -2) 70. u = (4, -3,6) 


71. Fuerza de frenado Un camion de 48 000 libras esta esta- 
cionado sobre una pendiente de 10° (ver la figura). Si se supone 
que la unica fuerza a veneer es la de la gravedad, hallar a) la 
fuerza requerida para evitar que el camion ruede cuesta abajo y 

b) la fuerza perpendicular a la pendiente. 



Figura para 71 


Figura para 72 


72. Cables que soportan una carga Calcular la magnitud de la 
proyeccion del cable OA en el ejez positivo como se muestra en 
la figura. 

73. Trabajo Un objeto es jalado 10 pies por el suelo, usando una 
fuerza de85 libras. La direccion de la fuerza es 60° sobre la ho¬ 
rizontal (ver la figura). Calcular el trabajo realizado. 


En los ejercicios 81 a 84, a) encontrar todos los puntos de inter- 
seccion de las graficas de las dos ecuaciones; b ) encontrar los 
vectores unitarios tangentes a cada curva en los puntos de inter- 
seccion y C) hallar los angulos (0° < 0 < 90°) entre las curvas en 
sus puntos de interseccion. 

81. y = x 2 , y = x 1/3 

82. y = x 3 , y = x 1 / 3 

83. y = 1 - x 2 , y = x 2 - 1 

84. (y + l) 2 = x, y = x 3 - 1 

85. Usar vectores para demostrar que las diagonals de un rombo 
son perpendiculares. 

86. Usar vectores para demostrar que un paralelogramo es un rec- 
tangulo si y solo si sus diagonales son iguales en longitud. 

87. Angulo de enlace Considerar un tetraedro regular con los ver¬ 
tices (0, 0, 0), (k, k, 0), (k, 0, k) y (0, k, k), donde£ es un numero 
real positivo. 

a) Dibujar la grafica del tetraedro. 
ib) Hallar la longitud de cada arista. 

c) Hallar el angulo entre cada dos aristas. 

d) Hallar el angulo entre los segmentos de recta desde el cen- 
troide (k/ 2, k/2, k/2) a dos de los vertices. Este es el angulo 
de enlace en una molecula como CH 4 o PbC1 4 , cuya estruc- 
tura es un tetraedro. 



Figura para 73 



Figura para 74 


88. Considerar los vectores u = (cos a, sen a, 0) y v = (cos (3, 
sen/3, 0), dondea >/3. Calcular el producto escalar de los vec¬ 
tores y usar el resultado para demostrar la identidad 

cos(a - p) = cos a cos (3 + sen a sen f3. 

89. Demostrar que ||u - v|| 2 = ||u|| 2 + ||v|| 2 - 2u • v. 

90. Demostrar la desigualdad de Cauchy-Schwarz 

|u • v| < ||u||||v||. 

91. Demostrar la desigualdad del triangulo ||u + v|| < ||u|| + ||v||. 

92. Demostrar el teorema 11.6. 
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El producto vectorial de dos vectores en el espacio 


Hallar el producto vectorial de dos vectores en el espacio. 
Usar el producto escalar triple de tres vectores en el espacio. 


EXPLORACION 

Propiedad geometries del producto 
vectorial Se muestran abajo tres 
pares de vectores. Usar la defini¬ 
cion para encontrar el producto vec¬ 
torial de cada par. Dibujar los tres 
vectores en un sistema tridimen¬ 
sional. Describir toda relacion entre 
los tres vectores. Usar la descrip- 
cion para escribir una conjetura 
acerca de u, v y u x v. 

a) u = (3,0,3), v = (3,0,-3) 



b) u = (0,3,3), v = (0,-3,3) 



c) u = (3,3,0), v = (3, -3,0) 



El producto vectorial 

En muchas aplicaciones en fisica, ingenieria y geometria hay que encontrar un vector en 
el espacio ortogonal a dos vectores dados. En esta seccion se estudia un producto que da 
como resultado ese vector. Se llama producto vectorial y se define y calcula de manera 
mas adecuada utilizando los vectores unitarios canonicos o estandar. El producto vectorial 
debe su nombre a que da como resultado un vector. A1 producto vectorial tambien se le 
suele llamar producto cruz. 


DEFINICION DE PRODUCTO VECTORIAL DE DOS VECTORES EN EL ESPACIO 

Sean u = Uji + u 2 j + u 3 k y v = v-p + v 2 j + v 3 k vectores en el espacio. El pro¬ 
ducto cruz de u y v es el vector 


u x v = (m 2 v 3 - t/ 3 v 2 )i — {u^y 3 — z/ 3 v- |)j + (u^y 2 ~ 


IllLV Asegurarse de ver que esta definicion solo aplica a vectores tridimensionales. El producto 
vectorial no esta definido para vectores bidimensionales. ■ 

Una manera adecuada para calcular u x v es usar determinantes con expansion de 
cofactores. (Esta forma empleando determinantes 3 x 3 se usa solo para ayudar a recordar 
la formula del producto vectorial, pero tecnicamente no es un determinante porque las 
entradas de la matriz correspondiente no son todas numeros reales.) 


U X V = 


J 

u 2 


k 

u 3 

V 3 


Poner “u” en la fila 2. 
Poner “v” en la fila 3. 







j j ^ 



r 


V 

3 U 2 U 3 

i “ 

W-L l 

2 u 3 

j + 

\ 

1 v 2 v 3 


V 1 > 

2 V 3 



A) 


j + 

= (w 2 v 3 — t/ 3 v 2 )i — (w 1 v 3 — w 3 v-[) j + (u 1 v 2 — u 2 v -j) k 

Notar el signo menos delante de la componente j. Cada uno de los tres determinantes 
2 x 2 se pueden evaluar usando el modelo diagonal siguiente. 


1 

= ad — be 
_1 


Aqui estan un par de ejemplos. 

3 =(2)(-l)-(4)(3)= -2- 12 = 

° = (4) (3) - (0)(- 6) = 12 


-14 
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NOTACION PARA LOS PRODUCTOS ESCALAR 
Y VECTORIAL 

La notacion para el producto escalar y para 
el producto vectorial la introdujo el fisico 
estadounidense Josiah Willard Gibbs (1839- 
1903). A comienzos de la decada de 1880, 
Gibbs construyo un sistema para represen- 
tar cantidades fisicas llamado“analisis vec¬ 
torial”. El sistema fue una variante de la 
teoria de los cuaterniones de Hamilton. 


EJEMPLO I 

Dados u = i 
vectoriales. 

a) u x v 
Solucion 
a) u x v = 


Hallar el producto vectorial 

— 2j + k y v = 3i + j — 2k, hallar cada uno de los siguientes productos 
b) v x u C) v x v 



= (4 - l)i - (-2 - 3)j + (1 + 6)k 

= 3 + 5j + 7k 


b) v x u 


i j k 
3 1-2 

1-2 1 





k 


= (l-4)i-(3+2)j + (-6-l)k 
= -3 - 5j - 7k 


Notar que este resultado es el negativo del obtenido en el inciso a). 


C) v x v = 


3 

3 


J k 
1 -2 
1 -2 


= 0 


Los resultados obtenidos en el ejemplo 1 sugieren algunas propiedades algebraicas 
interesantes del producto vectorial. Por ejemplo, uxv = — (vxu)yvxv = 0. Estas 
propiedades, y algunas otras, se presentan en forma resumida en el teorema siguiente. 


TEOREMA 11.7 PROPIEDADES ALGEBRAICAS DEL PRODUCTO VECTORIAL 

Sean u, v y w vectores en el espacio, y sea c un escalar. 

1. U X V = - (v X u) 

2. U X (v + w) = (u X v) + (u X w) 

3. c(u X v) = (cu) X V = u x (cv) 

4. ux0 = 0xu = 0 

5. u x u = 0 

6. u • (v x w) = (u x v) • w 


C DEMOSTRACION ) p a ra demostrar la propiedad 1, sean u = wj + u 2 \ + w 3 k y v = vp + 
v 2 j + v 3 k. Entonces, 

U X V = (w 2 V 3 — W 3 V 2 )i — (MiV 3 — W 3 V;i)j + (u-p 2 — ^v^k 


y 


V X U = (V2W3— V^U?)\ — (yiU 3 — V3t/])j + (yiU 2 ~ V2Uj)k 

la cual implica que u x v = — (v x u). Las demostraciones de las propiedades 2, 3, 5 y 6 
se dejan como ejercicios (ver ejercicios 59 a 62). 
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minum De las propiedades 1 y 2 
presentadas en el teorema 11.8 se 
desprende que si n es un vector uni- 
tario ortogonal a u y a v, entonces 

u x v = ±(||u|| ||v||sen0)n. ■ 



u 


Los vectores u y v son los lados adyacentes 
de un paralelogramo 

Figura 11.35 


Observar que la propiedad 1 del teorema 11.7 indica que el producto vectorial no es con- 
mutativo. En particular, esta propiedad indica que los vectores u x v y v x u tienen longi¬ 
tudes iguales pero direcciones opuestas. El teorema siguiente da una lista de algunas otras de 
las propiedades geometricas del producto vectorial de dos vectores. 


TEOREMA 11.8 PROPIEDADES GEOMETRICAS DEL PRODUCTO VECTORIAL 

Sean u y v vectores distintos de cero en el espacio, y sea 0 el angulo entre u y v. 

1. u x v es ortogonal tanto a u como a v. 

2. ||u x v|| = ||u|| ||v|| sen 6 

3. u x v = 0 si y solo si u y v son multiplos escalares uno de otro. 

4. || u x v|| = area del paralelogramo que tiene u y v como lados adyacentes. 


( DEMOSTRACION ) p a ra la propiedad 2, observar que como COS 6 = (u • v)/(||u|| || v||), se 
sigue que 

||u|| ||v||sen0= ||u|| ||v||Vl - COS 2 6 

ii ii ii ii A (” • v ) 2 

= IMI IMIV i - RFRP 

= V||u|| 2 ||v|| 2 - (u • v ) 2 

= J(ul + U 2 + W 2 )(v 2 + V 2 + v 2 ) — (u-jy-L + U ^2 + 

= V(^ 2 v 3 _ U ^ 2 ) 2 + ( w l v 3 — w 3 v l) 2 + ( w l v 2 _ w 2 V l) 2 

= ||u X v||. 

Para demostrar la propiedad 4, ir a la figura 11.35 que es un paralelogramo que tiene v y 
u como lados adyacentes. Como la altura del paralelogramo es ||v|| sen0, el area es 

Area= (base)(altura) 

=||u||||v||sen0 

=|| ux v||. 

Las demostraciones de las propiedades 1 y 3 se dejan como ejercicios (ver ejercicios 63 
y 64). 

Tanto u x v como v x u son perpendiculares al piano determinado por u y v. Una 
manera de recordar las orientaciones de los vectores u, v y u x v es compararlos con los 
vectores unitarios i,jyk = ixj, como se muestra en la figura 11.36. Los tres vectores u, 
v y u x v forman un sistema dextrogiro , mientras que los tres vectores u, v y v x u for- 
man un sistema lev6giro. 



Sistemas dextrogiros 

Figura 11.36 
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(-3, 2,11) 



x 


El vector u x v es ortogonal tanto a u 
como a v 

Figura 11.37 


8 '~ 



x 


El area del paralelogramo es aproximada- 
mente 32.19 

Figura 11.38 


EJEMPLO 2 Utilizacion del producto vectorial 

Hallar un vector unitario que es ortogonal tanto a 
u = i - 4j + k como a v = 2 + 3j. 


Solucion El producto vectorial u x v, como se muestra en la figura 11.37, es ortogonal 
tanto a u como a v. 


U X V 


1 j k 

1-4 1 

2 3 0 


= — 3 + 2j + Ilk 


Producto vectorial. 


Como 

||u X v|| = V(-3) 2 + 2 2 + ll 2 = 7134 

un vector unitario ortogonal tanto a u como a v es 

u X V = _3_. 2 . 11 

||u X v|| V134 1 + Vl34 J + 7134 


En el ejemplo 2, notar que se podrfa haber usado el producto vectorial v x u para formar 
un vector unitario ortogonal tanto a u como a v. Con esa option, se habria obtenido el negativo del 
vector unitario encontrado en el ejemplo. ■ 


EJEMPLO 3 Aplicacion geometrica del producto vectorial 


Mostrar que el cuadrilatero con vertices en los puntos siguientes es un paralelogramo y 
calcular su area. 


A - (5, 2, 0) B = (2, 6,1) 

C = (2, 4, 7) D = (5, 0, 6) 


Solucion En la figura 11.38 se puede ver que los lados del cuadrilatero corresponden a 
los siguientes cuatro vectores. 

AB = — 3 + 4j + k CD = 3i — 4j — k = - AB 

AZ) = Qi-2j + 6k CB = Qi + 2j-6k = —AD 

Por tanto, AB es paralelo a CD y AD es paralelo a C5, y se puede concluir que el 
cuadrilatero es un paralelogramo con AB y AD como lados adyacentes. Como 


AB x AD = 


i j k 
-3 4 1 

0-2 6 


Producto vectorial. 


= 2Q + 18j + 6k 


el area del paralelogramo es 

|| AB x AD|| = V1036 = 32.19. 


^Es el paralelogramo un rectangulo? Para decidir si lo es o no, se calcula el angulo entre 
los vectores AB y AD. 
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M 



El momento de F respecto a P 

Figura 11.39 


0 



X 

Una fuerza vertical de 50 libras se aplica en 
el punto Q 

Figura 11.40 


PARA MAYOR INFORM ACION 

Para ver como el producto vectorial se 
usa para modelar el momento de un 
brazo de robot de un transbordador 
espacial, ver el articulo “The Long 
Arm of Calculus” de Ethan Berkove y 
Rich Marchand en The College 
Mathematics Journal. 


En fisica, el producto vectorial puede usarse para medir el momento M de una fuerza 
F respecto a un punto P, como se muestra en la figura 11.39. Si el punto de aplicacion 
de la fuerza es Q, el momento de F respecto a P esta dado por 

M = PQ X F. Momento de F respecto a P. 

La magnitud del momento M mide la tendencia del vector PQ al girar en sentido contrario 
al de las manecillas del reloj (usando la regia de la mano derecha) respecto a un eje en direc- 
cion del vector M. 


EJEMPLO 4 Una aplicacion del producto vectorial 

Se aplica una fuerza vertical de 50 libras al extremo de una palanca de un pie de longitud 
unida a un eje en el punto P, como se muestra en la figura 11.40. Calcular el momento de 
esta fuerza respecto al punto P cuando 0 = 60\ 

Solucion Si se representa la fuerza de 50 libras como F = — 5Ck y la palanca como 

1/3 

PQ COS(60P) j + sen(6CP)k = - j + -^-k 
el momento de F respecto a P esta dado por 


M = PQ x F = 


i J 

0 2 
0 0 


k 

73 


-50 


= -23. 


Momento de F respecto a P. 


La magnitud de este momento es 25 libras-pie. 


€ME1 En el ejemplo 4, notar que el momento (la tendencia de la palanca a girar sobre su eje) depende 
del angulo 0. Cuando 0 = 7t/2, el momento es 0. El momento es maximo cuando 0=0. ■ 


El triple producto escalar (o producto mixto) 

Dados vectores u, v y w en el espacio, al producto escalar de u y v x w 
u • (v X w) 

se le llama triple producto escalar, como se define en el teorema 11.9. La demostracion 
de este teorema se deja como ejercicio (ver ejercicio 67). 


TEOREMA 11.9 EL TRIPLE PRODUCTO ESCALAR 

Para u = w x i + u 2 \ 

+ u 3 k, v = 

= v x i 

+ v 2 j + v 3 k y w = W]i + w 2 j + w 3 k, el triple 

producto escalar esta dado por 




u 1 u 2 

u 3 


u • (v X w) = 

Vi v 2 

V 3 



w 1 w 2 

w 3 



El valor de un determinante se multiplica por —1 si se intercambian dos de sus filas. 
Despues de estos dos intercambios, el valor del determinante queda inalterado. Por tanto, los triples 
productos escalares siguientes son equivalentes. 


u • (v x w) = v • (w x u) = w • (u x v) 
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V X w 


Si los vectores u, v y w no estan en el mismo piano, el triple producto escalar 
u • (v x w) puede usarse para determinar el volumen del paralelepipedo (un poliedro, en 
el que todas sus caras son paralelogramos) con u, v y w como aristas adyacentes, como se 
muestra en la figura 11.41. Esto se establece en el teorema siguiente. 


TEOREMA 11.10 INTERPRETACION GEOMETRICA DEL TRIPLE PRODUCTO ESCALAR 

El volumen V de un paralelepipedo con vectores u, v y w como aristas adyacentes 
esta dado por 

V = |u • (v x w)|. 


Area de la base = ||v x w|| 

Volumen de paralelepipedo ( DEMOSTRACION ) En la figura 11.41 se observa que 

= |u • (v x w)| 

Figura 11.41 ||v x w|| = area de la base 


||proy vxw u|| = altura de paralelepipedo. 

Por consiguiente, el volumen es 

V = (altura)(area de la base) = ||proy vxw u|| ||v x w|| 

u • (v x w) 


II V x w 
= |u • (v x w)|. 


V x w 


EJEMPLO 5 Calculo de un volumen por medio 
del triple producto escalar 



El paralelepipedo tiene un volumen de 36 

Figura 11.42 


Calcular el volumen del paralelepipedo mostrado en la figura 11.42 que tiene u = 
3i — 5j + k, v = 2j — 2k y w = 3i + j + k como aristas adyacentes. 

Solucion Por el teorema 11.10, se tiene 

V = |u • (v X w)| Triple producto escalar. 

3-5 1 

= 0 2-2 

3 11 

2 
1 

= 3(4) + 5(6) + l(-6) 

= 36. _ 



Una consecuencia natural del teorema 11.10 es que el volumen del paralele¬ 
pipedo es 0 si y solo si los tres vectores son coplanares. Es decir, si los vectores 
u = (u v u 2 , u 3 ), v = (v lf v 2 , v 3 ) y w = (w v w 2 , w 3 ) tienen el mismo punto inicial, se 
encuentran en el mismo piano si y solo si 


u 1 u 2 
Vi v 2 

W- 1_ W 2 


u 3 

V 3 

w 3 


= 0 . 


u • (v X w) = 
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CAPITULO 11 


Vectores y la geometria del espacio 


11.4 


Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 6, calcular el producto vectorial de los vec- 
tores unitarios y dibujar su resultado. 


1. j x i 
3. j x k 
5. i x k 


2. i x j 
4. k x j 
6. k x i 


En los ejercicios 7 a 10, calcular a) u x v, b) v x u y C) v X V 


7. u = — 2i + 4j 

v = 3i + 2j + 5k 
9. u = (7, 3, 2) 

▼ = <!,-!, 5) 


8. u = 3i + 5k 

v = 2i + 3j — 2k 
10. u = (3, -2, -2) 
v = <1, 5, 1) 


Area En los ejercicios 27 a 30, calcular el area del paralelo- 
gramo que tiene los vectores dados como lados adyacentes. Usar 
un sistema algebraico por computadora o una herramienta de 
graficacion para verificar el resultado. 


27. u = j 
v = j + k 
29. u = <3, 2, -1) 
V= ( 1 , 2 , 3 ) 


28. u = i + j + k 
v = j + k 
30. u = <2, -1, 0) 
v = <-l, 2,0) 


Area En los ejercicios 31 y 32, verificar que los puntos son los 
vertices de un paralelogramo, y calcular su area. 

31. A( 0 , 3, 2), 8(1, 5, 5), C(6, 9, 5), D(5, 7, 2) 

32. A( 2 , -3, 1), 8(6, 5, -1), C(7, 2, 2), D(3, -6, 4) 


En los ejercicios 11 a 16, calcular u x v y probar que es orto- 
gonal tanto a u como a v. 


11. u = <12, -3,0) 
v = (-2,5,0) 
13. u = <2, -3, 1) 
v = (l,-2,l) 

15. u = i + j + k 

v — 2i + j — k 


12 . u — < 1, 1,2) 

v = <0, 1,0) 

14. u = <-10, 0,6) 
v = <5, -3,0) 

16. u = i + 6j 

v = -2i + j + k 


Para pensar En los ejercicios 17 a 20, usar los vectores u y v 
mostrados en la figura para dibujar en un sistema dextrogiro un 
vector en la direccion del producto vectorial indicado. 



17. u x v 18. v x u 

19. (-v) xu 20. u x (u x v) 


A rea En los ejercicios 33 a 36, calcular el area del triangulo con 

los vertices dados. ( Sugerencia : §|| u x v|| es el area del triangu¬ 
lo que tiene u y v como lados adyacentes.) 

33. 4(0, 0,0), 8(1, 0,3), C(—3, 2, 0) 

34. 4(2, -3, 4), 8(0, 1, 2), C(- 1, 2, 0) 

35. 4(2, -7, 3), 8(— 1, 5, 8), C(4, 6, -1) 

36. 4(1, 2, 0), 8(-2, 1, 0), C(0, 0, 0) 

37. M omen to Un nino frena en una bicicleta aplicando una fuerza 
dirigida hacia abajo de 20 libras sobre el pedal cuando la 
manivela forma un angulo de 40° con la horizontal (ver la figu¬ 
ra). La manivela tiene 6 pulgadas de longitud. Calcular el 
momento respecto a P. 



Figura para 37 Figura para 38 



En los ejercicios 21 a 24, usar un sistema algebraico por compu¬ 
tadora para encontrar u x v y un vector unitario ortogonal a u 
y a v. 


21. u = <4, -3.5,7) 
v = <2.5, 9, 3) 

23. u = — 3i + 2j - 5k 

v = 0.4i - 0.8j + 0.2k 


22. u = < —8, -6,4) 
v = <10, -12, -2) 

24. u = 0.7k 

v = 1.5i + 6.2k 


25. Programacion Dadas las componentes de los vectores u y v, 
escribir un programa para herramienta de graficacion que cal- 
cule u x v y ||u x v||. 

f 26. Programacion Usar el programa escrito en el ejercicio 25 para 
encontrar u x v y ||u x v|| para u = < — 2, 6, 10) y v = <3, 8, 5). 


38. M omen to La magnitud y la direccion de la fuerza sobre un 
ciglienal cambian cuando este gira. Calcular el momento sobre 
el ciglienal usando la posicion y los datos mostrados en la fi¬ 
gura. 

39. Optimizacion Una fuerza de 56 libras actua sobre la Have ingle- 
sa mostrada en la figura que se encuentra en la pagina siguiente. 

a ) Calcular la magnitud del momento respecto a O evaluando 
\\OA x F||. Usar una herramienta de graficacion para repre- 
sentar la funcion de 0 que se obtiene. 

b) Usar el resultado del inciso a) para determinar la magnitud 
del momento cuando 0 = 45°. 

c) Usar el resultado del inciso a) para determinar el angulo 6 
cuando la magnitud del momento es maxima. ^Es la respues- 
ta lo que se esperaba? ^Por que si o por que no? 
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Figura para 39 


Figura para 40 


40. Optimization Una fuerza de 180 libras actua sobre el soporte 
mostrado en la figura. 

a) Determinar el vector AB y el vector F que representa la 
fuerza. (F estara en terminos de 9.) 

b ) Calcular la magnitud del momento respecto a A evaluando 
|| AB x F||. 

c) Usar el resultado del inciso b) para determinar la magnitud 
del momento cuando 0 = 3CP. 


d) Usar el resultado del inciso b) para determinar el angulo 9 
cuando la magnitud del momento es maxima. A ese angulo, 
^cual es la relacion entre los vectores F y AB? ^Es lo que se 
esperaba? {For que si o por que no? 


e) Usar una herramienta de graficacion para representar la fun- 
cion de la magnitud del momento respecto a A para 0° < 9 < 
180°. Hallar el cero de la funcion en el dominio dado. Inter¬ 
pretar el significado del cero en el contexto del problema. 


En los ejercicios 41 a 44, calcular u • (v x w). 


41. u = i 

v = j 

w = k 

43. u = <2, 0, 1) 
v = <0, 3, 0) 
w = (0, 0,1) 


42. u = (1, 1, 1) 
v = <2,1, 0) 
w = (0, 0,1) 
44. u = <2, 0, 0) 

v = a i-1) 

w = (0, 2, 2} 


Volumen En los ejercicios 45 y 46, usar el triple producto 
escalar para encontrar el volumen del paralelepipedo que tiene 
como aristas adyacentes u, v y w. 


45. u = i + j 

v = j + k 
w = i + k 


46. u = (1, 3, 1) 
v = (0, 6, 6) 
w = (-4,0,-4) 




Volumen En los ejercicios 47 y 48, encontrar el volumen del 
paralelepipedo que tiene vertices dados (ver las figuras). 

47. (0, 0, 0), (3, 0, 0), (0, 5, 1), (2, 0, 5) 

(3, 5, 1), (5, 0, 5), (2, 5, 6), (5, 5, 6) 

48. (0, 0, 0), (0, 4, 0), (-3, 0, 0), (-1, 1, 5) 

(-3, 4, 0), (- 1, 5, 5), (-4, 1, 5), (-4, 5, 5) 


49. Si u x v = 0 y u • v = 0, ^que se puede concluir acerca de u 
y v? 


50. Identificar los productos vectoriales que son iguales. Explicar el 
razonamiento. (Suponer que u, v y w son vectores distintos de 
cero.) 


a) u • (v x w) 

C) (u x v) • w 
e) u • (w x v) 
g ) ( u x v) • w 


b) (v x w) • u 
cf) (u x -w) • V 
f) w • (v x u) 
h ) (w x u) • v 


Desarrollo de conceptos 


51. Definir el producto vectorial de los vectores u y v. 

52. Dar las propiedades geometricas del producto vectorial. 

53. Si las magnitudes de dos vectores se duplican, ^como se 
modificara la magnitud del producto vectorial de los vec¬ 
tores? Explicar. 


Para discusion 


54. Los vertices de un triangulo en el espacio son {x v y v z^), 
(x 2 , y 2 > Z 2 ) y ( x 3 ' ^ 3 ' £ 3 ) ■ Explicar como encontrar un vector 
perpendicular al triangulo. 


cVerdadero 0 falso? En los ejercicios 55 a 58, determinar si la 
declaracion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
dar un ejemplo que demuestre que es falsa. 

55. Es posible encontrar el producto vectorial de dos vectores en un 
sistema de coordenadas bidimensional. 

56. Si u y v son vectores en el espacio que son distintos de cero y 
no paralelos, entonces u x v = v x u. 

57. Si u A 0 y u x v = u x w, entonces v = w. 

58. SiuAO, u-v = u*wyuxv = uxw, entonces v = w. 

En los ejercicios 59 a 66, demostrar la propiedad del producto 
vectorial. 

59. u x (v + w) = (u x v) + (u x w) 

60. c(u x v) = (cu) x v = u x (cv) 

61. u x u = 0 

62. u • (v x w) = (u x v) • w 

63. u x v es ortogonal tanto a u como a v. 

64. u x v = 0 si y solo si u y v son multiplos escalares uno del otro. 

65. Demostrar que ||u x v|| = ||u|| ||v|| si u y v son ortogonales. 

66 . Demostrar que u x (v x w) = (u • w)v — (u • v)w. 

67. Demostrar el teorema 11.9. 
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CAPITULO 11 Vectoresy la geometria del espacio 



Rectas y pianos en el espacio 


■ Dar un conjunto de ecuaciones parametricas para una recta en el espacio. 

■ Dar una ecuacion lineal para representar un piano en el espacio. 

■ Dibujar el piano dado por una ecuacion lineal. 

■ Hallar las distancias entre puntos, pianos y rectas en el espacio. 


z 



La recta L y su vector de direccion v 

Figura 11.43 


Rectas en el espacio 

En el piano se usa la pendiente para determinar una ecuacion de una recta. En el espacio 
es mas conveniente usar vectores para determinar la ecuacion de una recta. 

En la figura 11.43 se considera la recta L a traves del punto P(x v y v z-J y paralela al 
vector v = (a,b,c). El vector ves un vector de direccion o director de la recta L, y a, b 
y c son los numeros de direccion (o directores). Una manera de describir la recta L es 
decir que consta de todos los puntos Q{x,y, z) para los que el vector PQ es paralelo a v. 
Esto significa qu ePQ es un multi plo escalar dev, y se puede escribir a PQ = tv, donde 
t es un escalar (un numero real). 

PQ = (x - x v y ~ y v z ~ z i) = (at, bt, ct) = tM 

Igualando los componentes correspond!entes, se obtienen las ecuaciones parametricas de 
una recta en el espacio. 


TEOREMA 11.11 ECUACIONES PARAMETRICAS DE UNA RECTA EN EL ESPACIO 

U na recta L paralela al vector v = (a, b, c) y que pasa por el punto P(x v y v se 
representa por medio de las ecuaciones parametricas 

x = x 1 + at, y = y 1 + bt y z = Zi + ct. 



El vector v es paralelo a la recta L 

Figura 11.44 


Si todos los numeros directores a, by c son distintos de cero, se puede eliminar el 
parametro t para obtener las ecuaciones simetricas (o cartesianas) de la recta. 



Ecuaciones simetricas. 


EJEMPLO I Hallar las ecuaciones parametricas y simetricas 

Hallar las ecuaciones parametricas y simetricas de la recta L que pasa por el punto 
(1, -2,4) y es paralela a v = (2, 4, -4). 


Solution Para hallar un conjunto de ecuaciones parametricas de la recta, se usan las 
coordenadas x 1 = 1, y x = -2,y z 1 = 4, y los numeros de direccion a = 2, b = 4 y 
c = -4 (ver figura 11.44). 

x=l+2f, y = ~ 2 + 4t, z = 4 — 4t Ecuaciones parametricas. 

Como a, by c son todos diferentes de cero, un conjunto de ecuaciones simetricas es 


x — 1 


2 


y + 2 


z ~ 4 

-4 ' 


4 


Ecuaciones simetricas. 
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n 





El vector normal n es ortogonal a todo vec¬ 
tor Eg en el piano 

Figura 11.45 


N i las ecuaciones parametricas ni las ecuaciones simetricas de una recta dada son uni- 
cas. A si, en el ejemplo 1, tomando t= 1 en las ecuaciones parametricas seobtiene el punto 
(3, 2, 0). Usando este punto con los numeros de direccion a = 2, b = 4 y c = -4 se 
obtiene un conjunto diferente de ecuaciones parametricas 

x = 3 + 21, y = 2 + At y z = — At. 

EJEMPLO 2 Ecuaciones parametricas de una recta 
que pasa por dos puntos 

Hallar un conjunto de ecuaciones parametricas de la recta que pasa por los puntos 
(-2,1,0) y (1,3, 5). 


Solucion Se empieza por usar los puntos P(-2,1, 0) y <2(1,3,5) para hallar un vector 
de direccion de la recta que pasa por p y Q, dado por 

v=F2> = (1- (-2),3- 1,5- 0) = (3,2,5) = {a,b,c). 

Usando los numeros de direccion a = 3,b = 2y c = 5 junto con el punto P(- 2,1,0), se 
obtienen las ecuaciones parametricas 

x = -2+ 3t, y = 1+ 2t y z = 5f. 

■toin» Como t varia sobre todos los numeros reales, las ecuaciones parametricas del ejemplo 2 
determinan los puntos (x, y, z) sobre la recta. En particular, hay que observar que t = Oy t = 1 dan 
los puntos originales(— 2,1,0) y(l, 3,5). ■ 


Pianos en el espacio 

Se ha visto como se puede obtener una ecuacion de una recta en el espacio a partir de un 
punto sobre la recta y un vector paralelo a el I a. Ahora se vera que una ecuacion de un 
piano en el espacio se puede obtener a partir de un punto en el piano y de un vector nor¬ 
mal (perpendicular) al piano. 

Considerar el piano que contiene el punto P(x v y v z 3 ) y que tiene un vector normal 
distinto de cero n = ( a,b,c ), como se muestra en la figura 11.45. Este piano consta de 
todos los puntos Q(x,y,z) para los cuales el vector PQ es ortogonal a n. Usando el pro- 
ducto vectorial, se puede escribir 

n- PQ = 0 

(a, b, c) • (x - x v y - yyZ ~ z^> = 0 

a{x - x j) + b(y - y-g + c(z - Zj) = 0 

La tercera ecuacion del piano se dice que esta en forma canonica 0 estandar. 


TEOREMA 11.12 ECUACION CANONICA 0 ESTANDAR DE UN PLANO EN EL ESPACIO 


El piano que contiene el punto ixyyyz.j) y tiene un vector normal n = (a, b, c) 
puede representarse en forma canonica 0 estandar, por medio de la ecuacion 

a(x - jcj) + b(y - yg + c(z - Zj) = 0. 


Reagrupando terminos, se obtiene la forma general de la ecuacion de un piano en el es¬ 
pacio. 


ax + by + cz + d = 0 


Forma general de la ecuacion de un piano en el espacio. 
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z 


(-2,1,4) 



Un piano determinado por u y v 

Figura 11.46 



Angulo 6 entre dos pianos 

Figura 11.47 


Dada la forma general de la ecuacion de un piano, es facil hallar un vector normal al 
piano. Simplemente se usan los coeficientes dex, y y z para escribir n = {a, b, c). 

EJEMPLO 3 Hallar una ecuacion de un piano 
en el espacio tridimensional 

Hallar la ecuacion general del piano que contiene a los puntos (2,1,1), (0, 4, 1) y 
(-2,1,4). 


Solucion Para aplicar el teorema 11.12 se necesita un punto en el piano y un vector que 
sea normal al piano. Hay tres opciones para el punto, pero no se da ningun vector normal. 
Para obtener un vector normal, se usa el producto vectorial de los vectores u y v que van 
del punto (2,1,1) a los puntos (0, 4,1) y (-2,1, 4), como se muestra en la figura 11.46. 
Los vectores u y v dados mediante sus componentes son 

u= <0-2,4- 1,1- 1) = (-2,3,0) 
v = (-2-2,1- 1,4- 1) = (-4,0,3) 

asf que 

n = u x v 

i j k 

= -230 
-4 0 3 

= 9i + 6j + 12k 

= (a, b, c ) 

es normal al piano dado. Usando los numeros de direccion para n y el punto 
(xi,>> i, zj = (2,1,1), se puede determinar que una ecuacion del piano es 

a{x - x x ) + b(y - + c(z ~ Z]) = 0 

9(x — 2) + 6(y — 1) + 12 (z — 1) = 0 Forma canonica o estandar. 

9r + 6y + 12z — 36 = 0 Forma general. 

3x + 2y + 4z — 12 = 0. Forma general simplificada. 


■wi™ En el ejemplo 3, verificarquecada uno de los tres puntos originalessatisfacen la ecuacion 
3* + 2y + 4z— 12 = 0. ■ 


Dos pianos distintos en el espacio tridimensional o son paralelos o se cortan en una 
recta. Si se cortan, se puede determinar el angulo (0 < 9 < tt/2) entre ellos a partir del 
angulo entre sus vectores normales, como se muestra en la figura 11.47. Especificamente, 
si los vectores y son normales a dos pianos que se cortan, el angulo e entre los vec¬ 
tores normales es igual al angulo entre los dos pianos y esta dado por 


COS0 



Angulo entre dos pianos. 


Por consiguiente, dos pianos con vectores normales i\ y son 

1. perpendiculares si = 0. 

2. paralelos si i\es un multiplo escalar de r^. 
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EJEMPLO 4 Hallar la recta de interseccion de dos pianos 



Hallar el angulo entre los dos pianos dados por 

x — 2y + z = 0 Ecuacion de piano 1. 

2x + 3y — 2z = 0 Ecuacion de piano 2. 

y hallar las ecuaciones parametricas de su recta de interseccion (ver figura 11.48). 

Solucion Los vectores normales a los pianos son % = <1, - 2,1) y n 2 = <2, 3, - 2). Por 
consiguiente, el angulo entre los dos pianos esta determinado como sigue. 


cose 



l~6| 

V6V17 

6 

V102 

0.59409 


Coseno del angulo entre n x y n 2 . 


Esto implica que el angulo entre los dos pianos es 6 ~ 53.55°. La recta de interseccion de 
los dos pianos se puede hallar resolviendo simultaneamente las dos ecuaciones lineales 
que representan a los pianos. U na manera de hacer esto es multiplicar la primera ecuacion 
por -2 y sumar el resultado a la segunda ecuacion. 


x — 2y + z — 0 — 2x + 4y — 2z = 0 

2x + 3y — 2z = 0 2x + 3y — 2z = 0 

7y - 4z = 0 O' y = ^ 

Sustituyendo y = 4z/7 en una de las ecuaciones originales, se determina que x = z/7. 
Finalmente, haciendo t = z/7, se obtienen las ecuaciones parametricas 

x = t, y = At y z = 7t Recta de interseccion. 

lo cual indica que 1, 4 y 7 son los numeros de direccion de la recta de interseccion. 


H ay que observar que los numeros de direccion del ejemplo 4 se pueden obtener a par- 
tir del producto vectorial de los dos vectores normales como sigue. 


n l X n 2 = 




-2 

3 


k 


= i + 4j + 7k 


Esto significa que la recta de interseccion de los dos pianos es paralela al producto vecto¬ 
rial de sus vectores normales. 
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Vectores y la geometria del espacio 


Trazado de pianos en el espacio 

Si un piano en el espacio corta uno de los pianos coordenados, a la recta de interseccion 
se le llama la traza del piano dado en el piano coordenado. Para dibujar un piano en el 
espacio, es util hallar sus puntos de interseccion con los ejes coordenados y sus trazas en 
los pianos coordenados. Por ejemplo, considerar el piano dado por 

Sk + 2y + 4z = 12. Ecuacion del piano. 

Se puede hallar la traza xy, haciendo z = Oy dibujando la recta 

3x + 2y = 12 Traza xy- 

en el piano xy. Esta recta corta el ejexen (4, 0, 0) y el ejey en (0, 6, 0). En lafigura 11.49 
se continua con este proceso encontrando la traza yzy la traza xz, y sombreando la region 
triangular que se encuentra en el primer octante. 


Z Z Z 



XXX 


traza xz (y = 0): 
3x + 4 z = 12 

Trazas del piano 3x + 2y + 4z = 12 

Figura 11.49 


traza xy (z = 0): 
3x + 2 y= 12 


traza yz (x = 0) 
2y + 4z= 12 


Plano: 2x+z = l 
( 0 , 0 , 1 ) 



El piano 2x + z = 1 es paralelo al eje y 

Figura 11.50 


Si en una ecuacion de un piano esta ausente una variable, como en la ecuacion 
2x + z = 1, el piano debe ser paralelo al eje correspondiente a la variable ausente, como 
se muestra en la figura 11.50. Si en la ecuacion de un piano faltan dos variables, este es 
paralelo al piano coordenado correspondiente a las variables ausentes, como se muestra 
en la figura 11.51. 



El piano ax + d = 0 es 
paralelo al piano yz 

Figura 11.51 



El piano by + d = 0 es 
paralelo al piano xz 


(o,o,-f) 



El piano cz + d = 0 es 
paralelo al piano xy 
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proy n PQ 


D= llproy n Pg|| 

La distancia de un punto a un piano 

Figura 11.52 


Distancias entre puntos, pianos y rectas 

Esta seccion conduye con el analisis de dos tipos basicos de problemas sobre distancias 
en el espacio. 



1. Calcular la distancia de un punto a un piano. 
d 2. Calcular la distancia de un punto a una recta. 


Las sol uci ones de estos problemas ilustran la versatilidad y utilidad de I os vectores en la 
geometrfa analftica: el primer problema usa el producto escalar de dos vectores, y el 
segundo problema usa el producto vectorial. 

La distancia D de un punto Q a un piano es la longitud del segmento de recta mas 
corto que une a Q con el piano, como se muestra en la figura 11.52. Si P es un punto 
cualquiera del piano, esta distancia se puede hallar proyectando el vector PQ sobre el vec¬ 
tor normal n. La longitud de esta proyeccion es la distancia buscada. 


TEOREMA 11.13 DISTANCIA DE UN PUNTO A UN PLANO 
La distancia de un punto a un piano Q (no en el piano) es 



D = ||proy n P<2 


donde P es un punto en el piano y n es normal al piano. 


Para encontrar un punto en el piano dado por ax + by + cz + d = 0(a # 0), se hace 
y = 0 y z = 0. Entonces, de la ecuacion ax + d = 0, se puede concluir que el punto 
{-d/a, 0 , 0) esta en el piano. 


EJEMPLO 5 Calcular la distancia de un punto a un piano 

Calcular la distancia del punto 2(1, 5, -4) al piano dado por 

3x — y + 2z = 6. 

Solution Se sabe que n = (3, - 1,2) es normal al piano dado. Para hallar un punto en 
el piano, se hace y = 0 y z = 0, yse obtiene el punto P{ 2,0,0). El vector que va de P a 
Q esta dado por 


proy n PQ 


D= llproy n Pg|| 

La distancia de un punto a un piano 

Figura 11.52 


PQ = ( 1 - 2, 5 - 0, -4 - 0) 
= <-1,5,-4). 


Usando la formula para la distancia dada en el teorema 11.13 se tiene 



Distancia de un punto a un piano. 


16 


yi4 


mwiiLW El punto P quese eligio en el ejemplo 5 es arbitrario. Seleccionar un punto diferente en el 
piano para verificar que se obtiene la misma distancia. ■ 
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CA PI T U L 0 11 


Vectores y la geometria del espacio 


Del teorema 11.13 se puede determinar que la distancia del punto Q(x 0 , y 0 , zq) al piano 
dado por ax + by + cz + d = 0 es 

= \a(x o - Xj) + fc(y 0 ~ Ji) + c(z 0 - z x )| 

V<2 2 + Z? 2 + C 2 


0 


ox 0 + by 0 + cz 0 + d| 
V a 2 + Z? 2 + c 2 


Distancia de un punto a un piano. 


6or\6eP(xyy v z^) es un punto en el piano y d = ~{ax 1 + by x + czq). 


EJEMPLO 6 Encontrar la distancia entre dos pianos paralelos 


z 



La distancia entre los pianos paralelos es 
aproximadamente 2.14 

Figura 11.53 


Encontrar la distancia entre los dos pianos paralelos dados por 

3k — y + 2z — 6=0 y 6c — 2y + 4z + 4=0. 


Solucion Los dos pianos se muestran en la figura 11.53. Para hallar la distancia entre los 
pianos, elegir un punto en el primer piano, digamos (x 0 , y 0 , z Q ) = (2, 0, 0). Despues, del 
segundo piano, se puede determinar que a = 6, b = -2, c = 4yJ = 4, y concluir que la 
distancia es 


| ax 0 + by 0 + cz 0 + d\ 

Ja 2 + b 2 + c 2 

16(2) + (~2)(0) + (4)(0) + 4| 
V6 2 + (-2) 2 + 4 2 


V56 Vl4 


Distancia de un punto a un piano. 


La formula para la distancia de un punto a una recta en el espacio se parece a la de la 
distancia de un punto a un piano, excepto que se reemplaza el producto vectorial por 
la magnitud del producto vectorial y el vector normal n por un vector de direccion para la 
recta. 


TEOREMA 11.14 DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA EN EL ESPACIO 
La distancia de un punto Q a una recta en el espacio esta dada por 
D II PQ x u|| 

||u| 

donde u es un vector de direccion para la recta y P es un punto sobre la recta. 



Distancia de un punto a una recta 

Figura 11.54 


C DEMosTRAcfoN - ) En la figura 11.54, sea D la distancia del punto Q a la recta dada. 
E ntonces D = ||PQ || sen 9, donde 9 es el angulo entre u y PQ. Por el teorema 11.8, se tiene 

|| u || ||PQ|| sen 9= Wax PQ\\ = || PQ x u||. 

Por consiguiente, 

D = ||Fq|| sen e = . 
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EJEMPLO 7 Hallar la distancia de un punto a una recta 

Hallar la distancia del punto 2(3, -1,4) a la recta dada por 

x = —2 + 3t, y = —2t y z = 1 + 4t. 


Solucion U sando I os numeros de direccion 3, -2 y 4, se sabe que un vector de direccion 
de la recta es 


Z 



Jl = 2.45 

Figura 11.55 


u = {3, — 2, 4). Vector de direccion de la recta. 

Para determinar un punto en la recta, se hace t = Oy se obtiene 
P = (—2, 0,1). Punto sobre la recta. 

A Si, 

PQ = <3- (-2),-1- 0,4- 1) = <5,-1,3) 


y se puede formar el producto vectorial 


PQ x u = 


5 

3 


j 

-1 

-2 


k 


3 

4 


= 2i - llj - 7k = (2, -11, - 7). 


Por ultimo, usando el teorema 11.14, se encuentra que la distancia es 


7174 

729 


= 76 » 2.45. 


Ver figura 11.55. 



Ejercicios 


En los ejercicios 1 y 2, la figura muestra la grafica de una recta 
dada por las ecuaciones parametricas. a) Dibujar una flecha 
sobre la recta para indicar su direccion. b ) Hallar las coorde- 
nadas de dos puntos, P y Q, en la recta. Determinar el vector p$. 
^Cual es la relacion entre las componentes del vector y los coefi- 
cientes de ten las ecuaciones parametricas? ^Cual es la razon de 
esta relacion? C) Determinar las coordenadas de todos los puntos 
de interseccion con los pianos coordenados. Si la recta no corta 
a uno de los pianos coordenados, explicar por que. 


1 . * = 1 + 3 1 

y = 2-t 
z = 2 + 5t 


Z 



2. x = 2 — 3t 

y = 2 

z = 1 - t 


z 



En los ejercicios 3 y 4, determinar si cada punto yace sobre la 
recta. 

3. x = - 2 + t, y = 3t, z = 4 + t 


a) (0, 6, 6) 

b) (2, 3, 5) 

4 x-3 _y~: 

2 8 

Csl 

+ 

II 

a) (7, 23, 0) 

b) (1, -1,-3) 

En los ejercicios 5 a 10, hallar conjuntos de a) ecuaciones para¬ 
metricas y b) ecuaciones simetricas de la recta por el punto pa- 
ralela al vector o recta dado (si es posible). (Para cada recta, 
escribir los numeros de direccion como enteros.) 

Punto 

Paralela a 

5. (0, 0, 0) 

< 

II 

UJ 

I— 1 

6. (0, 0, 0) 

v = (-2,1,1) 

7. (-2,0,3) 

v = 2i + 4j - 2k 

8. (-3,0,2) 

v = 6j + 3k 

9. (1, 0,1) 

x=3+3t,y = 5-2i,z = -7 + t 

10. (-3,5,4) 

x-1 y+1 

3 -2 z 3 
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CAPITULO 11 Vectoresy la geometria del espacio 


En los ejercicios 11 a 14, hallar conjuntos de a) ecuaciones 
parametricas y b) ecuaciones simetricas de la recta que pasa por 
los dos puntos (si es posible). (Para cada recta, escribir los 
numeros de direccion como enteros.) 

11. (5, -3, -2), (-|,|,l) 12. (0,4, 3), (-1,2, 5) 

13. (7, -2, 6), (-3, 0, 6) 14. (0, 0, 25), (10,10, 0) 

En los ejercicios 15 a 22, hallar un conjunto de ecuaciones para¬ 
metricas de la recta. 

15. La recta pasa por el punto (2, 3, 4) y es paralela al piano xz y al 
piano yz. 

16. La recta pasa por el punto (-4, 5, 2) y es paralela al piano xy y 
al piano yz. 

17. La recta pasa por el punto (2, 3, 4) y es perpendicular al piano 
dado por 3x + 2y - z = 6. 

18. La recta pasa por el punto (-4, 5, 2) y es perpendicular al piano 
dado por -x + 2y + z = 5. 

19. La recta pasa por el punto (5, -3, -4) y es paralela a 

V = <2,-1,3). 

20. La recta pasa por el punto (-1, 4, -3) y es paralela a 

V = 5i - j. 

21. La recta pasa por el punto (2, 1, 2) y es paralela a la recta 

x = —t,y= 1 + t,z = ~2 + t. 

22. La recta pasa por el punto (-6, 0, 8) y es paralela a la recta 

x = 5 — 2t,y = — 4 + 2t, z = 0. 

En los ejercicios 23 a 26, hallar las coordenadas de un punto P 
sobre la recta y un vector v paralelo a la recta. 

23. x = 3 — t, y = — 1 + 2/, z = — 2 

24. x = At, y = 5 — t, z = 4 + 3/ 

25 _^7 = > l +6 = z + 2 


30. L{. 


L 

U 


x - 3 _ y - 2 _ z + 2 

1 “ 2 

x—l_y-l_z+3 

* 4 “ 2 “ 4 

x + 2 _ y - 1 _ z ~ 3 


' 3 ‘ 1 0.5 1 

x — 3_y + l_z~2 

2 “ 4 “ -1 


En los ejercicios 31 a 34, determinar si las rectas se cortan, y si 
es asi, hallar el punto de interseccion y el coseno del angulo de 
interseccion. 


31. x = At + 2, y = 3, z = —t + 1 

x = 2s + 2, y = 2s + 3, z = s + 1 

32. x = —3 1 + 1 ,y = At + 1, z, — 2l + 4 

x = 3s + 1, y = 2s + 4, z = -5 + 1 

x - 1 


33.§ = ^ = z+l, 


: = y + 2 = 


: + 3 

-3 


34. 


y 


-3 


= z ~ 3, 


3 , q 2 

- = y + 5 = - 


26. 


x + 3 _ y _ z ~ 3 

5 “ 8“ 6 


Fn los ejercicios 35 y 36, usar un sistema algebraico por compu- 
tadora para representar graficamente el par de rectas que se cor¬ 
tan y hallar el punto de interseccion. 

35. x=2?+3, y = St — 2, z = —t+ 1 
x = ~2s + l,y = s + 3, z = 2s — 1 

36. x = 21 — 1,y = —At + 10, z — t 
x = -5is — 12, y = 3s + 11, z = — 2s — 4 

Products vectorial En los ejercicios 37 y 38, a) hallar las coor¬ 
denadas de tres puntos P,Q y R en el piano, y determinar los vec- 
tores PQy PR. b) Hallar PQ x PR. ^Cual es la relacion entre las 
componentes del producto vectorial y los coeficientes de la 
ecuacion del piano? ^Cual es la razon? 


En los ejercicios 27 a 30, determinar si algunas de las rectas son 
paralelas o identicas. 

27. L x : x = 6 — 3t, y = — 2 + 2t, z = 5 + At 
L 2 : x = 6t, y = 2 — At, z = 13 — 8t 

L 3 : x = 10 — 6t, y = 3 + At, z — 7 + 8^ 

L 4 : x = — 4 + 6^, y = 3 + At, z = 5 — 6r 

28. L{. x = 3 + 2t, y = —6t, z = 1 — 2t 

L 2 : x = 1 + 2t, y = —1 — t, z = 3t 

L 3 : x = — 1 + 2t, y = 3 — 101, z = 1 — At 

L 4 : x = 5 + 2t, y = 1 — t, z = 8 + 3t 

. x - 8 _ y + 5 _ z + 9 


37. 4x — 3y — 6z = 6 


38. 2x + 3y + 4z = 4 



29. L 

L 2 : 

L 

L 4 : 


11 4 -2 3 

x+7_y-4_z+6 

2 1 5 

x + 4^y — l^z+18 
3: -8 “ 4 “ -6 

x - 2 _ y + 3 _ z ~ 4 


En los ejercicios 39 y 40, determinar si el piano pasa por cada 
punto. 

39. x + 2y - 4z — 1 = 0 

a) (-7,2, -1) b) (5,2,2) 

40. 2x + y + 3z — 6 = 0 
a) (3,6, -2) 


-2 


1.5 


b) (-1,5, -1) 
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En los ejercicios 41 a 46, hallar una ecuacion del piano que pasa 
por el punto y es perpendicular al vector o recta dado. 


Punto 


Perpendicular a 


En los ejercicios 65 a 70, determinar si los pianos son paralelos, 
ortogonales, o ninguna de las dos cosas. Si no son ni paralelos ni 
ortogonales, hallar el angulo de interseccion. 


41. (1,3, -7) 

42. (0, -1,4) 

43. (3, 2, 2) 

44. (0, 0, 0) 

45. (-1,4,0) 

46. (3, 2, 2) 


n = J 
n = k 

n = 2i + 3j — k 
n = 3i + 2k 

x = —1 + 2t, y = 5 — t, z = 3 - 2t 

* - 1 « z + 3 

—r~ = y + 2 = 


65. 5* — 3y + z = 4 

x + Ay + lz = 1 
67. x — 3y + 6z = 4 

5x + y - z = 4 
69. x — 5y — z = 1 

5x — 25y — 5z = — 3 


66. 3x + y — 4z = 3 

— 9x— 3y + 12z = 4 

68. 3x + 2y — z = 7 

x - Ay + 2z = 0 

70. 2x - z = 1 

Ax + y + 8z = 10 


-3 


En los ejercicios 47 a 58, hallar una ecuacion del piano. 

47. El piano que pasa por (0, 0, 0), (2, 0, 3) y (-3, -1, 5). 

48. El piano que pasa por (3, -1, 2), (2, 1, 5) y (1,-2, -2). 

49. El piano que pasa por (1, 2, 3), (3, 2, 1) y (-1, -2, 2). 

50. El piano que pasa por el punto (1, 2, 3) y es paralelo al piano yz. 

51. El piano que pasa por el punto (1, 2, 3) y es paralelo al piano xy. 

52. El piano contieneel ejeyy forma un angulo de7r/6con el eje* 
positivo. 

53. El piano contiene las rectas dadas por 


En los ejercicios 71 a 78, marcar toda interseccion y dibujar la 
grafica del piano. 

71. Ax + 2y + 6z = 12 


73. 2x — y + 3z = 4 
75. * + z = 6 
77. x = 5 


72. 3x + 6y + 2z = 6 
74. 2x — y + z = 4 

76. 2x + y = 8 
78. z = 8 


€29 En los ejercicios 79 a 82, usar un sistema algebraico por compu- 
tadora para representar graficamente el piano. 


79. 2x + y — z = 6 
81. —5x +Ay — 6z = ~8 


80. x — 3z = 3 
82. Zlx - 4.7y - z = - 3 


c - 1 

-2 


= y - A = Z y 


x- 2 y- 1 

-3 A 


i-2 

-1 ' 


54. El piano pasa por el punto (2, 2,1) y contiene la recta dada por 

x _ y - 4 


En los ejercicios 83 a 86, determinar si algunos de los pianos 
paralelos o identicos. 


son 


2 -1 


= z. 


55. El piano pasa por los puntos (2, 2, 1) y (-1, 1, -1) y es per¬ 
pendicular al piano 2x - 3y + z = 3. 

56. El piano pasa por los puntos (3, 2, 1) y (3, 1, -5) y es perpen¬ 
dicular al piano 6* + 7y + 2z = 10. 

57. El piano pasa por los puntos (1, -2, -1) y (2, 5, 6) y es parale¬ 
lo al ejex. 

58. El piano pasa por los puntos (4, 2, 1) y (-3, 5, 7) y es paralelo 
al ejez. 

En los ejercicios 59 y 60, representar graficamente la recta y ha¬ 
llar los puntos de interseccion (si los hay) de la recta con los pianos 

xy,xzyyz. 

59. x = 1 - 2 1, y = - 2 + 3t, z= - 4 + t 

™ x - 2 , n z - 3 

60. —r— = y + 1 = 


En los ejercicios 61 a 64, hallar una ecuacion del piano que con¬ 
tiene todos los puntos equidistantes de los puntos dados 


84. 2x — y + 3z = 8 


3x — 5y - 2z = 6 
3x — Ay + 12 z = 5 
— Ax — 2y + 6z = 11 


83. P{. lSx — 6y + 24z = 17 

— 5x + 2y — 8z = 6 
6x — Ay + 4z = 9 
3x — 2y — 2z = A 

85. P x : 3x — 2y + 5z = 10 
P 2 : — 6x + 4y — 10z = 5 

— 3x + 2y + 5z = 8 
75* - 50y + 125z = 250 

86. Pi. —60* + 90y + 30z = 27 
6* — 9y — 3z = 2 
-20* + 30y + lOz = 9 
12* - 18y + 6z = 5 


En los ejercicios 87 a 90, describir a la familia de pianos repre- 
sentada por la ecuacion, donde C es cualquier numero real. 


87. * + y + z = c 
89. cy + z = 0 


88. * + y = c 
90. * + cz = 0 


61. (2, 2, 0), (0, 2, 2) 

63. (-3, 1,2), (6, -2,4) 


62. (1, 0, 2), (2, 0, 1) 

64. (-5, 1, -3), (2, -1,6) 


En los ejercicios 91 y 92, a) encontrar el angulo entre los dos 
pianos y b ) hallar un conjunto de ecuaciones parametricas de la 
recta de interseccion de los pianos. 


91. 3x + 2y — z = 7 

* — Ay + 2z = 0 


92. 6x — 3y + z = 5 

-* + y + 5z = 5 
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En los ejercicios 93 a 96, hallar el o los puntos de intersection (si 
los hay) del piano y la recta. Investigar ademas si la recta se halla 
en el piano. 


„ 1 y + (3/2) z+1 

93. 2x - 2y + z = 12, x - ^ — = — 2~ 


94. 2x + 3y = -5, 


x - 1 _ y _ z ~ 3 


95. 2x + 3y= 10, = z - 3 


96. 5x + 3y = 17, 


x-4_y+l_z+2 


2-3 5 

En los ejercicios 97 a 100, hallar la distancia del punto al piano. 

97. (0, 0, 0) 98. (0, 0, 0) 


2x + 3y + z = 12 
99. (2, 8, 4) 

2x + y + z = 5 


5x + y - z = 9 

100. (1,3, -1) 

3x — Ay + 5z = 6 


En los ejercicios 101 a 104, verificar que los dos pianos son para- 
lelos, y hallar la distancia entre ellos. 


101. x - 3y + 4z = 10 

x — 3y + Az = 6 

103. -3x + 6y+7z=l 
6x - 12y - lAz = 25 


102. Ax - Ay + 9z = 7 

Ax — Ay + 9z = 18 

104. 2x - Az = A 
2k - Az = 10 


En los ejercicios 105 a 108, hallar la distancia del punto a la recta 
dada por medio del conjunto de ecuaciones parametricas. 

105. (1, 5, - 2); x = At - 2, y = 3, z = -t + 1 

106. (1, — 2, 4); x = 21, y = t — 3, z = 2t + 2 

107. (—2, 1, 3); x = 1 — t, y = 2 + t, z = —2t 

108. (4, -1, 5); x = 3, y = 1 + 3t, z = 1 + t 


En los ejercicios 109 y 110, verificar que las rectas son paralelas 
y hallar la distancia entre ellas. 

109. L x : x = 2 — t, y = 3 + 2i, z = A + t 

L 2 : x = 3t, y = 1 - 6t, z = A - 3t 

110. L x : x = 3 + 6t, y = —2 + 9t, z = 1 — 12^ 

L 2 : x = — 1 + At, y = 3 + 6t, z = —8t 


Desarrollo de conceptos 


111. Dar las ecuaciones parametricas y las ecuaciones simetri- 
cas de una recta en el espacio. Describir que se requiere 
para hallar estas ecuaciones. 

112. Dar la ecuacion estandar de un piano en el espacio. Des¬ 
cribir que se requiere para hallar esta ecuacion. 

113. Describir un metodo de hallar la recta de interseccion entre 
dos pianos. 

114. Describir toda superficie dada por las ecuaciones x = a, 

y = by z = c. 


Desarrollo de conceptos ( continuacion) 


115. Describir un metodo para determinar cuando dos pianos 

a ± x + b^y + + d 1 = 0y a 2 x + b 2 y + c 2 z + d 2 = 0 

son a) paralelos y b) perpendiculares. Explicar el razo- 
namiento. 

116. Sean L x y L 2 rectas no paralelas que nose cortan. ^Esposi- 
ble hallar un vector v distinto de cero tal que v sea perpen¬ 
dicular a ambosL-Ly L 2 ? Explicar el razonamiento. 

117. H allar una ecuacion del piano con interseccion en x (a, 0,0), 
interseccion en y (0, b, 0) e interseccion en z (0, 0, c). 
(Suponer que a, b y c son distintos de cero.) 


Para discusion 


118. Encontrar la correspondencia entre la ecuacion o conjunto 
de ecuaciones que cumple con la descripcion indicada. 

a) Conjunto de ecuaciones parametricas de una recta 

b) Conjunto de ecuaciones simetricas de una recta 

c) Ecuacion estandar de un piano en el espacio 

d) Forma general de la ecuacion de un piano en el espacio 

i) (x — 6)/2 = (y + 1)/—3 = z/1 

ii) 2x — ly + 5z + 10 = 0 

Hi) x = A + It, y = 3 + t, z = 3 — 3t 
iv ) 2(x - 1) + (y + 3) - 4(z - 5) = 0 

119. Describir y hallar una ecuacion para la superficie generada por 
todos los puntos (x, y, z) que estan a cuatro unidades del punto 
(3,-2, 5). 

120. Describir y hallar una ecuacion para la superficie generada por 
todos los puntos (x,y,z) que estan a cuatro unidades del piano 

Ax — 3y + z = 10. 

121. Modelado matematico Los consumos per capita (en galones) 
de diferentes tipos de leche en Estados Unidos desde 1999 
hasta 2005 se muestran en la tabla. El consumo de leche 
descremada y semidescremada, leche reducida en grasas y la 
leche entera se representa por las variables x,yy z, respectiva- 
mente. ( Fuente : U.S. Department of Agriculture) 


Ano 

1999 

2000 

2001 

2002 

2003 

2004 

2005 

X 

1.4 

1.4 

1.4 

1.6 

1.6 

1.7 

1.7 

y 

7.3 

7.1 

7.0 

7.0 

6.9 

6.9 

6.9 

z 

6.2 

6.1 

5.9 

5.8 

5.6 

5.5 

5.6 


U n modelo para los datos esta dado por 

0.92x — 1.03y + z = 0.02. 

a) Hacer un cuarto renglon de la tabla usando el modelo para 
aproximar z con los valores dados de x y y. Comparar las 
aproximaciones con los valores reales dez. 

b) Segun este modelo, cualquier incremento en el consumo de 
dos tipos de leche tendra £que efecto en el consumo del ter- 
cer ti po? 
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122. Diseho industrial Un colector en la parte superior de un 
montacargas degrano canaliza el grano a un contenedor. Hallar 
el angulo entre dos lados adyacentes. 



123. Distancia Dos insectos se arrastran a lo largo de rectas dife- 
rentes en el espacio. En el instante t (en minutos), el primer 
insecto esta en el punto (x, y, z) sobre la recta x = 6 + t, 
y = 8 - t, z = 3 + t. Tambien, en el instante t, el segundo 
insecto esta en el punto [x, y, z) sobre la recta x = 1+ t, 
y = 2 + t, z = 2 j. 

Suponer que las distancias se dan en pulgadas. 

a) Hallar la distancia entre los dos insectos en el instante 

t = 0 . 

|H b ) Usarunaherramientadegraficacion para representar la dis¬ 
tancia entre los insectos desde t = 0 hasta t = 10. 

c) Usando lagraficadel incisor), iquesepuedeconcluiracer- 
ca de la distancia entre los insectos? 

d) iQue tanto se acercan los insectos? 


124. Hallar la ecuacion estandar de la esfera con el centro en 
(-3, 2,4) que es tangente al piano dado por 2x + Ay - 3z = 8. 

125. Hallar el punto de interseccion del piano 3x - y + 4z = 7 con 
la recta que pasa por (5, 4, -3) y que es perpendicular a este 
piano. 

126. M ostrar que el piano 2x - y - 3z = 4 es paralelo a la recta 
* = -2+2 t,y = “1 + At,z = 4, y hallar la distancia entre 
ambos. 

127. Hallar el punto de interseccion de la recta que pasa por 
(1, -3, 1) y (3, -4, 2), y el piano dado por * - y + z = 2. 

128. Hallar un conjunto de ecuaciones parametricas de la recta que 
pasa por el punto (1, 0, 2) y es paralela al piano dado por 
x + y + z = 5, y perpendicular a la recta x = t, y = 1 + t, 

z = 1 + t. 

i Verdadero 0 falso? En los ejercicios 129 a 134, determinar si la 
declaracion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
dar un ejemplo que pruebe que es falsa. 

129. Si v = aj + bj + c-l k es cualquier vector en el piano dado por 

a^c + byy + c 2 z + d 2 = 0, entonces a x a 2 + b 1 b 2 + c 1 c 2 = 0. 

130. Todo par de rectas en el espacio o se cortan o son paralelas. 

131. Dos pianos en el espacio o se cortan o son paralelos. 

132. Si dos rectas y L 2 son paralelas a un piano P, entonces L ± y 
l 2 son paralelas. 

133. Dos pianos perpendiculares a un tercer piano en el espacio son 
paralelos. 

134. Un piano y una recta en el espacio se intersecan o son parale¬ 
los. 


PROYECTO DE TRABAJO 


Distancias en el espacio 

En esta seccion se han visto dos formulas para distancia, la distancia 
deun punto a un piano, y la distancia de un punto a una recta. En este 
proyecto seestudiara un tercer problema de distancias, la distancia de 
dos rectas que se cruzan. Dos rectas en el espacio son oblicuas si no 
son paralelas ni se cortan (ver la figura). 

a) Considerar las siguientes dos rectas en el espacio. 

L^. x = 4 + 5^, y = 5 + 5t, z = 1—4 1 
L 2 : x = 4 + s, y = — 6 + 8v, z = 7 — 3s 

i) M ostrar que estas rectas no son paralelas. 

ii) M ostrar que estas rectas no se cortan, y por consi- 
guiente las rectas se cruzan. 

iii) M ostrar que las dos rectas estan en pianos paralelos. 

iv) Hallar la distancia entre los pianos paralelos del inciso 
iii). Esta es la distancia entre las rectas que se cruzan 
originales. 

b) Usar el procedimiento del inciso a) para encontrar la distan¬ 
cia entre las rectas. 

L-l: x = 2t, y = At, z = 6t 

L 2 .x= 1 - s, y = 4+5, z = -1 + 5 


c) Usar el procedimiento del inciso a) para encontrar la distan¬ 
cia entre las rectas. 

L^x = 3t, y = 2 - t, z = -1+ t 
L 2 .x= 1+45, y = — 2 + 5, z = —3—35 

d) Desarrollar una formula para encontrar la distancia de las 
rectas oblicuas. 

L _ L : x = x L + atf, y = y 1 + b-tf, z = z x + cj 
L 2 . x = x 2 + a 2 s, y = y 2 + b 2 s l z = z 2 + 











812 


CAPITULO 11 Vectoresy la geometria del espacio 



Superficies en el espacio 


■ Reconocer y dar las ecuaciones de superficies cilindricas. 

■ Reconocer y dar las ecuaciones de superficies cuadricas. 

■ Reconocer y dar las ecuaciones de superficies de revolution. 


z 


X 


y 


CiIindro circular recto: 

x 2 +y 2 = a 2 


Superficies cilindricas 

Las primeras cinco secciones de este capitulo conti enen la parte vectorial de I os conoci- 
mientos preliminares necesarios para el estudio del calculo vectorial y del calculo en el 
espacio. En esta y en la proxima seccion, se estudian superficies en el espacio y sistemas 
alternatives de coordenadas para el espacio. Ya se han estudiado dos tipos especiales de 
superficies. 

1. Esferas: (x — Xg ) 2 + (y — y g ) 2 + (z — Zq ) 2 = r 2 Seccion 11.2. 

2. Pianos: ax + by + cz + d = 0 Seccion 11.5. 

U n tercer tipo de superficie en el espacio son las llamadas superficies cilindricas, o 
simplemente cilindros. Para definir un cilindro, considerar el familiar cilindro circular 
recto mostrado en la figura 11.56. Se puede imaginar que este cilindro es generado por una 
recta vertical que se mueve alrededor del cfrculo x 2 + y 2 = a 2 que se encuentra en el 
piano xy. A este cfrculo se le llama curva directriz (o curva generadora). 


Las rectas generatrices son paralelas al eje z 

Figura 11.56 


DEFINICION DE UN CILINDRO 

Sea C una curva en un piano y sea L una recta no paralela a ese piano. AI conjunto 
de todas las rectas paralelas a L que cortan a C se le llama un cilindro. A C se le 
llama la curva generadora (o la directriz) del cilindro y a las rectas paralelas se 
I es llama rectas generatrices. 


Rectageneratriz Curva 

quecortaac z directriz C 


X 



Cilindro: las rectas generatrices cortan a C 
y son paralelas a la recta dada 

Figura 11.57 


miuum sin perdida de generalidad 7 se puede suponer que C se encuentra en uno de los tres pianos 
coordenados. En estetexto se restringe la discusion a cilindros rectos, es decir, a cilindros cuyas (rec¬ 
tas) generatrices son perpendiculares al piano coordenado que contiene a C, como se muestra en la 
figura 11.57. ■ 

La ecuacion de la (curva) directriz del cilindro circular recto mostrado en la figura 
11.56 es 

x 2 + y 2 = a 2 . Ecuacion de la curva directriz en el piano 

Para encontrar una ecuacion del cilindro, hay que observar que se puede generar cualquiera 
de las (rectas) generatrices fijando los valores de* y y y dejando que z tome todos los va- 
lores reales. En estecaso, el valor dec es arbitrario y, por consiguiente, no esta incluido en 
la ecuacion. En otras palabras, la ecuacion de este cilindro simplemente es la ecuacion de 
su curva generadora o directriz. 


x 2 + y 2 = a 2 


Ecuacion de un cilindro en el espacio. 


ECUACION DE UN CILINDRO 

La ecuacion de un cilindro cuyas rectas generatrices son paralelas a uno de los ejes 
coordenados contiene solo las variables correspondientes a los otros dos ejes. 
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En la tabla de las 
paginas 814 y 815 se muestra solo una 
de las varias orientaciones posibles de 
cada superficie cuadrica. Si la superfi- 
cie esta orientada a lo largo de un eje 
diferente, su ecuacion estandar cam- 
biara consecuentemente, como se ilus¬ 
tra en los ejemplos 2 y 3. El hecho de 
que los dos tipos de paraboloides ten- 
gan una variable elevada a la primera 
potencia puede ser util al clasificar las 
superficies cuadricas. Los otros cuatro 
tipos de superficies cuadricas basicas 
tienen ecuaciones que son de segundo 
grado en las tres variables. 


EJEMPLO I Trazado de cilindros 

Trazar la superficie representada por cada una de las ecuaciones. 
a) z — y 2 b) z = sen x, 0 < x < 2n 


Solucion 

a) La grafica es un cilindro cuya directriz, z = y 2 , es una parabola en el piano yz. Las ge¬ 
neratrices del cilindro son paralelas al eje jc, como se muestra en la figura 11.58a. 

b) La grafica es un cilindro generado por la curva del seno en el piano jcz. Las generatri¬ 
ces son paralelas al eje y, como se muestra en la figura 11.58 b. 


La directriz Cesta 
en el piano yz 



Cilindro: z = y 2 


La directriz Cesta 



Cilindro: z = senx 


a) Las generatrices son paralelas al ejex b ) Las generatrices son paralelas al ejey 

Figura 11.58 


Superficies cuadricas 

El cuarto tipo basico de superficies en el espacio son las superficies cuadricas. Estas son 
los analogos tridimensionales de las secciones conicas. 


SUPERFICIES CUADRICAS 

La ecuacion de una superficie cuadrica en el espacio es una ecuacion de segundo 
grado en tres variables. La forma general de la ecuacion es 

Ax 2 + By 2 + Cz 2 + Dxy + Exz + Fyz + Gx + Hy + Iz + J = 0. 

Hay seis tipos basicos de superficies cuadricas: elipsoide, hiperboloide de una 
hoja, hiperboloide de dos hojas, cono eliptico, paraboloide eliptico y para- 
boloide hiperbolico. 


A la interseccion de una superficie con un piano se le llama la traza de la superficie 
en el piano. Para visualizar una superficie en el espacio, es util determinar sus trazas en 
algunos pianos elegidos inteligentemente. Las trazas de las superficies cuadricas son coni¬ 
cas. Estas trazas, junto con la forma canonica o estandar de la ecuacion de cada superfi¬ 
cie cuadrica, se muestran en la tabla de las paginas 814 y 815. 
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Elipsoide 



Traza Plano 

Elipse Paralelo al piano xy 

Elipse Paralelo al piano xz 

Elipse Paralelo al piano yz 

La superficie es una esfera si 

a = b = c 0. 



Hiperboloide de una hoja 



« 2 b 2 c 2 


Traza Plano 

Elipse Paralelo al piano xy 

Hiperbola Paralelo al piano xz 

Hiperbola Paralelo al piano _yz 

El ejedel hiperboloidecorrespon- 
de a la variable cuyo coeficiente 
es negativo. 


Z 



Hiperboloide de dos hojas 



zr _ _ y_ . 

c 2 a 2 b 2 

Traza Plano 

Elipse Paralelo al piano xy 

Hiperbola Paralelo al piano xz 

Hiperbola Paralelo al piano yz 

El ejedel hiperboloidecorresponde 
a la variable cuyo coeficiente es 
positivo. No hay traza en el piano 
coordenado perpendicular a este 
eje. 


T raza yz z T raza xz 
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X 



Cono eliptico 



Traza Plano 


Elipse Paralelo al piano xy 

Hiperbola Paralelo al piano xz 

Hiperbola Paralelo al piano yz 


El eje del cono corresponde a la 
variable cuyo coeficiente es negati- 
vo. Las trazas en los pianos coorde- 
nados paralelos a este eje son rectas 
que se cortan. 


Traza xz 


x 



Traza xy 
(un punto) 

y 

Paralelo al 
piano xy 


Traza yz 


Paraboloide eliptico 



Traza 


x 2 
Plano 


z = - + y - 
z a 2 b 2 


Elipse Paralelo al piano xy 

Parabola Paralelo al piano xz 

Parabola Paralelo al piano yz 


El eje del paraboloide corresponde a 
la variable elevada a la primera 
potencia. 


Traza yz 


Traza xz 



Paraboloide hiperbolica 



z 


f 

b 2 


Traza Plano 


Hiperbola 

Parabola 

Parabola 


Paralelo al piano xy 
Paralelo al piano xz 
Paralelo al piano yz 


El eje del paraboloide corresponde 
a la variable elevada a la primera 
potencia. 


z 

Traza yz , i 


x 



Paralelo al 
piano xy 

Traza xz 
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Para clasificar una superficie cuadrica, se empieza por escribir la superficie en la 
forma canonica o estandar. Despues, se determinan varias trazas en I os pianos coordena- 
dos o en pianos paralelos a los pianos coordenados. 



Hiperboloide de dos hojas: 



Figura 11.59 


EJEMPLO 2 Trazado de una superficie cuadrica 

Clasificar y dibujar la superficie dada por 4x 2 - 3y 2 + 12z 2 + 12 = 0. 

Solucion Se empieza por escribir la ecuacion en forma canonica o estandar. 
4x 2 — 3y 2 + 12z 2 + 12 = 0 Escribir la ecuacion original. 

Dividirentre -12. 


zi + z!_ z 2_ 1=0 

-3 4 z 


r 

4 


= 1 


Forma canonica o estandar. 


Delatablaen las paginas 814 y 815 se puede concluir que la superficie es un hiperboloide 
de dos hojas con el ejey como su eje. Para esbozar la grafica de esta superficie, conviene 
hallar las trazas en los pianos coordenados. 


Trazaxy (z = 0): y --^=l 


Trazaxz(y = 0): ^ + y = ~1 


T raza yx (x = 0): 


y 2 z 2 


4 1 

La grafica se muestra en la figura 11.59. 


Hiperbola. 

N o hay traza. 

Hiperbola. 


EJEMPLO 3 Trazado de una superficie cuadrica 


Paraboloidediptico: 

x =y 2 +4z 2 



X 

x = 4z 2 


Clasificar y dibujar la superficie dada por x - y 2 - 4z 2 = 0. 


Solucion Como x esta elevada solo a la primera potencia, la superficie es un pa- 
raboloide. El eje del paraboloide es el ejex. En la forma canonica o estandar, la ecua¬ 
cion es 


x = y 2 + 4 z 2 - 

Algunas trazas utiles son las siguientes. 
Trazaxy (z = 0): x = y 2 

Traza xz (y = 0): x = 4- 2 

2 2 

Paralelo al piano yz(x = 4): + y = 1 


Forma canonica o estandar. 


Parabola. 

Parabola. 

Elipse. 


Figura 11.60 


La superficie es un paraboloide eh'ptico, como se muestra en la figura 11.60. 


A Igunas ecuaciones de segundo grado en x, y y z no representan ninguno de los tipos 
basicos de superficies cuadricas. He aqui dos ejemplos. 

x 2 + y 2 + z 2 = 0 
x 2 + y 2 = 1 


Un unico punto. 
Cilindro recto circular. 
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En el caso de una superficie cuadrica no centrada en el origen, se puede formar la 
ecuacion estandar completando cuadrados, como se muestra en el ejemplo 4. 


(x-2) 2 , tv +1) 2 , (z-l) 2 _ 

4 2 4 


Z 


y 


Un elipsoide centrado en (2,-1,1) 

Figura 11.61 



EJEMPLO 4 Una superficie cuadrica no centrada en el origen 

Clasificar y dibujar la superficie dada por 

x 2 + 2y 2 + z 2 ~ 4c + 4y — 2z + 3 = 0. 

Solucion AI completar el cuadrado de cada variable se obtiene: 

(x 2 — 4x + ) + 2 (y 2 + 2y + ) + (z 2 ~ 2z + ) = —3 
(x 2 — 4x + 4) + 2(y 2 + 2y + 1) + (z 2 — 2z + 1) = —3+4+2 + 1 
(x - 2) 2 + 2(y + l) 2 + (z-l) 2 =4 
(x - 2) 2 (y + l) 2 (z ~ l) 2 n 

4 2 4 

En esta ecuacion se puede ver que la superficie cuadrica es un elipsoide centrado en el 
punto (2, -1,1). Su grafica se muestra en la figura 11.61. 


tecnologi'a Un si sterna algebraico por computadora puede ayudar a visual izar 
una superficie en el espacio.* La mayoria de estos sistemas algebraicos por compu¬ 
tadora crean ilusiones tridimensionales dibujando varias trazas de la superficie y apli- 
cando una rutina de "linea oculta" que borra las porciones de la superficie situadas 
detras de otras. A bajo se muestran dos ejemplos de figuras que se generaron con Mathe- 
matica. 





Paraboloide eliptico 

y 2 z 2 

X = y — + - 
2 2 


Paraboloide hiperbolico 



Usar una herramienta de graficacion para representar una superficie en el espacio 
requiere practica. En primer lugar, se debe saber lo suficiente sobre la superficie en 
cuestion para poder especificar que de una vista representativa de la superficie. Tambien, 
a menudo se puede mejorar la vista de una superficie girando los ejes. Por ejemplo, se 
observa que el paraboloide eliptico de la figura se ve desde un punto mas "alto” que el 
utilizado para ver el paraboloide hiperbolico. 


* Algunas graficadoras 3-D requieren que se den las superficies mediante ecuaciones parametricas. 
Para un analisis de esta tecnica, ver la seccion 15.5. 
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Curva generadora 





Figura 11.62 


Superficie: 



Curva generadora 
o directriz 


9x 2 =y 3 


Superficies de revolucion 

El quinto tipo especial de superficie que se estudiara se llama superficie de revolucion. 
En la seccion 7.4 se estudio un metodo para encontrar el area de tales superficies. A hora 
se vera un procedi miento para hallar su ecuacidn. Considerar la grafica de la funcion 
radio 

y = r{z ) Curva generadora o directriz. 

en el piano yz. Si esta grafica se gira sobre el eje z, forma una superficie de revolucion, 
como se muestra en la figura 11.62. La traza de la superficie en el piano z = z 0 es un 
cfrculo cuyo radio es r(zj y cuya ecuacion es 

x 2 + y 2 = [r(zo)] 2 . Traza circular en el piano: z = z 0 . 

Sustituyendo z 0 por z se obtiene una ecuacion que es valida para todos I os valores de z. De 
manera similar, se pueden obtener ecuaciones de superficies de revolucion para los otros 
dos ejes, y los resultados se resumen como sigue. 


SUPERFICIE DE REVOLUCION 

Si la grafica de una funcion radio r se gira sobre uno de los ejes coordenados, 
la ecuacion de la superficie de revolucion resultante tiene una de las formas si- 
guientes. 

1. Girada sobre el ejex: y 2 + z 2 = [/(a)] 2 

2. Girada sobre el ejey: x 2 + z 2 = [ r(y )] 2 

3. Girada sobre el eje z: x 2 + y 2 = [r(z)] 2 


EJEMPLO 5 Hallar una ecuacion para una superficie de revolucion 

a) U na ecuacion para la superficie de revolucion generada al girar la grafica de 

y = - Funcion radio. 

z 

en torno al eje z es 

x 2 + y 2 = [r(z)] 2 Girada en torno al ejez. 

7 7 (A 2 

x z + y z = I- I . Sustituir r(z) para 1/z. 

b ) Para encontrar una ecuacion para la superficie generada al girar la grafica de 9 jc 2 = y 3 
en torno al eje y, se despeja* en terminos tiey. A si se obtiene 

= i y 3//2 = r (y )■ Funcion radio. 

Por tanto, la ecuacion para esta superficie es 

x 2 + z 2 = [r(y)] 2 Girada en torno al ejey. 

x 2 + z 2 = (|y 3/2 ) Sustituir^ 3 / 2 para r(y). 

x 2 + z 2 = Ecuacion de la superficie. 


Figura 11.63 


La grafica se muestra en la figura 11.63. 
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D i rectri z en el D i rectri z en el 

piano xy z piano yz 

x= \/9-3y 2 * Z = V 9 - 3y 2 



Superficie: 
x 2 +3y 2 +z 2 =9 


Figura 11.65 


Lacurva generadorao directriz deuna superficiede revolucion no es unica. Porejem- 
plo, la superficie 

X 2 + Z 2 = £ _2y 


puede generarse al girar la grafica de x = e~ y en torno al eje y o la grafica de e~ y 
sobre el ejey, como se muestra en la figura 11.64. 


Superficie: 

x^ + 7} — e~^ y 



Curva generadora o di rectriz 
en el piano xy 

x = e~ y 


Curva generadora o di rectri z 



Figura 11.64 


EJEMPLO 6 Hallar una directriz para una superficie de revolucion 

Hallar una directriz y el eje de revolucion de la superficie dada por 

x 2 + 3y 2 + z 2 = 9. 

Solucion Se sabe ahora que la ecuacion tiene una de las formas siguientes. 

x 2 + y 2 = [r(z)] 2 Girada en torno al ejez. 

y 2 + z 2 = [r(x)] 2 Girada en torno al eje*. 

x 2 + z 2 = [r(y)] 2 Girada en torno al eje^. 

Como I os coefi dentes dex 2 y z 2 son iguales, se debe elegir la tercera forma y escribir 

x 2 + z 2 = 9 - 3y 2 . 

El ejey es el eje de revolucion. Se puede elegir una directriz de las trazas siguientes. 

x 2 = 9 — 3v 2 Traza en el piano xy. 

z 2 = 9 — 3y 2 Traza en el piano yz. 

Por ejemplo, usando la primer traza, la directriz es la semielipse dada por 

x = V9 — 3v 2 . Directriz. 

La grafica de esta superficie se muestra en la figura 11.65. 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 6 , asociar la ecuacion con su grafica. [Las 
graficas estan marcadas a), b ), C), d), e) y f).] 






Figuras para 17 

Usar un sistema algebraico 
graficamente el cilindro y 2 

a) ( 10 , 0 , 0 ) 

b) ( 0 , 10 , 0 ) 

c) ( 10 , 10 , 10 ) 



Dr computadora para representar 
z 2 = 4desdecada punto. 


En los ejercicios 19 a 32, identificar y dibujar la superficie cua- 
drica. Usar un sistema algebraico por computadora para confir- 
mar su dibujo. 


19. X 2 + + Z 2 = 1 


21 . 16x 2 - y 2 + 16 7 2 = 4 
23. 4x 2 — y 2 — z 2 = 1 


25. x 2 
27. x 


y 

2 - a,2 


+ z 2 = 0 


y 2 + 7 = 0 


x 2 V 2 7 2 

20 - 16 + fe + Is = 1 

22 . - 8 x 2 + 18y 2 + I 87 2 = 2 

24. z 2 — x 2 — = 1 

26. z = x 2 + 4y 2 
28. 3z = ~y 2 + x 2 


29. z 2 = x 2 + 


30. x 2 = 2y 2 + 2z 2 


3. 4x 2 — y 2 4- 4z 2 =4 4. y 2 = 4x 2 + 9z 2 

5. 4x 2 - 4y + z 2 = 0 6 . 4x 2 - y 2 + 4z = 0 


31. 16x 2 + 9y 2 + 16z 2 - 32x - 36y + 36 = 0 

32. 9x 2 + y 2 — 9z 2 — 54x — 4y — 54 7 + 4 = 0 


En los ejercicios 7 a 16, describir y dibujar la superficie. 


7* y — 5 

9. y 2 + z 2 = 9 
11 . x 2 - y = 0 
13. 4x 2 + y 2 = 4 

15. z ~ sen y = 0 


8 . z = 2 

10 . x 2 + z 2 = 25 
12 . y 2 + z = 6 
14. y 2 — z 2 = 16 
16. z — e y = 0 


17. Para pensar Las cuatro figuras son graficas de la superficie 
cuadricaz = x 2 + y 2 Asociar cadaunadelas cuatro graficas con 
el punto en el espacio desdeel cual seveel paraboloide. Los cua¬ 
tro puntos son (0, 0, 20), (0, 20, 0), (20, 0, 0) y (10,10, 20). 



Ui£9 En los ejercicios 33 a 42, usar un sistema algebraico por compu¬ 
tadora para representar graficamente la superficie. ( Sugeretl - 
cia: Puede ser necesario despejar z y considerar dos ecuaciones 
al representar graficamente la superficie.) 


33. z — 2 cos x 

35. z 2 = x 2 + 7.5y 2 

—Hf 

39. z = 10 — V|xy| 

41. 6 x 2 — 4y 2 + 6 z 2 = — 36 


34. z = x 2 + 0.5y 2 
36. 3.25y = x 2 + z 2 

38. x 2 + y 2 = 


42. 9x 2 + 4y 2 — 8 z 2 = 72 


En los ejercicios 43 a 46, dibujar la region limitada por las gra¬ 
ficas de las ecuaciones. 

43. 7 = 2 jx 2 + y 2 , 7 = 2 

44. 7 = V4 - x 2 , y = x/4 - x 2 , x = 0, y = 0, 7=0 

45. x 2 + y 2 = 1, x + 7 = 2, 7 = 0 

46. 7 = x/4 — x 2 - y 2 , y = 27, 7 = 0 
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En los ejercicios 47 a 52, hallar una ecuacion para la superficie 
de revolucion generada al girar la curva en el piano coordenado 
indicado sobre el eje dado. 


Ecuacion de la curva 

Plano coordenado 

Eje de revolucion 

47. z 2 = 4y 

Plano yz 

Eje jy 

48. z = 3y 

Plano yz 

Ejey 

49. z = 2y 

Plano yz 

Ejez 

50. 2z = V4 — x 2 

Plano xz 

Ejex 

51. xy = 2 

Plano xy 

Ejex 

52. z = Iny 

Plano yz 

Ejez 


En los ejercicios 53 y 54, hallar una ecuacion de una directriz 
dada la ecuacion de su superficie de revolucion. 

53. x 2 + y 2 - 2z = 0 54. x 2 + z 2 = COS 2 y 


Desarrollo de conceptos 


55. Dar la definicion de un cilindro. 

56. iQue es la traza de una superficie? iComo encuentra una 
traza? 

57. Identificar las seis superficies cuadricas y dar la forma es- 
tandar de cada una. 


64. El conjunto detodos los puntos equidistantes del punto (0, 0, 4) 
y del piano xy. 

65. Ceografia Debido a las fuerzas causadas por su rotacion, la 
Tierra es un elipsoide oblongo y no una esfera. El radio ecuato- 
rial es de3 963 millasy el radio polar es de3 950 millas. Hallar 
una ecuacion del elipsoide. (Suponer que el centra de la Tierra 
esta en el origen y que la traza formada por el piano z = 0 co- 
rresponde al ecuador.) 

66. Diseno de maquinas La parte superior de un buje de caucho, 
disenado para absorber las vibraciones en un automovil, es la 
superficie de revolucion generada al girar la curva z = \y 2 + 1 
(0 < y < 2) en el piano yz en torno al eje z. 

a) Hallar una ecuacion de la superficie de revolucion. 

b) Todas las medidas estan en centimetros y el buje es fijo en el 
piano xy. Usar el metodo de capas para encontrar su vo¬ 
lumes 

c) El bujetiene un orificio de 1 centi metro de diametro que pasa 
por su centra y en paralelo al ejede revolucion. Hallar el vo- 
lumen del buje de caucho. 

67. Determinar la interseccion del paraboloide hiperbolico z = 
y 2 /b 2 - x 2 /a 2 con el piano bx + ay - z = 0. (Suponer a, b> 0.) 

68. Explicar por que la curva de interseccion de las superficies 

x 2 + 3y 2 — 2z 2 + 2y = 4 y 2x 2 + 6y 2 — 4z 2 — 3x = 2 se 

encuentra en un piano. 


Para discusion 


58. iQue representa la ecuacion z = x 2 e n el piano xz? iQue 
representa en el espacio? 


En los ejercicios 59 y 60, usar el metodo de las capas para encon¬ 
trar el volumen del solido que se encuentra debajo de la superfi¬ 
cie de revolucion y sobre el piano xy. 

59. La curva z = 4c - x 2 en el piano xz se gira en torno al ejez. 

60. La curva z = sen y (0 < y < tt) en el piano yz se gira en torno 
al ejez. 

En los ejercicios 61 y 62, analizar la traza cuando la superficie 


iVerdadero O falso? En los ejercicios 69 a 72, determinar si la 
declaracion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
dar un ejemplo que pruebe su falsedad. 

69. Una esfera es un elipsoide. 

70. La directriz de una superficie de revolucion es unica. 

71. Todas las trazas de un elipsoide son elipses. 

72. Todas las trazas de un hiperboloide de una hoja son hiper- 
boloides. 

73. Para pensar Abajo se muestran tres tipos de superficies 
"topologicas" clasicas. La esfera y el toro tienen "interior" y 
"exterior". ^Tiene la botella de Klein interior y exterior? 
Explicar. 


z= \x 2 + 

se corta con los pianos indicados. 

61. Hallar las longitudes de los ejes mayor y menor y las coorde- 
nadas del foco de la el ipse generada cuando la superficie es cor- 
tada por los pianos dados por 

a) z = 2 y b) z = 8. 

62. Hallar las coordenadas del foco de la parabola formada cuando 
la superficie se corta con los pianos dados por 

a) y = 4 y b) x = 2. 

En los ejercicios 63 y 64, hallar una ecuacion de la superficie que 
satisface las condiciones e identificar la superficie. 

63. El conjunto detodos los puntos equidistantes del punto (0, 2, 0) 
y del piano y = - 2. 



Esfera 


Toro 



Botella de Klein 



Botella de Klein 
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CAPITULO 11 Vectoresy la geometria del espacio 



Coordenadas cilmdricas y esfericas 


■ Usar coordenadas cilmdricas para representar superficies en el espacio. 

■ Usar coordenadas esfericas para representar superficies en el espacio. 


Coordenadas cilmdricas 


Coordenadas ci 1 1 ndri cas: 



Ya se ha visto quealgunas graficas bidimensionales son masfaciles de representar en coor¬ 
denadas polares que en coordenadas rectangulares. AI go semejante ocurre con las superfi¬ 
cies en el espacio. En esta seccion se estudiaran dos sistemas alternatives de coordenadas 
espaciales. El primero, el sistema de coordenadas cilmdricas, es una extension de las 
coordenadas polares del piano al espacio tridimensional. 


EL SISTEMA DE COORDENADAS CILINDRICAS 

En un sistema de coordenadas cilmdricas, un punto p en el espacio se representa 
por medio de una terna ordenada (r, 9, z). 

1. (r, 9) es una representacion polar de la proyeccion de P en el piano xy. 

2. zes la distancia dirigida de (r, 9) a P. 

Para convertir coordenadas rectangulares en coordenadas cilmdricas (o viceversa), hay que 
usar las siguientes formulas, basadas en las coordenadas polares, como se ilustra en la figu¬ 
re 11 . 66 . 


Cih'nckicas a rectangulares 


x = r cos 9, y = r sen 9, z = z 

Rectangulares a dlincticas 


r 2 = x 2 + y 2 , tan 9 = -, z = z 
7 x 


(x,y,z) =(-2/3, 2, 3) 



Figura 11.67 


AI punto (0, 0, 0) se le llama el polo. Como la representacion de un punto en el sistema de 
coordenadas polares no es unica, la representacion en el sistema de las coordenadas cilm¬ 
dricas tampoco es unica. 

EJEMPLO I Conversion de coordenadas cilindricas 
a coordenadas rectangulares 

Convertir el punto (r, 9, z) = ^4, 3^ a coordenadas rectangulares. 

Solucion Usando las ecuaciones de conversion de cilindricas a rectangulares se obtiene 
x = 4cos^ = = -273 

y=4senf = 4^) = 2 
z = 3. 

Por tanto, en coordenadas rectangulares, el punto es (x,y,z) = (-273,2,3), co¬ 
mo se muestra en la figura 11.67. 
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Figura 11.68 


EJEMPLO 2 Conversion de coordenadas rectangulares 
a coordenadas cilindricas 

Convertirel punto(x,y, z) = (l, V3,2) a coordenadas cilindricas. 

Solucion Usar las ecuaciones de conversion de rectangulares a cilindricas. 

r = ±vm = ±2 

tan e = J3 d> 0 = arctan (V5) + mr = ^ + mr 
z = 2 

Hay dos posibilidades para r y una cantidad infinita de posibilidades para e. Como se 
muestra en la figura 11.68, dos representaciones adecuadas del punto son 


2,f,2) 

r > Oy den el cuadrante 1. 

. 477 _\ 

“ 2 'T' 2 - 

r < Oy 0en el cuadrante III 


Las coordenadas cilindricas son especialmente adecuadas para representar superficies 
cilindricas y superficies de revolucion en las que el ejez sea el eje de simetria, como se 
muestra en la figura 11.69. 


x 2 +Y 2 =g 
r =3 


z 



Cilindro 

Figura 11.69 


x 2 +y 2 =42 
r=2Vz 


z 



Paraboloide 


x 2 +f =z2 
r=z 


z 



Cono 


x 2 +y 2 - z 2 = ] 
r 2 =z 2 +1 
z 



! 

Hiperboloide 


Los pianos verticales que contienen el ejez y los pianos horizontales tambien tienen ecua¬ 
ciones simples de coordenadas cilindricas, como se muestra en la figura 11.70. 



Figura 11.70 
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Rectangular: Cillndrica: 



EJEMPLO 3 Conversion de coordenadas rectangulares 
a coordenadas cilindricas 

Hallar una ecuacion en coordenadas cilindricas para la superficie representada por cada 
ecuacion rectangular. 

a) x 2 + y 2 = 4z 2 
bi y 2 = x 


Solution 

a) Segun la seccion anterior, se sabe que la grafica dex 2 + y 2 = 4z 2 es un cono "de dos 
hojas" con su eje a lo largo del eje z, como se muestra en la figura 11.71. Si se susti- 
tuye x 2 + y 2 por r 2 , la ecuacion en coordenadas cilindricas es 


x 2 + y 2 = 4z 2 
r 2 = 4z 2 . 


Ecuacion rectangular. 
Ecuacion cilindrica. 


Rectangular: 

>^=x 


Figura 11.72 


Cilindrica: 
r = esc 0 cot 0 

z 

J2 


1 



b ) La grafica de la superficie y 2 = xes un cilindro parabolico con rectas generatrices 
paralelas al eje z, como se muestra en la figura 11.72. Sustituyendo y 2 por r 2 sen 2 e y 
x por r cos 0, se obtiene la ecuacion siguiente en coordenadas cilindricas. 


y 2 = x 

r 2 sen 2 0 = rcosO 
r(rsen 2 0 - cose) = 0 
r sen 2 0 - cos 0 = 0 

_ cos# 
r - sen 2 9 

r = esc 9 cot 9 


Ecuacion rectangular. 

Sustituir y por r sen e yxporrcos e. 
Agrupar terminos y factorizar. 

Dividir cada lado entre r. 

Despejar r. 

Ecuacion cilindrica. 


Hay que observar que esta ecuacion comprende un punto en el que r = 0, por lo cual 
nada se pierde al dividir cada lado entre el factor r. 


La conversion de coordenadas rectangulares a coordenadas cilindricas es mas sencilla 
que la conversion de coordenadas cilindricas a coordenadas rectangulares, como se mues¬ 
tra en el ejemplo 4. 


Cilindrica: 

/ 2 cos2R+^ + l = 0 



Rectangular: 
y 2 -x 2 -2 = 1 

Figura 11.73 


EJEMPLO 4 Conversion de coordenadas cilindricas 
a coordenadas rectangulares 

Hallar una ecuacion en coordenadas rectangulares de la superficie representada por la 
ecuacion cilindrica 

r 2 cos 29 + z 2 + 1 = 0. 


Solucion 

r 2 cos 20 + z 2 + 1 = 0 
r 2 (cos 2 9 - sen 2 9) + z 2 + 1=0 
r 2 cos 2 9 - r 2 sen 2 9 + z 2 = -1 
x 2 - y 2 + z 2 = - 1 
y 2 - x 2 - z 2 = 1 

Es un hiperboloide de dos hojas cuyo eje 
tra en la figura 11.73. 


Ecuacion cilindrica. 

Identidad trigonometrica. 

Sustituya r cos e por x y r sen e por y. 

Ecuacion rectangular. 

encuentra a lo largo del ejey, como se mues- 
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M eridiano 
cero 



Figura 11.74 


r=p sen0 = V* 2 + / 


z 



Coordenadas esfericas 

Figura 11.75 


Coordenadas esfericas 


En el sistema de coordenadas esfericas, cada punto se representa por una terna ordena- 
da: la primera coordenada es una distancia, la segunda y la tercera coordenadas son angu- 
los. Este sistema es similar al sistema de latitud-longitud que se usa para identificar pun- 
tos en la superficie de la Tierra. Por ejemplo, en la figura 11.74 se muestra el punto en la 
superficie de la Tierra cuya latitud es 40° Norte (respecto al ecuador) y cuya longitud es 
80° Oeste (respecto al meridiano cero). Si se supone que la Tierra es esferica y tiene un 
radio de 4 000 millas, este punto seria 


(4 000, -80°, 50°). 


Radio 80° en el sentido 50° hacia abajo 
de las manecillas del Polo Norte 
del reloj, desde el 
meridiano cero 


EL SISTEMA DE COORDENADAS ESFERICAS 

En un sistema de coordenadas esfericas, un punto P en el espacio se representa 
por medio de una terna ordenada (p, 0, 4>). 

1. pes la distancia entre/ 5 y el origen,p> 0. 

2. des el mismo angulo utilizado en coordenadas cilmdricas para r > O. 

3. <j> es el angulo entre el eje z positivo y el segmento de recta UP, O < <j> < v. 

Hay que observar que la primera y tercera coordenadas,p y <p, son no negativas. 
p es la letra minuscula m, y ^ es la letra griega minuscula//. 


La relacion entre coordenadas rectangulares y esfericas se ilustra en la figura 11.75. 
Para convertir de un sistema al otro, usar lo siguiente. 

Esfericas a rectangulares 

x= psen</>cos0, y = psen <f>sen 0, z= p cos<f> 

Rectangulares a esfericas 

p 2 = x 2 + y 2 + z 2 , tan 0 = -, 6 = arccosf . = z _ 

H x VVx 2 + y 2 + z 2 ) 

Para cambiar entre los sistemas de coordenadas cilindricas y esfericas, usar lo siguiente. 

Esfericas a dhncticas l r > 0); 

r 2 = p 2 sen 2 cf>, 0=0, z = p cos </> 

Cilincticas a esf&icas (r > O); 


p = Jr 2 + z 2 , 


0=0, 4> = arccosl 
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CAPITULO 11 


Vectores y la geometria del espacio 


El si sterna de coordenadas esfericas es util principalmente para superficies en el espa¬ 
cio que tiene un punto o centm de simetria. Por ejemplo, la figura 11.76 muestra tres 
superficies con ecuaciones esfericas sencillas. 



Figura 11.76 


EJEMPLO 5 Conversion de coordenadas rectangulares 
a coordenadas esfericas 


Hallar una ecuacion en coordenadas esfericas para la superficie representada por cada una 
de las ecuaciones rectangulares. 

a) Cono: x 2 + y 2 = z 2 

b) Esfera: x 2 + y 2 + z 2 - 4z = 0 


Solucion 


a) Haciendo las sustituciones apropiadas dex, y y z en la ecuacion dada se obtiene lo si- 
guiente. 


Rectangular: Esferica: 

x 2 +y - 4z= 0 p=4cos0 


z 



x 2 + y 2 = z 2 

p 2 sen 2 <f> cos 2 6 + p 2 sen 2 <f>sen 2 0 = p 2 cos 2 <j> 
p 2 sen 2 (f) (cos 2 e + sen 2 e) = p 2 cos 2 <f> 
p 2 sen 2 <j> = p 2 cos 2 <f> 


sen 2 _ 
cos 2 4> 


tari 2 ^ = 1 


p > 0. 

4> = 7t/4 0 cj) = 3tt/ 4. 


La ecuacion <f> = tt/ 4 representa el semi cono superior, y la ecuacion <f> = 377/4 repre- 
senta el semi cono inferior. 

b Como p 2 = x 2 + y 2 + z 2 y z= p cos<f>, la ecuacion dada tiene la forma esferica si- 
guiente. 


p 2 - 4p cos (f> = 0 p(p - 4 cos 4>) = 0 


Descartando por el momenta la posibilidad de que p = 0, se obtiene la ecuacion esfe¬ 
rica 


p-4cos<f> = 0 o p=4cos<f>. 

Hay que observar que el conjunto solucion de esta ecuacion comprende un punto en el 
cual p = 0, de manera que no se pierde nada al eliminar el factor p. La esfera repre¬ 
sentada por la ecuacion p = 4cos<f> se muestra en la figura 11.77. 


Figura 11.77 
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11.7 


Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 6, convertir las coordenadas cilmdricas del 
punto en coordenadas rectangulares. 


1. (-7,0,5) 

3. (3, tt/4, 1) 
5. (4, 7 77/6, 3) 


2. (2, —77, —4) 

4. (6, -tt/4,2) 

6 . (- 0 . 5 , 477 / 3 , 8 ) 


En los ejercicios 49 a 56, encontrar una ecuacion en coordenadas 
rectangulares de la ecuacion dada en coordenadas esfericas y 
dibujar su grafica. 


49. p = 5 


77 


En los ejercicios 7 a 12, convertir las coordenadas rectangulares 
del punto en coordenadas cilmdricas. 

7.(0,5,1) 8.(272,-272,4) 

9. (2,-2,-4) 10. (3,-3, 7) 


51. /-= 6 

53. p — 4 cos ( j ) 
55. p = CSC 0 


50-0-T 

52. 0 = y 

54. p = 2 sec 4> 

56. p = 4 esc (f) sec e 


11. (l, 73, 4) 


12. (273, -2,6) 


En los ejercicios 57 a 64, convertir las coordenadas cilmdricas 
del punto en coordenadas esfericas. 


En los ejercicios 13 a 20, hallar una ecuacion en coordenadas 
cilmdricas de la ecuacion dada en coordenadas rectangulares. 


13. z = 4 

15. x 2 + y 2 + z 2 = 17 

17. y = x 2 

19. 7 = 10 — ^ 


14. x = 9 

16. z = x 2 + y 2 - 11 

18. x 2 + y 2 = 8x 

20. x 2 + y 2 + z 2 — 3z = 0 


57. (4, tt/ 4, 0) 
59. (4, ir/2, 4) 
61. (4, - 77/6, 6) 
63. (12,77, 5) 


58. (3, - 77 / 4 , 0 ) 
60. (2, 277 -/ 3 , -2) 
62. (—4,77/3, 4) 
64. (4, tt/2, 3) 


En los ejercicios 65 a 72, convertir las coordenadas esfericas del 
punto en coordenadas cilmdricas. 


En los ejercicios 21 a 28, hallar una ecuacion en coordenadas 
rectangulares de la ecuacion dada en coordenadas cilmdricas y 
dibujar su grafica. 


21. r = 3 
23. 0 = 77/6 
25. r 2 + z 2 = 5 
27. r =2 sen e 


22. z = 2 
24. r=\z 
26. z = r 2 cos 2 6 
28. r = 2 cos 6 


65. (10, 77/6, 7t/2) 
67. (36, 7T, 77/2) 

69. (6, — 77/6, 77/3) 
71. (8, 777/6, 77/6) 


66. (4, 77/I8, 77/2) 
68. (18, 77/3, 77/3) 
70. (5, —577/6, 77) 
72. (7, 77/4, 377/4) 


En los ejercicios 29 a 34, convertir las coordenadas rectangulares 
del punto en coordenadas esfericas. 


En los ejercicios 73 a 88, usar un sistema algebraico por compu- 
tadora o una herramienta de graficacion para convertir las coor¬ 
denadas del punto de un sistema a otro, entre los sistemas de 
coordenadas rectangulares, cilmdricas y esfericas. 


29. (4, 0, 0) 

31. (-2,273,4) 
33. (73, 1, 273) 


30. (-4,0,0) 
32. (2,2,472) 
34. (-1,2,1) 


En los ejercicios 35 a 40, convertir las coordenadas esfericas del 
punto en coordenadas rectangulares. 


35. (4, 77/6, 77/4) 
37. (12, -77/4,0) 
39. (5, 77/4, 377/4) 


36. (12, 377/4, 77/9) 
38. (9, 77/4, 77) 

40. (6, 77, 77/2) 


En los ejercicios 41 a 48, hallar una ecuacion en coordenadas 
esfericas de la ecuacion dada en coordenadas rectangulares. 

41. y = 2 42. z = 6 

43. x 2 + y 2 + z 2 = 49 44. x 2 + y 2 - 3z 2 = 0 

45. x 2 + y 2 = 16 46. x = 13 

47. x 2 + y 2 = 2^ 48. x 2 + y 2 + z 2 - 9z = 0 


Rectangulares 

73. (4, 6, 3) 

74. (6, -2,-3) 

75. 

76. 

77. 

78. 

79. (3, -2,2) 

80. (3 72, 3 72, -3) 

81. (5/2, 4/3, -3/2) 

82. (0, -5,4) 

83. 

84. 

85. 

86 . 

87. 

88 . 


Cilindricas 


(5, tt/9, 8) 

(10, -0.75, 6) 


Esf&icas 


(20, 2 n/3,7r/4) 
(7.5, 0.25,1) 


( 5 , 377 / 4 , -5) 
(-2, II77/6, 3) 
(-3.5, 2.5, 6) 
(8.25,1.3, -4) 


(3, 377/4,77/3) 

(8, —17/6,77) 
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En los ejercicios 89 a 94, asociar la ecuacion (dada en terminos 
de coordenadas cilmdricas o esfericas) con su grafica. [Los gra- 
ficos se marcan a), 0, d>, 0 y f).] 


En los ejercicios 99 a 106, convertir la ecuacion rectangular a 
una ecuacion a) en coordenadas cilmdricas y en coordenadas 
esfericas. 



99. x 2 + y 2 + z 2 = 25 
101. x 2 + y 2 + z 2 ~ 2z = 0 
103. x 2 + y 2 = 4y 
105. x 2 - y 2 = 9 


100. 4(x 2 + y 2 ) = z 2 
102. x 2 + y 2 = z 

104. x 2 + y 2 = 36 

106. y = 4 


En los ejercicios 107 a 110, dibujar el solido que tiene la descrip- 
cion dada en coordenadas cilmdricas. 


107. 0 < 0 < tt/2, 0<r<2, 0 <z<4 

108. — 77/2 < 0 < tt/2, 0 < r < 3, 0 < z < r COS 6 

109. 0 < 0 < 2tt, 0 < r < a, r < z ^ a 

110. 0 < 0 < 2tt, 2 < r < 4, z 2 ^ — r 2 + 6r — 8 


En los ejercicios 111 a 114, dibujar el solido que tiene la descrip- 
cion dada en coordenadas esfericas. 

111. 0 < 0 < 2tt, 0 < (j) < 77/6, 0 < p < a sec </> 

112. O<0<277,77/4<(/>< 77/2, 0 < p < 1 

113. 0 < 6 < 77/2, 0 < cf) < tt/2, 0 < p < 2 

114. 0<0<7T,0<(j)< 77/2, 1 < p < 3 


Parapensar En los ejercicios 115 a 120, hallar las desigualdades 
que describen al solido, y especificar el sistema de coordenadas 
utilizado. Posicionar al solido en el sistema de coordenadas en el 
que las desigualdades sean tan sencillas como sea posible. 


89. 

r = 5 

90. 0 = | 

91. 

P= 5 

92 - </> = J 

93. 

r 2 = z 

94. p = 4 sec $ 


Desarrollo de conceptos 


95. Dar las ecuaciones para la conversion de coordenadas rec- 
tangulares a coordenadas cilmdricas y viceversa. 

96. Explicar por que en las coordenadas esfericas la grafica de 
e =c es un semipiano y no un piano entero. 

97. Dar las ecuaciones para la conversion de coordenadas rec- 
tangulares a coordenadas esfericas y viceversa. 


115. U n cubo con cada arista de 10 centimetros de largo. 

116. Una capa cilindrica de 8 metros de longitud, 0.75 metros de 
diametro interior y un diametro exterior de 1.25 metros. 

117. Una capa esferica con radios interior y exterior de 4 pulgadas 
y 6 pulgadas, respectivamente. 

118. El solido que queda despues de perforar un orificio de 1 pul- 
gada de diametro a traves del centra de una esfera de 6 pul¬ 
gadas de diametro. 

119. El solido dentro tanto dex 2 + y 2 + z 2 = 9como de 

(x-|) 2 + y 2 = f. 

120. El solido entre lasesferasx 2 + y 2 + z 2 =4 y x 2 + y 2 + z 2 =9, y 
dentro del cono z 2 = x 2 + y 2 

cVerdaderoo falso? En los ejercicios 121 a 124, determinar si la 
declaracion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
dar un ejemplo que pruebe que es falsa. 


Para discusion 


98. a) Dadas las constantes^, Z? y c, describir las graficas de las ecua¬ 
ciones r = a,0 = byz= cen coordenadas cilmdricas. 

b) Dadas las constantes a, b y c, describir las graficas de las 
ecuaciones p = a, 0 = b y 4> = cen coordenadas esfe¬ 
ricas. 


121. En coordenadas cilmdricas, la ecuacion r = z es un cilindro. 

122. Las ecuaciones p = 2 y x 2 + y 2 + z 2 = 4 representan la 
misma superficie. 

123. Las coordenadas cilmdricas de un punto (x, y, z) son unicas. 

124. Las coordenadas esfericas de un punto (x, y, z) son unicas. 

125. Identificar la curva de interseccion de las superficies (en coor¬ 
denadas cilmdricas) z = sen e y r = 1. 

126. Identificar la curva de interseccion de las superficies (en coor¬ 
denadas esfericas) p=2sec(/>yp = 4. 
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Ejercicios de repaso 


En los ejercicios 1 y 2, sean u = PQ y v = PR, a) escribir u y v 
en la forma de componentes, b ) escribir u como combinacion li¬ 
neal de vectores i y j unitarios estandar, C) encontrar la magni- 
tud de v y cf) encontrar 2u + v. 

1. P = (l,2),Q = (4 f l),R = (5,4) 

2. P = (—2, — 1), 0 = (5, — 1), R = (2, 4) 


En los ejercicios 21 y 22, determinar si u y v son ortogonales, 
paralelos, o ninguna de las dos cosas. 

21. u = <7, -2, 3) 22. u = (-4, 3, -6) 

v = (-1,4,5) v = <16,-12,24) 

En los ejercicios 23 a 26, hallar el angulo 8 entre los vectores. 


En los ejercicios 3 y 4, encontrar las componentes del vector v 
dada su magnitud y el angulo que forma con el eje x positivo. 

3. ||v|| = 8, 6 = 60° 4. ||v|| = 6 = 225° 

5. Hallar las coordenadas del punto en el pianoxy cuatro unidades 
a la derecha del piano xz y cinco unidades detras del piano yz. 

6. Hallar las coordenadas del punto localizado en el ejey y siete 
unidades a la izquierda del piano xz. 

En los ejercicios 7 y 8, determinar la localizacion de un punto 
(x, y, z) que satisface la condicion. 

7. yz > 0 8. xy < 0 


23. u = 5[cos(37r/4)i + sen(37r/4)j] 
v = 2[cos(27r/3)i + sen (2 77-/3) j] 

24. u = 6i + 2j - 3k, v = -i + 5j 

25. u = <10,-5, 15), v = < — 2, 1, —3) 

26. u = <1,0,-3), v = <2, -2, 1) 

27. Hallar dos vectores en direcciones opuestas que sean ortogo¬ 
nales al vector u = <5, 6, -3). 

28. Trabajo Un objeto es arrastrado 8 pies por el suelo aplicando 
una fuerza de 75 Iibras. La direccion de la fuerza es de 30° sobre 
la horizontal. Encontrar el trabajo realizado. 


En los ejercicios 9 y 10, hallar la ecuacion estandar de la esfera. 

9. Centro: (3, -2, 6); diametro: 15 

10. Puntos terminales de un diametro: (0, 0, 4), (4, 6, 0) 

En los ejercicios 11 y 12, completar el cuadrado para dar la 
ecuacion de la esfera en forma canonica o estandar. Hallar el 
centro y el radio. 

11. x 2 + y 2 + z 2 — 4x — 6y + 4 = 0 

12. x 2 + y 2 + z 2 ~ lCk + 6y-4z + 34=0 

En los ejercicios 13 y 14 se dan los puntos inicial y final de un 
vector, a) dibujar el segmento de recta dirigido, b) encontrar la 
forma componente del vector, C) escribir el vector usando 
notacion vectorial unitaria estandar y d) dibujar el vector con su 
punto inicial en el origen. 

13. Punto inicial: (2, -1,3) 14. Punto inicial: (6,2,0) 

Punto terminal: (4, 4, -7) Punto terminal: (3, -3, 8) 

En los ejercicios 15 y 16, utilizar vectores para determinar si los 
puntos son colineales. 

15. (3,4, -1), (-1,6,9), (5,3, -6) 

16. (5,-4,7), (8,-5, 5), (11,6,3) 

17. Hallar un vector unitario en la direccion de u = <2, 3, 5). 

18. Hallar el vector v de magnitud 8 en la direccion <6, -3, 2). 

En los ejercicios 19 y 20, sean u = PQ y v = PR. Hallar a) las 
componentes de u y de v, b) u • v y C) v • v. 

19. P = (5, 0, 0), Q = (4, 4, 0),R = (2, 0, 6) 

20. P = (2,-1, 3), Q = (0, 5,1), R = (5, 5, 0) 


En los ejercicios 29 a 38, sea u = (3, —2, l), v = (2, — 4, — 3) y 

w = <-1,2, 2). 

29. Probar que u • u = ||u|| 2 . 

30. Hallar el angulo entre u y v. 

31. Determinar la proyeccion de w sobre u. 

32. Calcular el trabajo realizado al mover un objeto a lo largo del 
vector u si la fuerza aplicada es w. 

33. Determinar un vector unitario perpendicular al piano que con¬ 
vene a v y a w. 

34. M ostrar que u x v = -(v x u). 

35. Calcular el volumen del solido cuyas aristas son u, v y w. 

36. M ostrar que u x (v + w) = (u x v) + (u x w). 

37. Calcular el area del paralelogramo con lados adyacentes u y v. 

38. Calcular el area del triangulo con lados adyacentes v y w. 

39. Momenta Las especificaciones para un tractor establecen que 
el momenta en un perno con tamano de cabeza de \ de pulgada 
no puede exceder 200 pies-libras. Determinar la fuerza maxima 
||F|| que puede aplicarse a la Have de la figura. 
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40. Volumen Usar el producto escalar triple para encontrar el volu- 
men del paralelepipedo que tiene aristas adyacentes u = 2i + j, 
v = 2j + k y w = - j + 2k. 

En los ejercicios 41 y 42, hallar el conjunto de a) ecuaciones 
parametricas y b ) ecuaciones simetricas de la recta a traves de 
los dos puntos. (Para cada recta, dar los numeros directores 
como enteros.) 

41. (3, 0, 2), (9,11, 6) 42. (-1, 4, 3), (8,10, 5) 


60. 

61. 


£-£ + z*=-l 


X 2 V 2 

59 -l6 + W =1 

16k 2 + 16y 2 — 9z 2 = 0 

^ - 2 

16 9 

^ 2 „2 

100 

63. x 2 + z 2 = 4 
" 2 + z 2 = 16 


x z , i 


62 '25 + 4 


64. y 2 


En los ejercicios 43 a 46, a) hallar un conjunto de ecuaciones 
parametricas para la recta, b) encontrar un conjunto de ecua¬ 
ciones simetricas para la recta y C) dibujar una grafica de la 
recta. 

43. La recta pasa por el punto (1, 2, 3) y es perpendicular al piano xz. 

44. La recta pasa por el punto (1, 2, 3) y es paralela a la recta dada 
porx = y = z. 

45. La interseccion de los pianos 3x - 3y - lz = -4y 

x - y + 2z = 3 

46. La recta pasa por el punto (0, 1, 4) y es perpendicular a 
u = (2,-5,1) y v = (-3,1,4). 

En los ejercicios 47 a 50, encontrar una ecuacion del piano. 

47. El piano pasa por 

(-3,-4, 2), (-3, 4, 1) y (1, 1,-2). 

48. El piano pasa por el punto (-2,3,1) y es perpendicular a 
n = 3i - j + k. 

49. El piano contiene las rectas dadas por 



65. Hallar una ecuacion de una directriz de la superficiede revolu¬ 
cion y 2 + z 2 — Ax = 0. 

66. Encontrar una ecuacion de la curva generadora de la superficie 
de revolucion x 2 + 2y 2 + z 2 = 3y. 

67. Determinar una ecuacion para la superficie de revolucion gene- 
rada al rotar la curva z 2 = 2y en el piano yz alrededor del ejey. 

68. Encontrar una ecuacion para la superficiede revolucion generada 
al rotar la curva 2x + 3z = 1 en el piano xz alrededor del ejex. 

En los ejercicios 69 y 70, convertir las coordenadas rectangulares 

del punto a a) coordenadas cilindricas y b ) coordenadas esferi- 

cas. 

69. (- 2V2, 2V2, 2) 70. (p 3 , | pp) 

En los ejercicios 71 y 72, convertir las coordenadas cilindricas 

del punto en coordenadas esfericas. 

71. (lOO, 5o) 72. pi, 27V3) 


y 


50. El piano pasa por los puntos (5, 1, 3) y (2, -2, 1) y es perpen¬ 
dicular al piano 2x + y - z = 4. 

51. Hallar la distancia del punto (1, 0 , 2) al piano 2x - 3y + 
6z = 6. 

52. Hallar la distancia del punto (3, -2, 4) al piano 2x - 5y + z = 
10. 

53. Hallar la distancia de los pianos 5x-3y + z = 2y5x-3y + 

z = - 3. 

54. Hallar la distancia del punto (-5,1,3) a la recta dada por 

x = 1 + t, y = 3 — 2^ y z = 5 — t. 

En los ejercicios 55 a 64, describir y dibujar la superficie. 

55. x + 2y + 3z = 6 

56. y = z 2 

57. y = lz 

58. y = COSz 


En los ejercicios 73 y 74, convertir las coordenadas esfericas del 
punto en coordenadas cilindricas. 


73. (25,— 


74. 


12 — 
' 2' 3 


En los ejercicios 75 y 76, convertir la ecuacion rectangular a una 
ecuacion en a) coordenadas cilindricas y b ) coordenadas esfe¬ 
ricas. 

75. x 2 - y 2 = 2z 

76. x 2 + y 2 + z 2 = 16 


En los ejercicios 77 y 78, expresar en coordenadas rectangulares 
la ecuacion dada en coordenadas cilindricas y dibujar su grafica. 

77. r =5 COS 0 78. z = 4 

En los ejercicios 79 y 80, expresar en coordenadas rectangulares 
la ecuacion dada en coordenadas esfericas y dibujar su grafica. 

79.9 = 1 


80. p = 3 COS </> 





Solucion de problemas 


831 



Solucion de problemas 


1. Utilizando vectores, demostrar la ley de los senos: Si a, b y c son 
los tres lados del triangulo de la figura, entonces 

sen A _ sen B _ sen C 
l|a|| “ ||b|| “ ||c|| ' 



2. Considerar la funcion f(x) = Jt A + 1 dt. 

Jo 

|a) Usar una herramienta de graficacion para representar la fun¬ 
cion en el intervalo -2 < x < 2. 

b) Haliar un vector unitario paralelo a la grafica de/en el punto 

( 0 , 0 ). 

c) Hallar un vector unitario perpendicular a la grafica de/en el 
punto (0, 0). 

d) Hallar las ecuaciones parametricas de la recta tangente a la 
grafica de/en el punto (0, 0). 

3. Utilizando vectores, demostrar que los segmentos de recta que 
unen los puntos medios de los lados de un paralelogramo forman 
un paralelogramo (ver la figura). 



4. Utilizando vectores, demostrar que las diagonales de un rombo 
son perpendiculares (ver la figura). 



5. a ) Hallar la distancia mas corta entre el punto Q( 2,0,0) y la 

recta determinada por los puntos P-/0, 0,1) y P 2 (0,1, 2). 

b) Hallar la distancia mas corta entre el punto 2(2, 0, 0) y el seg¬ 
ment de recta que une los puntos P^O, 0,1) y P 2 (0,1, 2). 

6. Sea P 0 un punto en el piano con vector normal n. Describir el con- 
junto de puntos P en el piano para los que (n + pPq) es el orto- 
gonal a (n - pPq). 


7. a) Hallar el volumen del solido limitado abajo por el parabo- 
loide z = x 2 + y 2 y arriba por el piano z= 1. 

b) Hallar el volumen del solido limitado abajo por el parabo- 

x 2 v 2 

loide eliptico z = -5 + 75 y arriba por el piano z = k , 
b z 

donde& > 0. 

c) M ostrar que el volumen del solido del inciso b) es igual a la 
mitad del producto del area de la base por la altura (ver la 
figura). 





8. a) Usar el metodo de los discos para encontrar el volumen de la 

esfera x 2 + y 2 + z 2 = r 2 . 

x 2 v 2 z 2 

b) Hallar el volumen del elipsoide-^ + + ^ = 1. 

9. Dibujar la grafica de cada ecuacion dada en coordenadas esfe- 

ricas. 

a) p = 2 sen / 

b) p = 2 cos (p 

10. Dibujar la grafica de cada ecuacion dada en coordenadas cilin- 

dricas. 

a) r = 2 cos 0 

b) Z = r 2 COS 20 

11. Demostrar la propiedad siguiente del producto vectorial. 

(u x y) x (w x z) = (u x y • z)w — (u x v • w)z 

12. Considerar la recta dada por las ecuaciones parametricas 

x = —t + 3, y = \t + 1, z = 2t - 1 

y el punto (4, 3, s) para todo numero real 

a) Dar la distancia entre el punto y la recta como una funcion 
de y. 

b) Usar una herramienta de graficacion para representar la 
funcion del inciso a). Usar la grafica para encontrar un 
valor de s tal que la distancia entre el punto y la recta sea 
minima. 

c) Usar el zoom de una herramienta de graficacion para ampli- 
ficar varias veces la grafica del inciso b). ^Parece que la gra¬ 
fica tenga asintotas oblicuas? Explicar. Si parece tener asin- 
totas oblicuas, encontrarlas. 
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13. U na pelota que pesa 1 libra sujetada por una cuerda a un poste 
es lanzada en direccion opuesta al poste por una fuerza horizon¬ 
tal u que hace que la cuerda forme un angulo de e grados con el 
poste (ver la figura). 

a) Determinar la tension resultante en la cuerda y la magnitud 
deu cuando 0 = 30\ 

b) Dar la tension rde la cuerda y la magnitud deu como fun- 
ciones de e. Determinar los dominios de las funciones. 

c) Usar una herramienta de graficacion para completar la tabla. 


0 

0 ° 

10 ° 

20 ° 

30° 

0 

0 

50° 

60° 

T 








Hull 









d) Usar una herramienta de graficacion para representar las dos 
funciones para 0 ° < 6 < 60°. 

e) Comparar T y ||u|| a medida que 0 se aumenta. 

/) Hallar (si es posible) Jim T y lim ||u||. ^Son los re- 
sultados lo que se esperaba? Explicar. 


Figura para 14 

14. U na barcaza cargada es remolcada por dos lanchas remolcadoras, 
y la magnitud de la resultante es de 6 000 libras dirigidas a lo 
largo del eje de la barcaza (ver la figura). Cada cuerda de 
remolque forma un angulo de e grados con el eje de la barcaza. 

a) Hallar la tension de las cuerdas del remolque si 0= 20 \ 

b) Dar la tension T en cada cuerda como una funcion de 0 . 
Determinar el dominio de la funcion. 

c) Usar una herramienta de graficacion para completar la tabla. 


0 

10 ° 

20 ° 

30° 

0 

0 

50° 

0 

0 

T 








d) Usar una herramienta de graficacion para representar la fun¬ 
cion tension. 

e) Explicar por que la tension aumenta a medida que 6 aumenta. 

15. Considerar los vectores u = (cos a, sen a, O) y v = (cos p, sen 
p, 0), donde a > (3. Hallar el producto vectorial de los vectores 
y usar el resultado para demostrar la identidad 

sem(a - p) = sen a cos p - cos a sen p. 



16. Los Angeles se localiza a 34.05° de latitud Norte y 118.24° de 
longitud Oeste, y Rio de Janeiro, Brasil, se localiza a 22.90° 
de latitud Sur y 43.23° de longitud Oeste (ver la figura). 
Suponer que la Tierra es esferica y tiene un radio de 4 000 
millas. 



Riodejaneiro 


Los Angeles 


Meridiano 

cero 

y 


a) Hallar las coordenadas esfericas para la ubicacion de cada 
ciudad. 

b) Hallar las coordenadas rectangulares para la ubicacion de 
cada ciudad. 

c) Hallar el angulo (en radianes) entre los vectores del centro de 
la Tierra a cada ciudad. 

d) Hallar la distancia 5 del circulo maximo entre las ciudades. 

(Sugerencia: s = rO.) 

e) Repetir los incisosa) a d) con las ciudades de Boston, locali- 
zada a 42.36° latitud Nortey 71.06° longitud Oeste, y Hono¬ 
lulu, localizada a 21.31° latitud Norte y 157.86° longitud 
Oeste. 

17. Considerar el piano que pasa por los puntos P, R y S. M ostrar 
que la distancia de un punto Q a este piano es 

p. ■ , |u • (v X w)| 

Distancia = ^-r-^- 

u x v 


donde u = PR, v = PS y w = PQ. 

18. M ostrar que la distancia entre los pianos paralelos 

ax + by + cz + d 1 = O y ax + by + cz + d 2 = O es 


Distancia 1 = 


Mi 

V<3 2 + b 2 + c 2 


19. M ostrar que la curva de interseccion del piano z = 2yyelcilin- 
dro x 2 + j 2 = 1 es una el i pse. 

20. Leer el articulo "Tooth Tables: Solution of a Dental Problem by 
Vector Algebra" de Gary Hosier Meisters en Mathematics 
Magazine. 

































Funciones vectoriales 



En este capitulo se introduce el concepto 
de funciones vectoriales. Tambien 
pueden emplearse para estudiar curvas en 
el piano y en el espacio. Esas funciones 
tambien pueden usarse para estudiar el 
movimiento de un objeto a lo largo de 
una curva. 

En este capitulo, se aprendera: 

■ Como analizar y bosquejar una curva 
en el espacio representada por una 
funcion vectorial. Como aplicar los 
conceptos de limites y continuidad a 
las funciones vectoriales. (12.1) 

■ Como derivar e integrar funciones 
vectoriales. (12.2) 

■ Como describir la velocidad y 
aceleracion asociada con una funcion 
vectorial y como usar una funcion 
vectorial para analizar el movimiento 
de proyectiles. (12.3) 

■ Como encontrar vectores tangentes y 
vectores normales. (12.4) 

Como encontrar la longitud de arco y 
la curvatura de una curva. (1 2.5) 



Jerry Driendl/Getty Images 

Una rueda de la fortuna esta construida usando los principios basicos de una bicicleta. 


Se puede usar una funcion vectorial para analizar el movimiento de una rueda de la 
fortuna, incluidas su posicion y velocidad. (Ver solucion de problemas, ejercicio 14.) 






Una funcion vectorial mapea numeros reales a vectores. Se puede usar una funcion vectorial para representar el 
movimiento de una particula a lo largo de una curva. En la seccion 12.3 se usaran la primera y segunda derivadas 
de un vector de posicion para encontrar la velocidad y aceleracion de una particula. 
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CAPfrULO 12 Funciones vectoriales 



Funciones vectoriales 


■ Analizar y dibujar una curva en el espacio dada por una funcion vectorial. 

■ Extender los conceptos de limite y continuidad a funciones vectoriales. 


Curvas en el espacio y funciones vectoriales 

En la seccion 10.2 se definio una curva plana como un conjunto de pares ordenados 
(fit), g(t)) junto con sus ecuaciones parametricas 

x=f(t) y y = g(t ) 

donde / y g son funciones continuas de t en un intervalo I. Esta definicion puede exten- 
derse de manera natural al espacio tridimensional como sigue. Una curva en el espacio C 
es un conjunto de todas las temas ordenadas ( f(t ), g(t), h(t )) junto con sus ecuaciones 
parametricas 

* = fit), y = git) y z = h{t) 

donde /, g y h son funciones continuas de t en un intervalo I. 

Antes de ver ejemplos de curvas en el espacio, se introduce un nuevo tipo de funcion, 
llamada funcion vectorial. Este tipo de funcion asigna vectores a numeros reales. 



DEFINICION DE FUNCION VECTORIAL 

Una funcion de la forma 

r(r) = fit) i + £(f)j Plano, 

o 

r(t) = f(t)i + g(V)j + /z(Y)k Espacio. 

es una funcion vectorial, donde las funciones componentes /, g y h son funciones 
del parametro t. Algunas veces, las funciones vectoriales se denotan como 
r(l) = (fit), git)) o r it) = (fit), git), hit)). 


Tecnicamente, una curva en el piano o en el espacio consiste en una coleccion de pun- 
tos y ecuaciones parametricas que la definen. Dos curvas diferentes pueden tener la misma 
grafica. Por ejemplo, cada una de las curvas dadas por 

r(7) = senti + cos t j y r(7) = senf 2 i + cos t 2 j 


z 



La curva C es trazada por el punto final 
del vector posicion r (t) 

Figura 12.1 


tiene como grafica el circulo unidad o unitario, pero estas ecuaciones no representan la 
misma curva porque el circulo esta trazado de diferentes maneras. 

Es importante asegurarse de ver la diferencia entre la funcion vectorial r y las fun¬ 
ciones reales /, g y h. Todas son funciones de la variable real t , pero r (t) es un vector, mien- 
tras que f(t), g(t) y h(t) son numeros reales (para cada valor especifico de t). 

Las funciones vectoriales juegan un doble papel en la representacion de curvas. 
Tomando como parametro t , que representa el tiempo, se puede usar una funcion vecto¬ 
rial para representar el movimiento a lo largo de una curva. O, en el caso mas general, se 
puede usar una funcion vectorial para trazar la grafica de una curva. En ambos casos, el 
punto final del vector posicion r(t) coincide con el punto (x, y) o (x, y, z) de la curva dada 
por las ecuaciones parametricas, como se muestra en la figura 12.1. La punta de flecha 
en la curva indica la orientacion de la curva apuntando en la direccion de valores cre- 
cientes de t. 













SECCION 12.1 
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r (t) = 2 cos ri - 3 sen rj 


La elipse es trazada en el sentido de las 
manecillas del reloj a medida que t aumen- 
ta de 0 a 2tt 

Figura 12.2 



Cilindro: 
x 2 + y 2 = 16 



A menos que se especifique otra cosa, se considera que el dominio de una funcion 
vectorial r es la interseccion de los dominios de las funciones componentes f,gyh. Por 
ejemplo, el dominio de r(7) = In t i + Vl — t} + t k es el intervalo (0,1]. 


EJEMPLO I Trazado de una curva plana 

Dibujar la curva plana representada por la funcion vectorial 

r(7) = 2 COS ti — 3 senrj, 0 < t < 2 tt. Funcion vectorial. 


Solucion A partir del vector de posicion r(£), se pueden dar las ecuaciones parametricas 
x = 2 cos t y y = —3 sen t. Despejando cos t y sen t y utilizando la identidad cos 2 t + 
sen 2 t = 1 se obtiene la ecuacion rectangular 


- + ^ = i 

2 2 3 2 


Ecuacion rectangular. 


La grafica de esta ecuacion rectangular es la elipse mostrada en la figura 12.2. La curva 
esta orientada en el sentido de las manecillas del reloj. Es decir, cuando t aumenta de 0 a 
27 t, el vector de posicion r(7) se mueve en el sentido de las manecillas del reloj, y sus pun- 
tos finales describen la elipse. 


EJEMPLO 2 Trazado de una curva en el espacio 

Dibujar la curva en el espacio representada por la funcion vectorial 

r(7) = 4 COSri + 4senrj + f k, 0 < t < 47r. Funcion vectorial. 

Solucion De las dos primeras ecuaciones parametricas x = 4 COS t y y = 4 sen t, se 
obtiene 

X 2 + y 2 = 16. Ecuacion rectangular. 


A medida que t crece de 0 a 477, se Esto significa que la curva se encuentra en un cilindro circular recto de radio 4, centrado 

describen dos espirales sobre la helice en el eje z. Para localizar en este cilindro la curva, se usa la tercera ecuacion parametrica 

Figura 12.3 z = t. En la figura 12.3, notese que a medida que t crece de 0 a 477, el punto (x, y, z) sube 

en espiral por el cilindro describiendo una helice. Un ejemplo de una helice de la vida real 
se muestra en el dibujo inferior de la izquierda. 



En los ejemplos 1 y 2 se dio una funcion vectorial y se pidio dibujar la curva corres- 
pondiente. Los dos ejemplos siguientes se refieren a la situacion inversa: hallar una fun¬ 
cion vectorial para representar una grafica dada. Claro esta que si la grafica se da en forma 
parametrica, su representacion por medio de una funcion vectorial es inmediata. Por ejem¬ 
plo, para representar en el espacio la recta dada por 

x = 2 + t, y = 3t y z = 4 H t 

se usa simplemente la funcion vectorial dada por 

r(7) = (2 + t) i + 3rj + (4 - t)k. 


En 1953 Francis Crick y James D. 
Watson descubrieron la estructura de 
doble helice delADN. 


Si no se da un conjunto de ecuaciones parametricas para la grafica, el problema de repre¬ 
sentar la grafica mediante una funcion vectorial se reduce a hallar un conjunto de ecua¬ 
ciones parametricas. 
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- 2-1 12 

Hay muchas maneras de parametrizar esta 
grafica. Una de ellas es tomar x = t 

Figura 12.4 


«W M Las curvas en el espacio pue- 
den especificarse de varias maneras. 
Por ejemplo, la curva del ejemplo 4 se 
describe como la interseccion de dos 
superficies en el espacio. ■ 


EJEMPLO 3 Representation de una grafica mediante 
una funcion vectorial 

Representar la parabola y = x 2 + 1 mediante una funcion vectorial. 

Solucion Aunque hay muchas maneras de elegir el parametro t, una opcion natural es 
tomar x = t. Entonces y = t 2 + lyse tiene 

r(l) = ti + (t 2 + 1)j . Funcion vectorial. 

Notese en la figura 12.4 la orientacion obtenida con esta eleccion particular de parametro. 
Si se hubiera elegido como parametro x = —t, la curva hubiera estado orientada en direc- 
cion opuesta. 


EJEMPLO 4 Representacion de una grafica mediante 
una funcion vectorial 

Dibujar la grafica C representada por la interseccion del semielipsoide 



y el cilindro parabolico y = x 2 . Despues, hallar una funcion vectorial que represente la 
grafica. 


Solucion En la figura 12.5 se muestra la interseccion de las dos superficies. Como en el 
ejemplo 3, una opcion natural para el parametro es x = t. Con esta opcion, se usa la 
ecuacion dada y = x 2 para obtener y = t 2 . Entonces 

z 2 _ - x 2 y 2 _ -I t 2 t 4 _ 24 — 2 1 2 — t 4 _ (6 + t 2 )( 4 — t 2 ) 

T _i_ 12 _ 24 _i_ 12 _ 24 _ 24 _ 24 ' 


Como la curva se encuentra sobre el piano xy, hay que elegir para z la raiz cuadrada posi- 
tiva. Asi se obtienen las ecuaciones parametricas siguientes. 


x = t, y = t 2 y 


/ (6 + m - ? 2 T 


La funcion vectorial resultante es 

(6 + t 2 ){4 - 

6 

(Observese que el componente k de r (t) implica — 2 < t < 2.) De los puntos (—2, 4, 0) 
y (2, 4, 0) que se muestran en la figura 12.5, se ve que la curva es trazada a medida que t 
crece de —2 a 2. 


t 2 ) 


k, -2 < t < 2. 


Funcion vectorial. 


r(7) = ti + t 2 j + 



La curva C es la interseccion del semielipsoide y el cilindro parabolico 

Figura 12.5 
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Limites y continuidad 

Muchas de las tecnicas y definiciones utilizadas en el calculo de funciones reales se 
pueden aplicar a funciones vectoriales. Por ejemplo, las funciones vectoriales se pueden 
sumar y restar, multiplicar por un escalar, tomar su lfmite, derivarlas, y as! sucesivamente. 
La estrategia basica consiste en aprovechar la linealidad de las operaciones vectoriales y 
extender las definiciones en una base, componente por componente. Por ejemplo, para 
sumar o restar dos funciones vectoriales (en el piano), se tiene 

i'll)) + r 2 {t) = [/j(t)i + gi(f)j] + [f 2 (t) i + g 2 it)j] Suma. 

= + / 2 (f)]i + [gi(f) + g 2 W]J 

r i(0 - r 2 (r) = [/j(r)i + gj(r)j] - [f 2 (t)i + g 2 (f)j] Resta. 

= [fiif) ~f 2 it)] i + [gi(0 - g 2 (r)]j. 


De manera similar, para multiplicar y dividir una funcion vectorial por un escalar se tiene 


crit) = c[/i(?)i + gi(?)j] 

= c/j(f)i + cg-ft) j 

r(?) = [fft)i + 
c c 

= j + j 


Multiplicacion escalar. 


Division escalar. 


Esta extension, componente por componente, de las operaciones con funciones reales a 
funciones vectoriales se ilustra mas ampliamente en la definicion siguiente del limite de 
una funcion vectorial. 




A medida que t tiende a a , r(t) tiende al 
limite L. Para que el limite L exista, no es 
necesario que r(u) este definida o que r(u) 
sea igual a L 

Figura 12.6 


DEFINICION DEL LIMITE DE UNA FUNCION VECTORIAL 


1. Si r es una funcion vectorial tal que r(7) = fit) i + g(7)j, entonces 


limr(7) = 


I mi fit) 


i + 


Hm git) 


Plano. 


siempre que existan los limites de / y g cuando t —> a. 

2. Si r es una funcion vectorial tal que r(7) = f{t) i + g(7)j + h{t) k, entonces 


limr(7) = 


Urn f[t) 


11m git) 


j + 


lim h{t) 


Espacio. 


siempre que existan los limites de /, g y h cuando t —» a. 


Si r(7) tiende al vector L cuando t —» a, la longitud del vector r(7) — L tiende a 0. Es 
decir, 


\\rit) — L|| —> 0 cuando t —> a. 

Esto se ilustra de manera grafica en la figura 12.6. Con esta definicion del limite de una 
funcion vectorial, se pueden desarrollar versiones vectoriales de la mayor parte de los teo- 
remas del limite dados en el capitulo 1. Por ejemplo, el limite de la suma de dos funciones 
vectoriales es la suma de sus limites individuals. Tambien, se puede usar la orientacion 
de la curva r(7) para definir limites unilaterales de funciones vectoriales. La definicion 
siguiente extiende la nocion de continuidad a funciones vectoriales. 
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DEFINICION DE CONTINUIDAD DE UNA FUNCION VECTORIAL 

Una funcion vectorial r es continua en un punto dado por t = a si el limite de r(7) 
cuando t —» a existe y 

Kmr(t) = via). 

t—^CL 

Una funcion vectorial r es continua en un intervalo I si es continua en todos los 
puntos del intervalo. 


De acuerdo con esta definicion, una funcion vectorial es continua en t = a si y solo si 
cada una de sus funciones componentes es continua en t = a. 


EJEMPLO 5 Continuidad de funciones vectoriales 

Analizar la continuidad de la funcion vectorial 

r(7) = t\ + a\ + {a 2 — t 2 ) k a es una constante. 

cuando t = 0. 


Solucion Cuando t tiende a 0, el limite es 


lim r(t) 
0 


Km t 

i + 

Km a 

j + 

Km {a 2 — t 2 ) 

_ t->0 


_ f-»0 


_ r -> 0 


Oi + aj + a 2 k 


z 



Para todo a , la curva representada 
por la funcion vectorial 
r (t) = ti + aj + ( a 2 — t 2 ) k 
es una parabola 

Figura 12.7 


= aj + a 2 k. 


Como 

r(0) = (0)i + (a) j + (a 2 ) k 
= a] + a 2 k 

se concluye que r es continua en / = 0. Mediante un razonamiento similar, se concluye 
que la funcion vectorial r es continua en todo valor real de t. 


Para cada a, la curva representada por la funcion vectorial del ejemplo 5, 

r(7) = + a} + (a 2 — t 2 ) k a es una constante. 

es una parabola. Uno se puede imaginar cada una de estas parabolas como la interseccion 
del piano vertical y = a con el paraboloide hiperbolico 

y 2 — x 2 = z 

como se muestra en la figura 12.7. 


TECNOLOGIA Casi cualquier tipo de dibujo tridimensional es dificil hacerlo a 
mano, pero trazar curvas en el espacio es especialmente dificil. El problema consiste en 
crear la impresion de tres dimensiones. Las herramientas de graficacion usan diversas 
tecnicas para dar la “impresion de tres dimensiones” en graficas de curvas en el espacio: 
una manera es mostrar la curva en una superficie, como en la figura 12.7. 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 8, hallar el dominio de la funcion vectorial. 


2. r(?) = 74^1 + ? 2 j - 6?k 

3. r(?) = In ti - e *j - ?k 

4. r(?) = sen ti + 4 COS ?j + tk 

5. r(?) = F(?) 4- G(?) donde 

F (?) = COS ti — sen?j + V?k, G(?) = COS ti + sen?j 

6. r(?) = F(?) — G(?) donde 

F(f) = In d + 5?j - 3? 2 k, G(?) = i + 4?j - 3? 2 k 

7. r(?) = F(?) x G(?) donde 

F(?) = send + COS ?j, G(?) = sen?j + COS tk 

8. r(?) = F(?) x G(?) donde 

F(?) = t 3 i — ?j + tk, G(?) = 7? i + ^ ^ ^ j + (? 4- 2)k 

En los ejercicios 9 a 12, evaluar (si es posible) la funcion vecto¬ 
rial en cada valor dado de t 

9. r(f) = \t 2 i - (t - l)j 

a) r(l) b) r(0) c) r(s + 1) 
d) r(2 + A t) — r(2) 

10. r(?) = COS ti + 2 sen t j 

a) r(0) b ) r(7r/4) c ) r (0 - tt) 

d) r(7r/6 + A t) - r(7r/6) 

11. r(?) = In ti + yj + 3tk 

a) r(2) b ) r(-3) c) r(? - 4) 

J) r(l + A?) - r(l) 

12. r(?) = Vti + r 3 / 2 j + e- f ^k 

a) r(0) b) r(4) c) r (c + 2) 
d) r(9 + A t) — r(9) 

En los ejercicios 13 y 14, hallar || r(f) ||. 

14. r(?) = V?i + 3?j - 4?k 

13. r(?) = sen 3d + COS 3?j + tk 

En los ejercicios 15 a 18, representar el segmento de recta desde 
P hasta Q mediante una funcion vectorial y mediante un con- 
junto de ecuaciones parametricas. 

15. P (0, 0, 0), Q (3, 1, 2) 16. P (0, 2, -1), Q (4, 7, 2) 

17. P (—2, 5, -3), Q (-1,4, 9) 

18. P (1, -6, 8), g (-3, -2, 5) 

Para pensar En los ejercicios 19 y 20, hallar r(f) • u(f). ^,Es el 
resultado una funcion vectorial? Explicar. 

19. r (t) = (31 - l)i + \t 3 j + 4k, u (t) = ? 2 i - 8j + ? 3 k 

20. r(?) = (3 COS t, 2 sen?, t - 2), u(?) = (4sen?, -6 COS ?, ? 2 ) 


En los ejercicios 21 a 24, asociar cada ecuacion con su grafica. 
[Las graficas estan marcadas a), b ), c ) y d).] 






21. r(?) = ?i + 2?j + ? 2 k, -2 < ? < 2 

22. r(?) = C0S(7r?)i + sen(77?)j + ? 2 k, — 1 < ? < 1 

23. r(?) = ?i + ? 2 j + e°- 75r k, -2 < ? < 2 

24. r(?) = ?i + In ?j + y k, 0.1 < ? < 5 

25. Para pensar Las cuatro figuras siguientes son graficas de la 
funcion vectorial r(?) = 4 COS ?i + 4 sen?j + -k. Asociar cada 
una de las graficas con el punto en el espacio desde el cual se ve 
la helice. Los cuatro puntos son (0, 0, 20), (20, 0, 0), (-20, 0, 0) 
y (10, 20, 10). 





X 

Generada con Mathematica 



26. Dibujar tres graficas de la funcion vectorial r(?) = ?i + ?j + 2k 
vistas desde los puntos. 

a) (0, 0, 20) b) (10, 0, 0) c) (5, 5, 5) 
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En los ejercicios 27 a 42, dibujar la curva representada por la 
funcion vectorial y dar la orientacion de la curva. 


27. 

r (t) = 

-i + (t - l)j 28. 

r « = 

(5 - t)i + v^j 

29. 

r (t) = 

t 3 i + t 2 j 30. 

r(f) = 

(t 2 + t)i + (t 2 - t)j 

31. 

r(9) = 

: COS Oi + 3 sen 6 >j 32. 

r(f) = 

2 COS ti + 2 sen tj 

33. 

r(6) = 

: 3 sec 0\ + 2 tan 0j 34. 

r« = 

2 COS 3 ti + 2 sen 3 tj 

35. 

r (t) = 

+ 

rsT 

+ 

+ 

i—i 

+ 

K 2t + 3)k 

36. 

r (f) = 

ti + (2t - 5)j + 3tk 



37. 

r« = 

2 COS ti + 2 sentj + tk 



38. 

r (0 = 

ti + 3 cos tj + 3 sen tk 



39. 

r« = 

2 sen ti + 2 COS tj + e~ f k 



40. 

rW = 

t 2 i + 2 tj + f tk 



41. 

rW = 

(t'M* 3 ) 



42. 

r« = 

(cos t + t sen t, sen t - t COS t, t) 


GS En 

los ejercicios 43 a 46, usar un sistema algebraico por compu- 


tadora a fin de representar graficamente la funcion vectorial e 
identificar la curva comun. 

43. r(t) = -^t 2 i + tj - ^-t 2 k 

44. r(t) = ti - ^-t 2 } + ^t 2 k 

45. r(t) = send + COS t — ^ t^j + ^ COS t + ^^k 

46. r(t) = - J2 send + 2 COS tj + J2 sentk 

Parapensar En los ejercicios 47 y 48, usar un sistema algebraico 
por computadora a fin de representar graficamente la funcion 
vectorial r(f). Para cada u(£), conjeturar sobre la trans- 
formacion (si la hay) de la grafica de r(f). Usar un sistema 
algebraico por computadora para verificar la conjetura. 

47. r(t) = 2 COS d + 2 send* + jtk 

a) u(t) = 2(C0S t — l)i + 2 sen?j + \tk 

b ) u(t) = 2 COS ti + 2 sen tj + 2tk 

c) u(t) = 2 C0S(— t)i + 2 sen(-t)j + ^(-t)k 

d) u(t) = \t\ + 2 sen tj + 2 COS tk 

e ) u(t) = 6 COS ti + 6 sen tj + \tk 

48. r(t) = d + t 2 j + \t 3 k 

a) u(t) = d + (t 2 - 2 )j + ^t 3 k 

b) u(t) = t 2 i + tj + ^t 3 k 

c ) u(t) = d + t 2 j + Qt 3 + 4)k 
J) u(t) = d + t 2 j + |t 3 k 

e) u(f) = (-t)i + (- 0 2 j + ^) 3 k 

En los ejercicios 49 a 56, representar la curva plana por medio 
de una funcion vectorial. (Hay muchas respuestas correctas.) 

49. y = x + 5 
51. y = (x- 2 ) 2 


53. x 2 + y 2 = 25 



54. (x - 2 ) 2 + y 2 = 4 
x 2 y 2 

56 ' 9 + fe =1 


En los ejercicios 57 y 58, hallar funciones vectoriales que des- 
criban los limites de la region en la figura. Dar el intervalo co- 
rrespondiente al parametro de cada funcion. 


57. y 



58. 


x 2 +y 2 =100 



8 1012 


En los ejercicios 59 a 66 , dibujar la curva en el espacio repre¬ 
sentada por la interseccion de las superficies. Despues represen¬ 
tar la curva por medio de una funcion vectorial usando el 
parametro dado. 


Superficies 


Parametro 

59. z = x 2 + y 2 , 

x + y = 0 

x = t 

60. z = x 2 + y 2 , 

z = 4 

x = 2 COS t 

61. v 2 + y 2 = 4, 

z = x 2 

x = 2 sen t 

62. 4v 2 + 4y 2 + 

z 2 = 16, x = z 2 

z = t 

63. v 2 + y 2 + z 2 

= 4, x + z = 2 

x = 1 + sent 

64. v 2 + y 2 + z 2 

= 10, x + y = 4 

x = 2 + sen t 

65. x 2 + z 2 = 4, 

y 2 + z 2 = 4 

x = t (primer octante) 

66 . x 2 + y 2 + z 2 

= 16, xy = 4 

x = t (primer octante) 


67. Mostrar que la funcion vectorial 
r(t) = d + 2t COS d + 2t sentk 

se encuentra en el cono Ax 2 = y 2 + z 2 . Dibujar la curva. 

68. Mostrar que la funcion vectorial 

r(t) = e~ f COS ti + e~ f sent] + e~ l k 

se encuentra en el cono z 2 = x 2 + y 2 . Dibujar la curva. 


En los ejercicios 69 a 74, evaluar el limite. 

69. lim (d + cos tj + sen tk) 

t —^ 7T 

( 2 1 

70. lim ( 3d + -7 -r j H— k 


t —>2 \ 


t 2 - l 


71. Km 1 1 2 i + 3fj + - -— k 


72. lim 

t —> 1 V 


Ut\ 


In t . , 1 , 

J +-rk 


t 2 - r 


t - l 


sent . 

73. lim ( e f \ J \ --— j + e *k 


74. lim le 1 i -f— j + 


t 2 + 1 


50. 2x — 3y + 5 = 0 

52. y = 4 — v 2 
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En los ejercicios 75 a 80, determinar el (los) intervalo(s) en que 
la funcion vectorial es continua. 

75. r(Y) = t\ + yj 76. r (t) = J~t\ + Jt — 1 j 

77. r(t) = ti + arcsen t j + (t — l)k 

78. r(Y) = 2e~ t \ + + ln(t — l)k 

79. r(f) = (e-‘, t 2 , tan t) 80. r(f) = (8, Vt, ¥t) 


Desarrollo de conceptos 


81. Considerar la funcion vectorial 
r(t) = t 2 i + (t — 3)j + tk. 

Dar una funcion vectorial s(t) que sea la transformation 
especificada de r. 

a) Una traslacion vertical tres unidades hacia arriba 

b) Una traslacion horizontal dos unidades en direccion del 
eje v negativo 

c) Una traslacion horizontal cinco unidades en direccion del 
eje j positivo 

82. Dar la definition de continuidad para una funcion vectorial. 
Dar un ejemplo de una funcion vectorial que este definida 
pero no sea continua en t = 2. 


(2U 83. El horde exterior de una resbaladilla tiene forma de una helice de 
1.5 metros de radio. La resbaladilla tiene una altura de 2 metros 
y hace una revolution completa desde arriba hacia abajo. 
Encontrar una funcion vectorial para la helice. Usar un sistema 
algebraico por computadora para graficar la funcion. (Existen 
muchas respuestas correctas.) 


Para discusion 


84. ^Cual de las siguientes funciones vectoriales representa la 
misma grafica? 

a ) r(t) = (—3 cos t + l)i + (5 sent + 2)j + 4k 

b) r(t) = 4i + (—3 cos t + l)j + (5 sen t + 2)k 

c) r (t) = (3 cos t — l)i + (—5 sen t — 2)j + 4k 

d) r(t) = (— 3 cos 2 1 + l)i + (5 sen It + 2)j + 4k 


85. Sean r(t) y u (t) funciones vectoriales cuyos limites existen cuan- 
do t —> c. Demostrar que 

Km[r(7) x u(t)] = lfmr(t) x lfmu(t). 

»c t — t — 

86. Sean r(t) y u (t) funciones vectoriales cuyos limites existen cuan- 
do t — » c. Demostrar que 

lim [r(t) • u(t)] = Km r(t) • Km u(t). 

t — t^>c t — 

87. Demostrar que si r es una funcion vectorial continua en c, en- 
tonces || r || es continua en c. 

88. Verificar que el recfproco de lo que se afirma en el ejercicio 87 
no es verdad encontrando una funcion vectorial r tal que || r || sea 
continua en c pero r no sea continua en c. 


En los ejercicios 89 y 90, dos particulas viajan a lo largo de las 
curvas de espacio r(t) y u(t). Una colision ocurrira en el punto de 
interseccion P si ambas particulas estan en P al mismo tiempo. 
^Colisionan las particulas? ^Se intersecan sus trayectorias? 

89. r(t) = t 2 i + (9 1 ~ 20)j + t 2 k 

u(t) = (3 1 + 4)i + t 2 j + (5 1 - 4)k 

90. r it) = ti + t 2 j + t 3 k 

u(t) = (-2t + 3)i + 8tj + (12t + 2)k 

Para pensar En los ejercicios 91 y 92, dos particulas viajan a lo 
largo de las curvas de espacio r(t) y u(t). 

91. Si r(t) y u(t) se intersecan, ^colisionaran las particulas? 

92. Si las particulas colisionan, ^se intersecan sus trayectorias r(t) y 
u(t)? 

IVerdadero o falso? En los ejercicios 93 a 96, determinar si la 
declaracion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
dar un ejemplo que pruebe que es falsa. 

93. Si /, g y h son funciones polinomiales de primer grado, entonces 
la curva dada por v = fit), y = g(t ) y z = h(t ) es una recta. 

94. Si la curva dada por x = /(t), y = g(t ) y z = h(t ) es una recta, 
entonces /, g y h son funciones polinomiales de primer grado de t. 

95. Dos particulas viajan a traves de las curvas de espacio r(t) y u(t). 
La interseccion de sus trayectorias depende solo de las curvas 
trazadas por r(t) y u(t) en tanto la colision depende de la parame- 
trizacion. 

96. La funcion vectorial r(t) = t 2 i + tsentj + tCOStk se en- 
cuentra en el paraboloide x = y 2 + z 2 . 


PR0YECT0 DE TRABAJO 


Bruja de Agnesi 

En la seccion 3.5 se estudio una curva famosa llamada bruja de 
Agnesi. En este proyecto se profundiza sobre esta funcion. 

Considerese un circulo de radio a centrado en el punto (0, a) del 
eje y. Sea A un punto en la recta horizontal y = 2a, O el origen y B 
el punto donde el segmento OA corta el circulo. Un punto P esta en 
la bruja de Agnesi si P se encuentra en la recta horizontal a traves de 
B y en la recta vertical a traves de A. 

a) Mostrar que el punto A esta descrito por la funcion vectorial 

r A (0) = 2 a COt Oi + 2aj, 0 < 0 < tt 

donde 0 es el angulo formado por OA con el eje x positivo. 

b) Mostrar que el punto B esta descrito por la funcion vectorial 

r s(^) = ^sen20i + a( 1 — C0s2$)j, 0 < 0 < tt. 

c) Combinar los resultados de los incisos a) y b) para hallar la fun¬ 
cion vectorial r(0) para la bruja de Agnesi. Usar una herramienta 
de graficacion para representar esta curva para a = 1. 

d) Describir los limites Km r(0) y Km r(0). 

e->o + J o^tt- 

e) Eliminar el parametro 6 y determinar la ecuacion rectangular de 
la bruja de Agnesi. Usar una herramienta de graficacion para 
representar esta funcion para a = 1 y comparar la grafica con la 
obtenida en el inciso c). 
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CAPITULO 12 Funciones vectoriales 



Derivacion e integration de funciones vectoriales 


■ Derivar una funcion vectorial. 

■ Integrar una funcion vectorial. 


Derivacion de funciones vectoriales 

En las secciones 12.3 a 12.5 se estudian varias aplicaciones importantes que emplean 
calculo de funciones vectoriales. Como preparacion para ese estudio, esta seccion esta 
dedicada a las mecanicas de derivacion e integracion de funciones vectoriales. 

La definicion de la derivada de una funcion vectorial es paralela a la dada para fun¬ 
ciones reales. 


DEFINICION DE LA DERIVADA DE UNA FUNCION VECTORIAL 


La derivada de una funcion vectorial r se define COITIO 


r'(f) 


Ifm 

A/—>0 


r (t + Af) 
~Kt 


r it) 


para todo t para el cual existe el limite. Si r '(f) existe, entonces r es derivable en t. 
Si r'(r) existe para toda t en un intervalo abierto /, entonces r es derivable en el inter¬ 
val I. La derivabilidad de funciones vectoriales puede extenderse a intervalos cerra- 
dos considerando Ifmites unilaterales. 


■hum Ademas de la notacion r'(t), otras notaciones para la derivada de una funcion vectorial son 
UtrWl |[r(,H » f- 


La diferenciacion de funciones vectoriales puede hacerse componente por compo- 
nente. Para ver esto, considerese la funcion dada por 

r(f) = fit) i + g(t) j. 

A plicando la definicion de derivada se obtiene lo siguiente. 

r(t + At) - r(?) 


r'( t) = Ifm 

At->0 


At 



Figura 12.8 


_ |' m fit + A f )i + gjt + Ar)j - f(t )i - g(r)j 


Ar->0 


= Ifm 

Ar->0 [ 


Ifm 

At—>0 


fit + At) - fjt) 
At 

fit + At) - fit) 
At 


At 

i + 


gjt + At) - g(r) 
At 



n 

hi 

Ifm 

Af—>0 


gjt + At) - gjt) 
At 




= fit) i + 


Este importante resultado se enuncia en el teorema de la pagina siguiente. Notese que la 
derivada de la funcion vectorial r es tambien una funcion vectorial. En la figura 12.8 se ve 
que r '(t) es un vector tangente a la curva dada por r(?) y que apunta en la direccion de los 
valores crecientes de t. 
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TEOREMA 12.1 DERIVACION DE FUNCIONES VECTORIALES 

1. Si r(r) = /(r) i + g(r)j, dondej y g son funciones derivables de r, entonces 

r'(0 =f'(t)i + Plano. 

2. Si r(f) = /(f)i + g(r)j + h{t) k, donde J, g y h son funciones derivables de r, 
entonces 

r'O) =f'(t) i + g'(*)j + ^'Wk. Espacio. 


y r(i)=ii+(t 2 +2)j 



Figura 12.9 


EJEMPLO I Derivacion de funciones vectoriales 

Para la funcion vectorial dada por r (r) + ti + (t 2 + 2)j, encontrar r ’(t). Entonces bosque- 
jar la curva plana representada por r (r) y las graficas de r(l) y r'(l). 


Solucion Derivar cada una de las componentes base para obtener 

r '(f) = i + 2rj Derivada. 

Del vector de posicion r(r), se pueden escribir las ecuaciones parametricas x = t y 
y = t 2 + 2. La ecuacion rectangular correspondiente es y = x 2 + 2. Cuando t = 1, 
r(l) = i + 3j y r'(l) = i + 2j. En la figura 12.9, r(l) se dibuja iniciando en el origen, y 
r'(l) se dibuja en el punto final de r(l). 


Derivadas de orden superior de funciones vectoriales se obtienen por derivacion suce- 
siva de cada una de las funciones componentes. 


EJEMPLO 2 Derivadas de orden superior 

Para la funcion vectorial dada por r(t) = cos ti + sen rj + 2rk, hallar 

a) r'(f) b) r "(t) 

c) r'(t) ■ r "(t) d) r \t) x r "(t) 


Solucion 


a ) r '(t) = — send + cosrj + 2k 

b) r "(t) = — cosd — sen rj + Ok 

= — cos ri — sen rj 

c) r'(t) • r "(t) = sen r cos r — sen r cos r = 0 

i j k 

d) r'(t) x r "it) = — senr cosr 2 

-cosr -senr 0 
cos r 2 
-senr 0 

= 2 sen ri — 2 cos rj + k 


Primera derivada. 

Segunda derivada. 
Producto escalar. 

Producto vectorial. 



-senr 

2 

j + 

-senr 

cos r 

i — 

— cos t 

0 

— cos r 

-senr 



En el inciso c) notese que el producto escalar es una funcion real, no una funcion vec¬ 
torial. 
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CAPITULO 12 Funciones vectoriales 


y 


6 



-6 


r (t) = (5 cos t - cos 5t)i + (5 sen t - sen 5t)j 

La epicicloide no es suave en los puntos en 
los que corta los ejes 

Figura 12.10 


La parametrizacion de la curva representada por la funcion vectorial 

r(0 = fit) i + g{t)i + h{t) k 

es suave en un intervalo abierto I si /', g' y h' son continuas en I y r'(t) ± 0 para todo 
valor de t en el intervalo I. 


EJEMPLO 3 Intervalos en los que una curva es suave 

Hallar los intervalos en los que la epicicloide C dada por 

r(t) = (5 cos t — cos 5r)i + (5sen t - sen5r)j, 0 < t < 2 tt 
es suave. 

Solucion La derivada de r es 

r '(t) = (-5sen^ + 5sen5^)i + (5 cos t — 5cos5r)j. 

En el intervalo [0, 27 t], los unicos valores de t para los cuales 
r'0) = Oi + Oj 

son t = 0, 7t/ 2, 77, 3 7r/2 y 277. Por consiguiente, se concluye que C es suave en los inter¬ 
valos 



como se muestra en la figura 12.10. 


En la figura 12.10, notese que la curva no es suave en los puntos en los que tiene cambios 
abruptos de direccion. Tales puntos se llaman cuspides o nodos. ■ 


La mayoria de las reglas de derivacion del capitulo 2 tienen sus analogas para fun¬ 
ciones vectoriales, y varias de ellas se dan en el teorema siguiente. Notese que el teorema 
contiene tres versiones de “reglas del producto”. La propiedad 3 da la derivada del pro- 
ducto de una funcion real w y por una funcion vectorial r, la propiedad 4 da la derivada 
del producto escalar de dos funciones vectoriales y la propiedad 5 da la derivada del pro¬ 
ducto vectorial de dos funciones vectoriales (en el espacio). Notese que la propiedad 5 solo 
se aplica a funciones vectoriales tridimensionales, porque el producto vectorial no esta 
definido para vectores bidimensionales. 


TEOREMA 12.2 PROPIEDADES DE LA DERIVADA 

Sean r y u funciones vectoriales derivables de t, w una funcion real derivable de t y c 
un escalar. 

1. D t [cr(t )] = Cr'(t) 

2. D t [r(t) ± u (t)] = rft) ± a ft) 

3. D t [w(t)r(t)] = wityr'it) + W'(ftr(t) 

4. D t [r(t) ■ u it)] = r(0 • u ft) + r'(0 • u it) 

5. D t [rit) x u($] = r(t) x u ft) + r ft) x u(t) 

6. CV[r(n/(f))] = r , (n/(f))w , (f) 

7. Si r it) • rit) = c, entonces r(t) • r'(t) = 0. 
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C demqstracion ) Para demostrar la propiedad 4, sea 
r(f) = f\(t)i + g x {t)J y u(/) = f 2 {t) i + g 2 {t)J 
donde/j, f 2 , g x y g 2 son funciones derivables de t. Entonces, 
r(f) • u(t) = f x {t)f 2 {t) + g x {t)g 2 {t) 


Sea r(f) = cos ti + sen ty Dibujar 
la grafica der0). Explicar por que 
la grafica es un circulo de radio 1 
centrado en el origen. Calcular 
r(7r/4) y r'( it/A). Colocar el vector 
y\tt/A) de manera que su punto ini- 
cial este en el punto final de 
r(7r/4). iQue se observa? M ostrar 
que r(t) • r(7) es constante y que 
rO) • r '(t) = 0 para todo t. iQue 
relacion tiene este ejemplo con la 
propiedad 7 del teorema 12.2? 


y se sigue que 

D,\r{t) ■ u(?)] =f x {t)f 2 {t) +f x (t)f 2 (t) + g x (t)g 2 '(t) + g x {t)g 2 {t) 

= UMfi(t) + g x {t)g 2 {t)~\ + [f x '(t)f 2 (t) + g x {t)g 2 {tj\ 

= r(/) • u'(?) + r '(t) • u(r). 

Las demostraciones de las otras propiedades se dejan como ejercicios (ver ejercicios 
77 a 81 y ejercicio 84). 

EJEMPLO 4 Aplicacion de las propiedades de la derivada 

Para las funciones vectoriales 

r(?) = y i — j + In fk y u(?) = r 2 i — 2fj + k 


hallar 

a) D t [r(t) • u(r)] y b) D t [u(t) x u'(t)]. 


Solucion 


a) Como r'(r) = -j 2 \ + -j-k y u'(r) = 2 ti - 2j, se tiene 
D,[r(t) • u(r)] = r(f) • u'(f) + r '(t) • u(r) 


= ^i-j + lnrk)-(2ri-2j) 

+ + yk) • (r 2 i - 2fj + k) 


2 + 2 + (- 1 ) + 


1 


= 3 + -. 

t 


b ) Como u'(r) = 2?i — 2j y u"(r) = 2i, se tiene 

/J,[u(r) x u'( r)] = [u(r) x u"(r)] + [u'(?) x u'(r)] 


i j k 

f 2 — 2f 1 


+ 0 


2 0 0 
- 2 1 1 . 

0 0 1 

= Oi - (—2)j + 4rk 
= 2j + 4rk. 


j + 


t 2 —It 
2 0 


Hacer de nuevo los incisos a) y b) del ejemplo 4 pero formando primero los productos 
escalar y vectorial y derivando despues para comprobar que se obtienen los mismos resultados. ■ 
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CAPITULO 12 


Funciones vectoriales 


Integracion de funciones vectoriales 

La siguiente definicion es una consecuencia logica de la definicion de la derivada de una 
funcion vectorial. 


DEFINICION DE LA INTEGRAL DE UNA FUNCION VECTORIAL 

1. Si r(t) = f(t) i + g(r)j, donde / y g son continuas en [a, b], entonces la integral 
indefinida (0 antiderivada) de r es 


jr(t)dt = J/(f) dt i + J, 


g{t) dt 


y su integral definida en el intervalo a < t < b es 


Plano. 


J rb r rb ~\ r C b 

r(f) dt = I /(f) dt i + g 

a L Ja J L J a 


g(t) dt 


2. Si r(r) = f{t) i + g(f)j + h(t) k, donde f, g y A son continuas en [a, 6], entonces la 

integral indefinida (0 antiderivada) de r es 


Jr(t) dt = Jf(t) dt i + Jg(t) dt j + J 


' h (f) dt 


Espacio. 


y su integral definida en el intervalo a < t < b es 

J rb r C b i r f b i r r 

r(t) dt = f(t) dt i + g(f) dt j + 

a J J L Ja 


h it) dt 


La antiderivada de una funcion vectorial es una familia de funciones vectoriales que 
difieren entre si en un vector constante C. Por ejemplo, si r(r) es una funcion vectorial 
tridimensional, entonces al hal I ar la integral indefinida Jr (t)dt, seobtienen tres constantes 
de integracion 

J f(t) dt = F(t) + C„ J g(t) dt = G{t) + C 2 , J h(t ) dt = /7(f) + C 3 

donde F'{t) = f(t), G'(t) = g{t) y H'(t ) = hit). Estas tres constantes escalares forman un 
vector como constante de integracion, 

| r(f) dt = [Hr) + C,]i + [G(f) + C 2 ] j + [H(t) + C 3 ]k 

= [Hf)i + G(f)j + H(t)k] + [C,i + C 2 j + C 3 k] 

= R(f) + C 

donde R'(f) = r (t). 


EJEMPLO 5 Integracion de una funcion vectorial 

Hallar la integral indefinida 

J (t i + 3j) dt. 

Solucion I ntegrando componente por componente se obti ene 

J (t i + 3j) dt = — i + 3fj + C. 
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El ejemplo 6 muestra como evaluar la integral definida de una funcion vectorial. 


EJEMPLO 6 Integral definida de una funcion vectorial 

Evaluar la integral 

/„ rWA = /„(^ i + 7TT j + e " ,k ) & 


Solution 


I H ' U ' - (I 'H 1 + (I TTT*)' + (I e ~' d ' 




i + 


In 1 1 + 11 


j + ~e f 


= l i + < ln2 )j + ( ! - ~) k 


Como ocurre con las funciones reales, se puede reducir la familia de primitivas de una 
funcion vectorial r' a una sola primitiva imponiendo una condition inicial a la funcion 
vectorial r, como muestra el ejemplo siguiente. 


EJEMPLO 7 La primitiva de una funcion vectorial 

Hallar la primitiva de 


r \t) = cos 2d - 2sen/j + ^ + ^ 2 k 


que satisface la condition inicial r(0) = 3i — 2j + k. 

Solution 

r(7) = J r'(t) dt 

= ^ J cos2r dt^ji + -2 sent dt^Jj + \ \ 


= |^-sen2/ L + C l j i + (2cosr + C 2 )j + (arctan^ + C 3 )k 

Haciendo t = 0 usando el hecho que r(0) = 3i — 2j + k, se tiene 

r(0) = (0 + Ci)i + (2 + C 2 )j + (0 + C 3 )k 
= 3i + (-2)j + k. 

Igualando los componentes correspondientes se obtiene 
C 1 = 3, 2 + C 2 = -2, y C 3 = 1. 

Por tanto, la primitiva que satisface la condition inicial dada es 

r(Y) = y^senlt + 3ji + (2cos^ - 4)j + (arctanr + l)k. 
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CAPITULO 12 Funciones vectoriales 



Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 8, dibujar la curva plana representada por 
la funcion vectorial y dibujar los vectores r(ft) y r'(ft) para el 
valor dado de ft. Colocar los vectores de manera que el punto ini- 
cial de r(ft) este en el origen y el punto inicial de r'(ft) este en el 
punto final de r(tj). *,Que relacion hay entre r'(ft) y la curva? 

1. r(t) = t 2 i + tj, t 0 = 2 

2. r(t) = ti + ( t 2 - l)j, to = 1 

3. r(t) = t 2 i + yj, t 0 = 2 

4. r(t) = (1 + t)i + t 3 j ( t 0 = 1 

5. r(t) - cos ti + sen tj, t 0 = y 

6. r(t) = 3 sen ti + 4 cos tj, t 0 = y 

7. r(t) = <«', e 2 '), t 0 = 0 

8. r(t) = (e~ t , e t ), t Q = 0 

En los ejercicios 9 y 10, a) dibujar la curva en el espacio repre¬ 
sentada por la funcion vectorial, y b) dibujar los vectores r(ft) y 
r'(ft) para el valor dado de ft. 

3 77 

9. r(t) = 2 cos ti + 2 sen tj + tk, t 0 = — 

10. r(t) = ti + t 2 j + §k, t 0 = 2 

En los ejercicios 11 a 22, hallar r'(ft. 

11. r(t) = t 3 i - 3tj 12. r(t) 

13. r(t) = <2 cos t, 5 sen t) 14. r(t) 

15. r(t) = 6ti - 7t 2 j + t 3 k 

1 t 2 

16. r(t) = -i + 16tj + yk 

17. r(t) = a COS 3 ti + a sen 3 1 j + k 

18. r(t) = 4 Vti + t 2 Vtj + In t 2 k 

19. r(t) = e~ t% \ 4- 4j + bte f k 

20. r(t) = (t 3 , cos 3t, sen 3t) 

21. r(t) = (tsen t, tcost, t) 

22. r(t) = (arcsen t, arccos t, 0) 

En los ejercicios 23 a 30, hallar a) r'(t), b) r"(0 y c) r'(t) • r"(0* 

23. r(t) = t 3 i + ^t 2 j 

24. r(t) = (t 2 + t)i + (t 2 - t)j 

25. r(t) = 4 cos ti + 4 sen tj 

26. r(t) = 8 cos ti + 3 sen tj 

27. r(t) = |r 2 i - tj + gf 3 k 

28. r(t) = ti + (21 + 3)j + (3t - 5)k 

29. r(t) = (cos t + t sen t, sen t - t cos t, t) 

30. r(t) = (e- 1 , t 2 , tan t) 


- Vti + (1 - t 3 )j 
= ( t cos t, - 2 sen t) 


En los ejercicios 31 y 32 se dan una funcion vectorial y su 
grafica. La grafica tambien muestra los vectores unitarios 
r'(ft)/1| r'(ft) || y r"(ft)/|| r"(ft) ||. Hallar estos dos vectores unita¬ 
rios e identificarlos en la grafica. 


31. r(t) = cos(7rt)i + sen(7rt)j + t 2 k, t 0 = 

32. r(t) = f ti + t 2 j + e~ f k, t 0 = \ 


z 



Figura para 31 


z 



En los ejercicios 33 a 42, hallar el (los) intervalo(s) abierto(s) en 
que la curva dada por la funcion vectorial es suave. 

33. r(t) = t 2 i + t 3 j 34. r(t) = ^ ^ i + 3tj 


35. r (0) = 2 cos 3 Oi + 3 sen 3 0j 

36. r(0) = (0 + sen 0) i + (1 - cos 0) j 

37. r(0) = (6-2 sen 0) i + (1 - 2 cos 0)j 


38. r(t) = 


21 

8 + t 3 


+ 


2t 2 

8 + t 3i 


39. r (t) = (t - l)i + yj — r 2 k 40. r(t) = e'i - e 'j + 3/k 

41. r(t) = ti - 3tj + tan tk 

42. r(t) = Vti + (t 2 - l)j + \tk 


En los ejercicios 43 y 44, usar las propiedades de la derivada 
para encontrar lo siguiente. 

a) r'(f> b) r"(t) c ) D t [r(f) • u(®] 

d) £^[3r(0 - u(0] e) I^[r(f> x u($] f) Zy||r(f)||], t> 0 

43. r(t) = ti + 3tj + t 2 k, u(t) = 4ti + t 2 j + t 3 k 

44. r(t) = ti + 2 sentj + 2 cos tk, 

u(t) = y i + 2 sen tj + 2 cos tk 

En los ejercicios 45 y 46, hallar a) DJr(ft • u(£)] y b) DJr(f) x u(ft] 
en dos diferentes formas. 


i) Hallar primero el producto y luego derivar. 

ii) Aplicar las propiedades del teorema 12.2. 

45. r(t) = ti + 2t 2 j + t 3 k, u(t) = t 4 k 

46. r(t) = cos ti + sen tj + tk, u(t) = j + tk 

f&i En los ejercicios 47 y 48, hallar el angulo 0 entre r(ft y r'(ft en fun¬ 
cion de t. Usar una herramienta de graficacion para representar 
0(ft. Usar la grafica para hallar todos los extremos de la funcion. 
Hallar todos los valores de t en que los vectores son ortogonales. 


47. r(t) = 3 send + 4 cos tj 


48. r(t) = t 2 i + tj 
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En los ejercicios 49 a 52, usar la definicion de la derivada para 
hallar 

49. r(t) = (3 1 + 2)i + (1 - t 2 ) j 50. r(t) = J~t i + yj — 2tk 
51. r(f) = <t 2 , 0, It) 52. r (t) = (0, sen t, 4 1 ) 


En los ejercicios 53 a 60, hallar la integral indefinida. 

53. (2d + j + k) dt 54. 


J (2d + j + k )dt 54. J (4 1 3 i + 6tj - 4Vtk ) dt 

• J (j i + j — ^ 3/2 kj dt 56. J ^ln d + -j- j + kj dt 

J (2 1 - l)i + 4t 3 j + 3v^k dt 
J (e f i + sen t j + cos tk) dt 
59. J ^sec 2 d + 2 j) dt 60. J (e -r sen d + cos tj) dt 


55. 

57. 

58. 


En los ejercicios 61 a 66, evaluar la integral definida. 

f (8d + /j - k) dt 62. 

Jo 

rW 2 

'. I [(a cos t)i + (a sent)j + k] dt 
Jo 

n/4 


61 

63. 


J (d + t 3 j + <t/~t k) Jt 


/■ 
5 - f 


[(sec t tan t)i + (tan t)j + (2 sen t cos t) k] dt 


65. I (d + e x \ — te* k) dt 


66. f 

Jo 


+ t 2 j|| J? 


En los ejercicios 77 a 84, demostrar la propiedad. En todos los 
casos, suponer que r, u y v son funciones vectoriales derivables de 
t , que w es una funcion real derivable de t , y que c es un escalar. 

77. D t [cr(t)] = cr'{t) 

78. A[r(f) ± u(f)] = r'(t) ± u'(t) 

79. D t [w(t)r(t)] = w(t)r'(t) + w'(t)r(t) 

80. D t [r(t) x u(t)] = r(t) x u'(f) + r'(t) x u(t) 

81. A[r(w(t))] = r'(w(t))w'(t) 

82. D t [r{i) x r'(f)] = r(f) x r "(t) 

83. D t {r(t) • [u (t) x v(t)]} = r'(t) • [u (t) x v(f)] + 
r(r) • [u'(f) x \(t)] + r(f) • [u(f) x v'(f)] 

84. Si r(t) • r (t) es una constante, entonces r(t) • r'(t) = 0. 

85. Movimiento de una particula Una particula se mueve en el 
piano xy a lo largo de la curva representada por la funcion vec¬ 
torial r(t) = (t - sen t)\ + (1 - cos t)j. 

H a) Usar una herramienta de graficacion para representar r. 
Describir la curva. 

b) Hallar los valores minimo y maximo de ||r'|| y ||r"||. 

86. Movimiento de una particula Una particula se mueve en el 
piano yz a lo largo de la curva representada por la funcion vec¬ 
torial r(t) = (2 cos t)j + (3 sent)k. 

a) Describir la curva. 

b) Hallar los valores minimo y maximo de ||r'|| y ||r"||. 

87. Considerar la funcion vectorial 

r(t) = (e^sen t)i + (e t cos t)j. 

M ostrar quer(t) y r'{ t) son siempre perpendiculares a cada uno. 


En los ejercicios 67 a 72, hallar r(f) para las condiciones dadas. 

67. r f {t) = 4e 2t \ + 3e*j, r(0) = 2i 

68. r'(t) = 3t 2 j + 6Vtk, r(0) = i + 2j 

69. r \t) = — 32j, r'(0) = 600V3i + 600j, r(0) = 0 

70. r"(f) = -4 cos tj - 3 sends, r'(0) = 3k, r(0) = 4j 

71. r '(t) = te~ f2 i - e~ l j + k, r(0) = \\ - j + k 

72. r'(t) = ———+ 4j + - k, r(l) = 2i 

w 1 + t 2 t 2j t w 


Para discusion 


88. Investigacion Considerar la funcion vectorial r(t) = ti + 
(4 - t 2 )j. 

a) Trazar la grafica de r(t). Usar una herramienta de grafi¬ 
cacion para verificar su grafica. 

b) Trazar los vectores r(l), r(1.25) y r(1.25) - r(l) sobre la 
grafica en el inciso a). 

c ) Compararel vector r'(l) con el vector 

r(l-25) - r(l) 

1.25 - 1 


Desarrollo de conceptos 


73. Definir la derivada de una funcion vectorial. Describir como 
hallar la derivada de una funcion vectorial y dar su inter- 
pretacion geometrica. 

74. iComo se encuentra la integral de una funcion vectorial? 

75. Las tres componentes de la derivada de la funcion vecto¬ 
rial u son positivas en t = t 0 . Describir el comportamiento 
de u en t = t 0 . 

76. La componentez de la derivada de la funcion vectorial u es 
0 para ten el dominio de la funcion. «;Que implica esta infor- 
macion acerca de la grafica de u? 


iVerdadero o falso? En los ejercicios 89 a 92, determinar si la 
declaracion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
dar un ejemplo que muestre que es falsa. 

89. Si una particula se mueve a lo largo de una esfera centrada en el 
origen, entonces su vector derivada es siempre tangente a la 
esfera. 

90. La integral definida de una funcion vectorial es un numero real. 

91. |[||r(f)||] = ||r'(f)|| 

92. Si r y u son funciones vectoriales derivables de t, entonces 
D,\r{t) • u(f)] = r'(f) • u'(f). 
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CAPfrULO 12 Funciones vectoriales 


12.3 


Velocidad y aceleracion 


■ Describir la velocidad y la aceleracion relacionadas con una funcion vectorial. 

■ Usar una funcion vectorial para analizar el movimiento de un proyectil. 


EXP LO RAC I 6 N 

Exploration de velocidad 
Considerese el circulo dado por 

r (?) = (cos cot) i + (sen cot)}. 

Usar una herramienta de graficacion 
en modo parametrico para repre- 
sentar este circulo para varios val- 
ores de co . ?,C6mo afecta co a la 
velocidad del punto final cuando se 
traza la curva? Para un valor dado 
de co , ^parece ser constante la 
velocidad? ?Parece ser constante la 
aceleracion? Explicar el razona- 
miento. 



Velocidad y aceleracion 

Ahora se combina el estudio de ecuaciones parametricas, curvas, vectores y funciones vec¬ 
toriales a fin de formular un modelo para el movimiento a lo largo de una curva. Se 
empezara por ver el movimiento de un objeto en el piano. (El movimiento de un objeto en 
el espacio puede desarrollarse de manera similar.) 

Conforme un objeto se mueve a lo largo de una curva en el piano, la coordenada v y 
la coordenada y de su centro de masa es cada una funcion del tiempo t. En lugar de utilizar 
fyg para representar estas dos funciones, es conveniente escribir x = x{t) y y = y(t). Por 
tanto, el vector de posicion r(?) toma la forma 

r(?) = x(t) i + y (?) j. Vector de posicion. 

Lo mejor de este modelo vectorial para representar movimiento es que se pueden usar la 
primera y la segunda derivadas de la funcion vectorial r para hallar la velocidad y la ace¬ 
leracion del objeto. (Hay que recordar del capitulo anterior que la velocidad y 
la aceleracion son cantidades vectoriales que tienen magnitud y direccion.) Para 
hallar los vectores velocidad y aceleracion en un instante dado ?, considerese un punto 
Q{x(t + A t), y(t + At)) que se aproxima al punto P{x(t), y(?)) a lo largo de la curva C dada 
por r (?) = x(t)i + y(t) j, como se muestra en la figura 12.11. A medida que At —» 0, la 
direccion del vector PQ (denotado por Ar) se aproxima a la direction del movimiento en 
el instante t. 

Ar 
Ar 

At 

r Ar 

lim 

A<->0 At 


= rtf + At) - rtf) 

_ r(r + Af) - rtf) 

At 

it) + At) - r{t) 

— lim- t- 


Si este limite existe, se define como el vector velocidad o el vector tangente a la curva 
en el punto de P. Notese que este es el mismo limite usado en la definicion de r '(t). Por 
tanto, la direccion de r'(t) da la direccion del movimiento en el instante t. La 
magnitud del vector r"(t) 

||r'(f)|| = \\x\t)\ + y'(f)J|| = J[x'(t)Y + UW 

da la rapidez del objeto en el instante t. De manera similar, se puede usar r"(?) para hallar 
la aceleracion, como se indica en las definiciones siguientes. 

y y 



Figura 12.11 
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DEFINICIONES DE VELOCIDAD Y ACELERACION 

Si x y y son funciones de t que tienen primera y segunda derivadas y r es una funcion 
vectorial dada por r (t) = x(t)i + y(t) j, entonces el vector velocidad, el vector acel¬ 
eracion y la rapidez en el instante t se definen como sigue. 

Velocidad = v(r) = r '(*) = x'(t) i + y'(t)\ 

Aceleracion = a (t) = r "(t) = x"(t)\ + y"{t)) 

Rapidezl = ||v(r)|| = ||r , (r)|| = V|V(r)] 2 + [y'W] 2 


Para el movimiento a lo largo de una curva en el espacio, las definiciones son si- 
milares. Es decir, si t(t) = x(t) \ + y(t)\ + z{t) k, entonces 

Velocidad = v(t) = r \t) = x'(t) i + y'{t)) + z'(t)k 

Aceleracioni = s(t) = r "(t) = x"(t)\ + y"{t)\ + z\t) k 

Rapidezl = KOII = llr'WII = V[* W + [yW 2 + W 


EJEMPLO I Hallar la velocidad y la aceleracion 
a lo largo de una curva plana 


En el ejemplo 1, notese que 
los vectores velocidad y aceleracion 
son ortogonales en todo punto y en 
cualquier instante. Esto es caracteristi- 
co del movimiento con rapidez cons- 
tante. (Ver ejercicio 57.) ■ 


Hallar el vector velocidad, la rapidez y el vector aceleracion de una particula que se mueve 
a lo largo de la curva plana C descrita por 

r(t) = 2 sen— i + 2 COS- j. Vector posicion. 

Solucion 


El vector velocidad es 


v(t) = r'(t) = COS^i — sen ^ j. 

La rapidez (en cualquier instante) es 
II r '(Oil = -y/ COS 2 ^ + sen 2 ^ = 1. 


Vector velocidad. 


Rapidez. 


Cfrculo: x 2 + y 2 = 4 


El vector aceleracion es 



La particula se mueve alrededor del circulo 
con rapidez constante 

Figura 12.12 


a(0 — r "(t) — — ^sen^i — — COS 2 j- Vector aceleracion. 

Las ecuaciones parametricas de la curva del ejemplo 1 son 

~ t n t 

x = 2 sen- y y = 2 COS 

Eliminando el parametro t , se obtiene la ecuacion rectangular 

X 2 + y 2 = 4. Ecuacion rectangular. 

Por tanto, la curva es un circulo de radio 2 centrado en el origen, como se muestra en la 
figura 12.12. Como el vector velocidad 

v(t) = cos^i —sen 

tiene una magnitud constante pero cambia de direccion a medida que t aumenta, la particu¬ 
la se mueve alrededor del circulo con una rapidez constante. 
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CAPITULO 12 Funciones vectoriales 


r(f) = (r 2 - 4)i + rj 


y 



En todo punto en la curva, el vector 
aceleracion apunta a la derecha 

Figura 12.13 





En todo punto de la orbita del cometa, el 
vector aceleracion apunta hacia el Sol 

Figura 12.14 


Curva: 

r(r) = ti +t 3 j + 3rk, t > 0 



EJEMPLO 2 Dibujo de los vectores velocidad 
y aceleracion en el piano 

Dibujar la trayectoria de un objeto que se mueve a lo largo de la curva plana dada por 

r (t) = ( t 2 — 4)1 + tj Vector posicion. 

y hallar los vectores velocidad y aceleracion cuando t = 0 y t = 2. 

Solucion Utilizando las ecuaciones parametricas x = t 2 — 4 y y = £, se puede determi- 
nar que la curva es una parabola dada por x = y 2 — 4, como se muestra en la figura 12.13. 
El vector velocidad (en cualquier instante) es 

v(^) = r'(t) — 2t\ + j Vector velocidad. 

y el vector aceleracion (en cualquier instante) es 

a (t) = r "(t) = 2i. Vector aceleracion. 

Cuando t = 0, los vectores velocidad y aceleracion estan dados por 
v(0) = 2(0)i + j = j y a(0) = 2i. 

Cuando t = 2, los vectores velocidad y aceleracion estan dados por 

v(2) = 2(2)i + j = 4i + j y a(2) = 2i. —— 

Si el objeto se mueve por la trayectoria mostrada en la figura 12.13, notese que el vec¬ 
tor aceleracion es constante (tiene una magnitud de 2 y apunta hacia la derecha). Esto 
implica que la rapidez del objeto va decreciendo conforme el objeto se mueve hacia el ver- 
tice de la parabola, y la rapidez va creciendo conforme el objeto se aleja del vertice de la 
parabola. 

Este tipo de movimiento no es el caracterfstico de cometas que describen trayectorias 
parabolicas en nuestro sistema solar. En estos cometas, el vector aceleracion apunta siem- 
pre hacia el origen (el Sol), lo que implica que la rapidez del cometa aumenta a medida 
que se aproxima al vertice de su trayectoria y disminuye cuando se aleja del vertice. (Ver 
figura 12.14.) 

EJEMPLO 3 Dibujo de los vectores velocidad 
y aceleracion en el espacio 

Dibujar la trayectoria de un objeto que se mueve a lo largo de la curva en el espacio C dada 
por 

r (*) = ti + t 3 j + 3tk, t > 0 Vector posicion. 

y hallar los vectores velocidad y aceleracion cuando t = 1. 

Solucion Utilizando las ecuaciones parametricas x = t y y = t 3 , se puede determinar 
que la trayectoria del objeto se encuentra en el cilindro cubico dado por y = x 3 . Como 
z = 3 1, el objeto parte de (0, 0, 0) y se mueve hacia arriba a medida que t aumenta, como 
se muestra en la figura 12.15. Como r(f) = ti + t 3 ) + 3tk, se tiene 

v(r) = r'(t) = i + 3t 2 j + 3k Vector velocidad. 


y 

a(f) — r "(t) = 6/j. Vector aceleracion. 

Cuando t = 1, los vectores velocidad y aceleracion estan dados por 


Figura 12.15 


v(l) = r'(l) = i + 3j + 3k y a(l) = r"(l) = 6j . 
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Curva: 

r(t) = i + (-y + 2) j + t 2 k 


z 



El objeto tarda 2 segundos en mover se del 
punto (1,2,0) al punto (1,4,4) a lo largo 
deC 

Figura 12.16 


Hasta aqui se ha tratado de hallar la velocidad y la aceleracion derivando la funcion 
de posicion. En muchas aplicaciones practicas se tiene el problema inverso, hallar la fun¬ 
cion de posicion dadas una velocidad o una aceleracion. Esto se demuestra en el ejemplo 
siguiente. 


EJEMPLO 4 Hallar una funcion posicion por integracion 

Un objeto parte del reposo del punto P( 1, 2, 0) y se mueve con una aceleracion 

aCr) = j + 2k Vector aceleracion. 

donde ||a(l)|| se mide en pies por segundo al cuadrado. Hallar la posicion del objeto despues 
de t = 2 segundos. 


Solucion A partir de la descripcion del movimiento del objeto, se pueden deducir las 
condiciones iniciales siguientes. Como el objeto parte del reposo, se tiene 

v(0) = Q 

Como el objeto parte del punto (x, y, z) = (1, 2, 0), se tiene 

r(0) = x(0)i + y(0)j + z(0)k 
= li + 2j + Ok 

= i + 2j 


Para hallar la funcion de posicion, hay que integrar dos veces, usando cada vez una de las 
condiciones iniciales para hallar la constante de integracion. El vector velocidad es 

V(» = J a(» dt = J( j + 2k) dt 
= t) + 2/k + C 

donde C = Cj + C 2 j + C 3 k Haciendo t = 0 y aplicando la condicion inicial v(0) = Q 
se obtiene 


v(0) = C{\ + C 2 j + C 3 k = 0 cz> C x = C 2 = C 3 = 0. 
Por tanto, la velocidad en cualquier instante t es 

vW = t\ + 2rk Vector velocidad. 

Integrando una vez mas se obtiene 

r(?) = J \Kt)dt = J (tj + 2?k) dt 

= yj + t 2 k+ C 


donde C = C 4 i + C 5 j + C 6 k Haciendo t = 0 y aplicando la condicion inicial r(0) = i + 
2j, se tiene 

r(0) = C 4 i + C 5 j + C 6 k= i + 2j O C 4 = 1, C 5 = 2, C 6 - 0. 

Por tanto, el vector posicion es 

r (t) = i + + 2^j + t 2 k. Vector posicion. 

La posicion del objeto despues de t = 2 segundos esta dada por r(2) = i + 4j + 4k 
como se muestra en la figura 12.16. 
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Movimiento de proyectiles 



Ahora ya se dispone de lo necesario para deducir las ecuaciones parametricas de la trayec- 
toria de un proyectil. Supongase que la gravedad es la unica fuerza que actua sobre un 
proyectil despues de su lanzamiento. Por tanto, el movimiento ocurre en un piano vertical 
que puede representarse por el sistema de coordenadas xy con el origen correspondiente a 
un punto sobre la superficie de la Tierra (figura 12.17). Para un proyectil de masa ra, la 
fuerza gravitatoria es 

F = — mg j Fuerza gravitatoria. 

donde la constante gravitatoria es g = 32 pies por segundo al cuadrado, o 9.81 metros por 
segundo al cuadrado. Por la segunda ley del movimiento de Newton, esta misma fuerza 
produce una aceleracion a = a(7), y satisface la ecuacion F = m3 Por consiguiente, la 
aceleracion del proyectil esta dada por m3 = —mg), lo que implica que 


a = -81 


Aceleracion del proyectil. 


EJEMPLO 5 Obtencion de la funcion de posicion de un proyectil 

Un proyectil de masa m se lanza desde una posicion inicial r 0 con una velocidad inicial V 0 . 
Hallar su vector posicion en funcion del tiempo. 


Solucion Se parte del vector aceleracion a(7) = — g) y se integra dos veces. 

V(f) = J a(t) dt = J -g j dt = - gt j + Cj 

r(f) = J y(t) dt = J {-gt) + C j)dt = -\gt 2 ) + C \t + C 2 

Se puede usar el hecho de que v(0) = V 0 y r(0) = r 0 para hallar los vectores constantes C x 
y C 2 . Haciendo esto se obtiene C : = V 0 yC 2 = r 0 . Por consiguiente, el vector posicion es 


r (t) = -^st 2 ] + fv 0 + r 0 . 


Vector posicion. 


11 v 0 11 = v Q = rapidez inicial 
11 r Q 11 = h = altura inicial 

y 



y= l|v 0 || sene 

Figura 12.18 


En muchos problemas sobre proyectiles, los vectores constantes r 0 y V 0 no se dan 
explicitamente. A menudo se dan la altura inicial h, la rapidez inicial v Q y el angulo 6 con 
que el proyectil es lanzado, como se muestra en la figura 12.18. De la altura dada, se puede 
deducir que r 0 = h). Como la rapidez da la magnitud de la velocidad inicial, se sigue que 
v o = H\\ y se P ue de escribir 

V 0 = x\ + y j 

= (||Vq|| cos 0)i + (||v 0 || sen0)j 
= v 0 COS 6 i + v 0 sen^j. 

Por tanto, el vector posicion puede expresarse en la forma 
r(t) = — 2 gt 2 ) tVg + r 0 Vector posicion. 


= - 2 ^ 2 j + cos O' 1 + ^0 sen 0} + h) 


(v 0 cos e)ti + 


h + (v 0 sen^r - - gt 2 
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TEOREMA 12.3 FUNCION DE POSICION DE UN PROYECTIL 


Despreciando la resistencia del aire, la trayectoria de un proyectil lanzado de una 
altura inicial h con rapidez inicial v 0 y angulo de elevacion 0 se describe por medio 
de la funcion vectorial 


r0) = (v 0 cos e)t\ + 


h + (v 0 sen 0)t — - gt 2 


J 


donde g es la constante de la gravedad. 


EJEMPLO 6 La trayectoria de una pelota de beisbol 



Una pelota de beisbol es golpeada 3 pies sobre el nivel del suelo a 100 pies por segundo y 
con un angulo de 45° respecto al suelo, como se muestra en la figura 12.19. Hallar la altura 
maxima que alcanza la pelota de beisbol. ^Pasara por encima de una valla de 10 pies de 
altura localizada a 300 pies del plato de lanzamiento? 


Solucion Se tienen dados h = 3, v 0 = 100 y 0 = 45°. Asi, tomando g = 32 pies por 
segundo al cuadrado se obtiene 


rW 

vW 


boOcos|)n+ 3 + (l00sen|)/~ 16/ 2 j 

(5072 t)l + (3 + 5072 t - 16r 2 )j 
r’(t) = 50V2 i + (5072 - 32r)j. 


La altura maxima se alcanza cuando 


y'(t) = 50 72 - 32/ = 0 


lo cual implica que 

2572 
1 16 

= 2.21 segundos. 


Por tanto, la altura maxima que alcanza la pelota es 

= 649 

8 

~ 81 pies. Altura maxima cuando t ~ 2.21 segundos. 

La pelota esta a 300 pies de donde fue golpeada cuando 
300 - x(t) = 50 V2 t. 

Despejando t de esta ecuacion se obtiene t = 3 Jl. — 4.24 segundos. En este instante, la 
altura de la pelota es 

\2 


y = 3 + 5072 (372) - 16(372 ) 2 
= 303 - 288 
= 15 pies. 


Altura cuando t ~ 4.24 segundos. 


Por consiguiente, la pelota pasara sobre la valla de 10 pies. 
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CAPfrULO 12 Funciones vectoriales 



Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 10, el vector posicion r describe la trayecto- 
ria de un objeto que se mueve en el piano xy. Dibujar una grafi- 
ca de la trayectoria y dibujar los vectores velocidad y ace- 
leracion en el punto dado. 


Funcion posicion 

Punto 

i—1 

1 

+ 

rn 

II 

(3,0) 

2. r (t) = (6 - t) i + t j 

(3,3) 

3. r(t) = t 2 \ + t) 

(4, 2) 

4 - 

•-* 

II 

+ 

T 

+ 

... 

(1,3) 

5. r(f) = t 2 i + t 3 j 

(1,1) 

6. r(f) = (^ 3 + l)i + t] 

(3, 2) 

7. r (t) = 2 cos n + 2 sen^j 

(72,72) 

8. r(t) = 3 COSfi + 2 sen^j 

(3,0) 

9. r(t) = (t - sen t, 1 ~ COS t) 

K 2) 

p 

II 

(1,1) 


En los ejercicios 23 a 28, usar la funcion aceleracion dada para 
determinar los vectores velocidad y posicion. Despues hallar la 
posicion en el instante t = Z 

23. a(t) = i + j + k 
v(0) = 0, r(0) = 0 

24. a 0) = 2i + 3k 

v(0) = 4j, r(0) = 0 

25. a(?) = t) + tk 

v(l) = 5j, r(l) = 0 

26. a(f) = -32 k 

v(0) = 3i - 2j + k, r(0) = 5j + 2k 

27. a (t) = —cos t\ — sen t] 
v(0) = j + k, r(0) = i 

28. a(f) = e f \ - 8k 

v(0) = 2i + 3j + k, r(0) = 0 


En los ejercicios 11 a 20, el vector posicion r describe la trayecto¬ 
ria de un objeto que se mueve en el espacio. Hallar velocidad, rapi- 
dez y aceleracion del objeto. 

11. r (t) = ti + 5/j + 3tk 12. r(f) = 4 ti + At] + 2tk 

13. r(t) = ti + t 2 j + y k 14. r(t) = 3 ti + t j + ^t 2 k 

15. r(t) = ti + t j + s/9 - t 2 k 

16. r(r) = t 2 i + t j + 2t 3/2 k 

17. r(7) = {At, 3 cos t, 3 sen t) 

18. r (t) = {2 cos t, 2 sen t , t 2 ) 

19. r (t) = {e f cos t , e* sen t , e l ) 

20. r(r) = (\n t, ~ t 

Aproximacion lineal En los ejercicios 21 y 22 se dan la grafica 
de la funcion vectorial r(0 y un vector tangente a la grafica en 

t= to 

a) Hallar un conjunto de ecuaciones parametricas para la recta 
tangente a la grafica en t= 

b ) Utilizar las ecuaciones de la recta para aproximar r(<J) + CXI). 

21 . r{t ) = (t, -t 2 ,\t 3 ), t 0 = 1 

22. r(f) = (t, 725 - t 7 , 725 - t 2 ), t 0 = 3 




Movimiento deproyectiles En los ejercicios 29 a 44, usar el mod- 
elo para el movimiento de un proyectil, suponiendo que no hay 
resistencia del aire. 

29. Hallar la funcion vectorial de la trayectoria de un proyectil lan- 
zado desde una altura de 10 pies sobre el suelo con una veloci¬ 
dad inicial de 88 pies por segundo y con un angulo de 30° sobre 
la horizontal. Usar una herramienta de graficacion para repre- 
sentar la trayectoria del proyectil. 

30. Determinar la altura maxima y el alcance de un proyectil dis- 
parado desde una altura de 3 pies sobre el nivel del suelo con 
velocidad inicial de 900 pies por segundo y con un angulo de 
45° sobre la horizontal. 

31. Una pelota de beisbol es golpeada 3 pies sobre el nivel del suelo, 
se aleja del bate con un angulo de 45° y es cachada por un jar- 
dinero a 3 pies sobre el nivel del suelo y a 300 pies del plato de 
lanzamiento. ^Cual es la rapidez inicial de la pelota y que altura 
alcanza? 


32. Un jugador de beisbol en segunda base lanza una pelota al 
jugador de primera base a 90 pies. La pelota es lanzada desde 5 
pies sobre el nivel del suelo con una velocidad inicial de 50 mi- 
llas por hora y con un angulo de 15° con la horizontal, i A que 
altura cacha la pelota el jugador de primera base? 

33. Eliminar el parametro t de la funcion de posicion para el movi¬ 
miento de un proyectil y mostrar que la ecuacion rectangular es 


= _ 16 s ec + ^ an + h 

v o 

34. La trayectoria de una pelota la da la ecuacion rectangular 
y = x — 0.005v 2 . 


Usar el resultado del ejercicio 33 para hallar la funcion de posi¬ 
cion. Despues hallar la velocidad y la direccion de la pelota en 
el punto en que ha recorrido 60 pies horizontalmente. 


Figura para 21 


Figura para 22 
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35. Modelo matematico La trayectoria de una pelota lanzada por 
un jugador de beisbol es videograbada y despues se analiza la 
grabacion con una cuadrfcula que cubre la pantalla. La cinta se 
detiene tres veces y se miden las posiciones de la pelota. Las 
coordenadas son aproximadamente (0, 6.0), (15, 10.6) y (30, 
13.4). (La coordenada x mide la distancia horizontal al jugador 
en pies y la coordenada y mide la altura en pies.) 

a) Usar una herramienta de graficacion para hallar un modelo 
cuadratico para los datos. 

b) Usar una herramienta de graficacion para representar los 
datos y la grafica del modelo. 

c) Determinar la altura maxima de la pelota. 

d) Hallar la velocidad inicial de la pelota y el angulo al que fue 
lanzada. 

36. Una pelota de beisbol es golpeada desde una altura de 2.5 pies 
sobre el nivel del suelo con una velocidad inicial de 140 pies por 
segundo y con un angulo de 22° sobre la horizontal. Usar una 
herramienta de graficacion para representar la trayectoria de la 
pelota y determinar si pasara sobre una valla de 10 pies de altura 
localizada a 375 pies del plato de lanzamiento. 

37. El Rogers Centre en Toronto, Ontario, tiene una cerca en su campo 
central que tiene 10 pies de altura y esta a 400 pies del plato de lan¬ 
zamiento. Una pelota es golpeada a 3 pies sobre el nivel del suelo 
y se da el batazo a una velocidad de 100 millas por hora. 

a) La pelota se aleja del bate formando un angulo de 0 = 6 0 con 
la horizontal. Dar la funcion vectorial para la trayectoria de 
la pelota. 

b) Usar una herramienta de graficacion para representar la fun¬ 
cion vectorial para 0 o = 10°, 0 o = 15°, 0 o = 20° y 0 o = 25°. 
Usar las graficas para aproximar el angulo mmimo requerido 
para que el golpe sea un home run. 

c ) Determinar analiticamente el angulo mmimo requerido para 
que el golpe sea un home run. 

38. El mariscal de campo de un equipo de futbol americano lanza un 
pase a una altura de 7 pies sobre el campo de juego, y el balon de 
futbol lo captura un receptor a 30 yardas a una altura de 4 pies. 
El pase se lanza con un angulo de 35° con la horizontal. 

a) Hallar la rapidez del balon de futbol al ser lanzado. 

b) Hallar la altura maxima del balon de futbol. 

c ) Hallar el tiempo que el receptor tiene para alcanzar la posi- 
cion apropiada despues de que el mariscal de campo lanza el 
balon de futbol. 

39. Un expulsor de pacas consiste en dos bandas de velocidad va¬ 
riable al final del expulsor. Su funcion es lanzar las pacas a un 
camion. Al cargar la parte trasera del camion, una paca debe lan- 
zarse a una posicion 8 pies hacia arriba y 16 pies detras del 
expulsor. 

a) Hallar la velocidad inicial minima de la paca y el angulo 
correspondiente al que debe ser lanzada de la expulsora. 

b) La expulsora tiene un angulo fijo de 45°. Hallar la velocidad 
inicial requerida. 

40. Un bombardero vuela a una altitud de 30 000 pies a una veloci¬ 
dad de 540 millas por hora (ver la figura). ^Cuando debe lanzar 
la bomba para que pegue en el bianco? (Dar la respuesta en ter- 
minos del angulo de depresion del avion con relacion al bianco.) 
^Cual es la velocidad de la bomba en el momento del impacto? 



Figura para 40 


41. Un disparo de un arma con una velocidad de 1 200 pies por 
segundo se lanza hacia un bianco a 3 000 pies de distancia. 
Determinar el angulo mmimo de elevacion del arma. 

42. Un proyectil se lanza desde el suelo con un angulo de 12° con la 
horizontal. El proyectil debe tener un alcance de 200 pies. Hallar 
la velocidad inicial minima requerida. 

43. Usar una herramienta de graficacion para representar la trayectoria 
de un proyectil para los valores dados de 0 y v 0 . En cada caso, usar 
la grafica para aproximar la altura maxima y el alcance del proyec¬ 
til. (Suponer que el proyectil se lanza desde el nivel del suelo.) 

a) 0 = 10°, v 0 = 66 pies/s b) 0 = 10°, v 0 = 146 pies/s 

c) 0 = 45°, v 0 = 66 pies/s d) 0 = 45°, v 0 = 146 pies/s 

e) 0 = 60°, v 0 = 66 pies/s /) 0 = 60°, v 0 = 146 pies/s 

44. Hallar el angulo con el que un objeto debe lanzarse para tener a) 
el alcance maximo y b) la altura maxima. 

Movimiento de un proyectil En los ejercicios 45 y 46, usar el 
modelo para el movimiento de un proyectil, suponiendo que no 
hay resistencia. [a(t) = — 9.8 metros por segundo al cuadrado.] 

45. Determinar la altura y el alcance maximos de un proyectil dis- 
parado desde una altura de 1.5 metros sobre el nivel del suelo 
con una velocidad inicial de 100 metros por segundo y con un 
angulo de 30° sobre la horizontal. 

46. Un proyectil se dispara desde el nivel del suelo con un angulo 
de 8° con la horizontal. El proyectil debe tener un alcance de 50 
metros. Hallar la velocidad minima necesaria. 

Movimiento cicloidal En los ejercicios 47 y 48, considerar el 
movimiento de un punto (o particula) en la circunferencia de un 
circulo que rueda. A medida que el circulo rueda genera la cicloide 
r(f) = b(cot — sen cot) i + b(l — cos cot) j, donde co es la velocidad 
angular constante del circulo y b es el radio del circulo. 

47. Hallar los vectores velocidad y aceleracion de la particula. Usar 
los resultados para determinar los instantes en que la rapidez de 
la particula sera a) cero y b) maxima. 

48. Hallar la velocidad maxima de un punto de un neumatico de 
automovil de radio 1 pie cuando el automovil viaja a 60 millas por 
hora. Comparar esta velocidad con la velocidad del automovil. 

Movimiento circular En los ejercicios 49 a 52, considerar una 
particula que se mueve a lo largo de una trayectoria circular de 
radio b descrita por r(f) = b cos cod + b sen cotj donde co = du/dt 
es la velocidad angular constante. 

49. Hallar el vector velocidad y mostrar que es ortogonal a r(^). 
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50. a) Mostrar que la rapidez de la particula es boo. 


b ) Usar una herramienta de graficacion en modo parametrico 
para representar el circulo para b = 6. Probar distintos valores 
de oo. ^Dibuja la herramienta de graficacion mas rapido los 
circulos para los valores mayores de oo? 


51. Hallar el vector aceleracion y mostrar que su direccion es siem- 
pre hacia el centra del circulo. 

52. Mostrar que la magnitud del vector aceleracion es boo 2 . 


Movimiento circular En los ejercicios 53 y 54, usar los resulta- 
dos de los ejercicios 49 a 52. 

53. Una piedra que pesa 1 libra se ata a un cordel de dos pies de 
largo y se hace girar horizontalmente (ver la figura). El cordel se 
rompera con una fuerza de 10 libras. Hallar la velocidad maxi¬ 
ma que la piedra puede alcanzar sin que se rompa el cordel. 
(Usar F = m3, donde m = ^.) 




Figura para 54 


54. Un automovil de 3 400 libras esta tomando una curva circular de 
300 pies de radio a 30 millas por hora (ver la figura). Supuesto 
que la carretera esta nivelada, hallar la fuerza necesaria entre los 
neumaticos y el pavimento para que el automovil mantenga la 
trayectoria circular sin derrapar. (Usar F = raa, donde m = 
3 400/32.) Hallar el angulo de peralte necesario para que ningu- 
na fuerza de friccion lateral sea ejercida sobre los neumaticos 
del automovil. 


55. 


Lanzamiento de peso 
un angulo 0 es 

r(t) = (v 0 COS 6)t i + 


La trayectoria de un objeto lanzado con 
h + (v 0 sen 0)t - ^ gt 2 j 


donde v 0 es la rapidez inicial, h es la altura inicial, t es el tiem- 
po en segundos y g es la aceleracion debida a la gravedad. 
Verificar que el objeto permanecera en el aire 

v 0 sen 0 + VvJsen 2 0 + 2 gh 

t =-segundos 

§ 


y recorrera una distancia horizontal de 
v 0 2 COS 0 


g 


sen 0 + 


' sem 0 + 


2 gh 


pies. 


56. Lanzamiento de peso Un peso es lanzado desde una altura de 
h = 6 pies con rapidez inicial v 0 = 45 pies por segundo y con 
un angulo de 0 = 42.5° con la horizontal. Hallar el tiempo total 
de recorrido y la distancia horizontal recorrida. 


57. Demostrar que si un objeto se mueve con rapidez constante, sus 
vectores velocidad y aceleracion son ortogonales. 


58. Demostrar que un objeto que se mueve en linea recta a veloci¬ 
dad constante tiene aceleracion nula. 


59. Investigacion Un objeto sigue una trayectoria eliptica dada 
por la funcion vectorial r(r) = 6 COS t\ + 3 sen t). 

a) Hallar v(t), ||v(f)|| y a (t). 

H b ) Usar una herramienta de graficacion para completar la tabla. 


t 

0 

77 

4 

77 

2 

2t7 

T 

77 

Rapidez 







c ) Representar graficamente la trayectoria eliptica y los vec¬ 
tores velocidad y aceleracion para los valores de t dados en la 
tabla del inciso b). 

d) Usar los resultados de los incisos b) y c) para describir la 
relacion geometrica entre los vectores velocidad y acele¬ 
racion cuando la rapidez de la particula aumenta y cuando 
disminuye. 


Para discusion 


60. Considerar una particula que se mueve sobre una trayectoria 
eliptica descrita por r(f) = a cos ooti + b sen ootj, donde 
oo = dd/dt es la velocidad angular constante. 

a) Encontrar el vector velocidad. ^Cual es la rapidez de la 
particula? 

b) Encontrar el vector aceleracion y demostrar que su direc¬ 
cion esta siempre hacia el centra de la elipse. 


Desarrollo de conceptos 


61. Con las propias palabras, explicar la diferencia entre la velo¬ 
cidad de un objeto y su rapidez. 

62. iQu e se conoce acerca de la rapidez de un objeto si el angu¬ 
lo entre los vectores velocidad y aceleracion es a) agudo y 
b) obtuso? 

63. Redaccion Considerar una particula que se mueve sobre la 
trayectoria r x (f) = v(r)i + y(^)j + z(t) k 

a) Analizar todo cambio en la posicion, velocidad o acele¬ 
racion de la particula si su posicion esta dada por la fun¬ 
cion vectorial r 2 (t) = l\(2 1). 

b) Generalizar los resultados a la funcion posicion 

r 3 (f) = rjM. 


64. Cuando t = 0, un objeto esta en el punto (0, 1) y tiene un vector 
velocidad v(0) = — i. Se mueve con aceleracion a (t) = sen ti — 
cos t j. Mostrar que la trayectoria del objeto es un circulo. 

IVerdadero o falso? En los ejercicios 65 a 68, determinar si la 

declaracion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 

dar un ejemplo que pruebe que es falsa. 

65. La aceleracion de un objeto es la derivada de la rapidez. 

66. La velocidad de un objeto es la derivada de la posicion. 

67. El vector velocidad apunta en la direccion de movimiento. 

68. Si una particula se mueve a lo largo de una lmea recta, entonces 
los vectores velocidad y aceleracion son ortogonales. 
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Vectores tangentes y vectores normales 


■ Hallar un vector unitario tangente en un punto a una curva en el espacio. 

■ Hallar las componentes tangencial y normal de la aceleracion. 


Vectores tangentes y vectores normales 

En la seccion precedente se vio que el vector velocidad apunta en la direccion del 
movimiento. Esta observacion lleva a la definicion siguiente, que es valida para cualquier 
curva suave, no solo para aquellas en las que el parametro es el tiempo. 


DEFINICION DEL VECTOR UNITARIO TANGENTE 


Sea C una curva suave en un intervalo abierto /, representada por r. El vector uni¬ 
tario tangente T(7) en t se define como 


T (t) = 


r '(t) 

r'Wir 


r '(t) # 0. 


Como se recordara, una curva es suave en un intervalo si r' es continua y distinta de 
cero en el intervalo. Por tanto, la “suavidad” es suficiente para garantizar que una curva 
tenga vector unitario tangente. 


y 



La direccion del vector unitario tangente 
depende de la orientacion de la curva 

Figura 12.20 


EJEMPLO I Hallar el vector unitario tangente 

Hallar el vector unitario tangente a la curva dada por 
r(f) = ti + t 2 j 
cuando t = 1. 

Solucion La derivada de r(7) es 

r '(t) = i + 2/j. Derivada de r(f). 


Por tanto, el vector unitario tangente es 

r '(*) 


T(f) 


llr'WII 

1 


j(i + 2tj). 


VI + 4 1 2 

Cuando / = 1, el vector unitario tangente es 

T(l) = -E(i + 2|) 

como se muestra en la figura 12.20. 


Definicion de T(r). 
Sustituir r \t). 


■diiM En el ejemplo 1, hay que observar que la direccion del vector unitario tangente depende de 
la orientacion de la curva. Por ejemplo, si la parabola de la figura 12.20 estuviera dada por 


r (t) = -0 - 2)i + (7 - 2) 2 j, 

aunque T(l) tambien representana el vector unitario tangente en el punto (1,1), apuntaria en direc- 
cion opuesta. Tratar de verificar esto. ■ 
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Funciones vectoriales 


La recta tangente a una curva en un punto es la recta que pasa por el punto y es para- 
lela al vector unitario tangente. En el ejemplo 2 se usa el vector unitario tangente para 
hallar la recta tangente a una helice en un punto. 


EJEMPLO 2 Hallar la recta tangente a una curva en un punto 

Hallar T(7) y hallar despues un conjunto de ecuaciones parametricas para la recta tangente 
a la helice dada por 

r(7) = 2cosd + 2sen^j + tk 
en el punto f 72, 72, 


Curva: 

r (t) = 2 cos d + 2 sen tj + tk 

z 

6T 



Recta 

tangente 


(72, V2. f) 

La recta tangente a una curva en un punto 
esta determinada por el vector unitario 
tangente en el punto 

Figura 12.21 


Solucion La derivada de r(t) es r \t) = — 2 sen t\ + 2 COS t j + k, lo que implica que 
|| r '(t) || = V4sen^ + 4 COS 2 1 + 1 = V5. Por consiguiente, el vector unitario tangente es 

r '(f) 


T(r) = 


jr'WII 

-^=(-2 send + 2cosrj + k). 


Vector unitario tangente. 


En el punto (V2,V2, 7t/4), t = 7r/4 y el vector unitario tangente es 

T (!)AK 2,+2 # +k 

= -y=(-V2i + V2j + k). 

Usando los numeros directores a = — N /2, b = J2 y c = 1, y el punto (x v y v z x ) = 
(V2, 72, tt/4), se obtienen las ecuaciones parametricas siguientes (dadas con el para- 
metro s). 

x = x ± + as = V2 — V2 v 
y = y x + bs = V 2 + V2v 
, 

Z = Zl+CV = — + v 


Esta recta tangente se muestra en la figura 12.21. 


En el ejemplo 2 hay una cantidad infinita de vectores que son ortogonales al vector 
tangente T(7). Uno de estos vectores es el vector T '(t). Esto se desprende de la propiedad 
7 del teorema 12.2. Es decir, 

T(f) • TO) = ||T0)|| 2 = 1 O TO) • T r 0) = 0. 

Normalizando el vector T'O), se obtiene un vector especial llamado el vector unitario 
normal principal, como se indica en la definicion siguiente. 


DEFINICION DE VECTOR UNITARIO NORMAL PRINCIPAL 


Sea C una curva suave en un intervalo abierto I representada por r. Si T \t) A 0, 
entonces el vector unitario normal principal en t se define como 


N(f) = 


TV) 

TV)ir 
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EJEMPLO 3 Hallar el vector unitario normal principal 

Hallar N(f) y N(l) para la curva representada por 

r(r) = 3ri + 2t 2 j. 


Solution Derivando, se obtiene 

r '(f) = 3 + 4?j y ||r'(t)|| = 79 + 16f 2 
lo que implica que el vector unitario tangente es 


T(t) 


T'(t) 

Ik 7)11 


79 + 16f 2 


(3 + 4rj). 


Vector unitario tangente. 


Usando el teorema 12.2, se deriva T(7) con respecto a t para obtener 



El vector unitario normal principal apunta 
hacia el lado concavo de la curva 

Figura 12.22 


T'O) = 


79 + 16f 2 

12 


(4j)- 


16 1 


(9 + 16r 2 ) 3/2 

||T7)II = 12 


(9 + 16f 2 ) 3/2 
;(-4i + 3j) 

9+ 16?^ 12 


(3 + 4rj) 


(9 + 16t 2 ) 3 9 + 16t 2 ‘ 

Por tanto, el vector unitario normal principal es 

TV) 


N(r) 


II TV) II 

1 


j(-4 1 \ + 3j). 


79 + 16 1 2 

Cuando / = 1, el vector unitario normal principal es 


Vector unitario normal principal. 


N(l) = ^(-4i + 3j) 


como se muestra en la figura 12.22. 


z 



En todo punto de una curva, un vector uni¬ 
tario normal es ortogonal al vector uni¬ 
tario tangente. El vector unitario normal 
principal apunta hacia la direccion en que 
gira la curva 
Figura 12.23 


El vector unitario normal principal puede ser dificil de evaluar algebraicamente. En curvas 
planas, se puede simplificar el algebra hallando 

T(7) = x{t) i + y{t) j Vector unitario tangente. 

y observando que N(7) debe ser 

Nik) = \7)i - x{t)i O N 2 (r) = — jV)i + x{t) j. 

Como 7[x(r)] 2 + [yk)] 2 = 1, se sigue que tanto N^f) como N 2 (t) son vectores unitarios 
normales. El vector unitario normal principal N es el que apunta hacia el lado concavo de 
la curva, como se muestra en la figura 12.22 (vease ejercicio 94). Esto tambien es valido 
para curvas en el espacio. Es decir, si un objeto se mueve a lo largo de la curva C en el 
espacio, el vector T(7) apunta hacia la direccion en la que se mueve el objeto, mientras que 
el vector N (t) es ortogonal a T(Y) y apunta hacia la direccion en que gira el objeto, como 
se muestra en la figura 12.23. 
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EJEMPLO 4 Hallar el vector unitario normal principal 


Helice: 

r (t) = 2 cos ri + 2 sen tj + tk 


z 



N(t) es horizontal y apunta hacia el eje z 

Figura 12.24 


Hallar el vector unitario normal principal para la helice dada por 
r(7) = 2cosd + 2senrj + tk. 

Solucion De acuerdo con el ejemplo 2, se sabe que el vector unitario tangente es 


T(t) = -^=(—2 send + 2cos^j + k). 
Asi, T'( t ) esta dado por 


Vector unitario tangente. 


T \t) = y|(“ 2 COS fi - 2 sen tj). 

Como ||T'(0|| = 2/V5, se sigue que el vector unitario normal principal es 

TV) 


N(r) 


II TV) II 

= 1(—2costi — 2sentj) 
= —COSti — sen tj. 


Vector unitario normal principal. 


Notese que este vector es horizontal y apunta hacia el eje z, como se muestra en la 
figura 12.24. 


Componentes tangencial y normal de la aceleracion 

Ahora se vuelve al problema de describir el movimiento de un objeto a lo largo de una 
curva. En la seccion anterior, se vio que si un objeto se mueve con rapidez constante , los 
vectores velocidad y aceleracion son perpendiculares. Esto parece razonable, porque la 
rapidez no seria constante si alguna aceleracion actuara en direccion del movimiento. Esta 
afirmacion se puede verificar observando que 


r "(i) • r'(t) = 0 


si || r'(7)11 es una constante. (Ver la propiedad 7 del teorema 12.2.) 

Sin embargo, si un objeto viaja con rapidez variable , los vectores velocidad y acele¬ 
racion no necesariamente son perpendiculares. Por ejemplo, se vio que en un proyectil el 
vector aceleracion siempre apunta hacia abajo, sin importar la direccion del movimiento. 

En general, parte de la aceleracion (la componente tangencial) actua en la linea del 
movimiento y otra parte (la componente normal) actua perpendicular a la linea del movi¬ 
miento. Para determinar estas dos componentes, se pueden usar los vectores unitarios T(f) 
y N (t), que juegan un papel analogo a i y j cuando se representan los vectores en el piano. 
El teorema siguiente establece que el vector aceleracion se encuentra en el piano determi- 
nado por T(7) y N(f). 


TEOREMA 12.4 VECTOR ACELERACION 

Si r(r) es el vector posicion de una curva suave C y N(t) existe, entonces el vector 
aceleracion a(t) se encuentra en el piano determinado por T(t) yN(t). 








SECCION 12.4 Vectores tangentes y vectores normales 


863 


Demostracion Para simplificar la notation, se escribe T en lugar de T(7), T' en lugar de 
T '{t), y asi sucesivamente. Como T = r r /||r r || = v/||v|| f se sigue que 

v = ||v||T. 

Por derivation, se obtiene 

a = \' = D,[||v||]T + ||v||T' Regia del producto. 

= d,[||v||]t + wr(M) 

= £>,[||v||]T + ||v|| ||T'|| N. N = T'/HT'll 

Como a se expresa mediante una combination lineal de T y N, se sigue que a esta en 
el piano determinado por T y N. 


A los coeficientes de T y de N en la demostracion del teorema 12.4 se les conoce como 
componentes tangential y normal de la aceleracion y se denotan por a T = D,[||v||] y 
a N = IMI ||T'||. Por tanto, se puede escribir 

a (7) = a T T(t) + <2 n N(7). 

El teorema siguiente da algunas formulas utiles para a N y a T . 


TEOREMA 12.5 COMPONENTES TANGENCIAL Y NORMAL 
DE LA ACELERACION 

Si r(7) es el vector position de una curva suave C [para la cual N(7) existe], entonces 
las componentes tangencial y normal de la aceleracion son las siguientes. 

a T = AOIvlll = a • T = ^ 

a N = IMI llT'll = a • N = ^ V ||^|| a ^ = V||a|| 2 - a T 2 

Notese que a N > 0. A la componente normal de la aceleracion tambien se le llama 

componente centnpeta de la aceleracion. 



Las componentes tangencial y normal de la 
aceleracion se obtienen proyectando a 
sobre T y N 

Figura 12.25 


( DEMOSTRACION ) Notese que a se encuentra en el piano de T y N. Por tanto, se puede usar 
la figura 12.25 para concluir que, en cualquier instante t, las componentes de la proyeccion 
del vector aceleracion sobre T y sobre N estan dadas por a T = a • T y a N = a • N, 
respectivamente. Ademas, como a = v'y T = v/||v||, se tiene 

cl<y a * T 
= T • a 

_ jv_ ^ 

v • a 

IMI 

En los ejercicios 96 y 97 se pide demostrar las otras partes del teorema. 


■HUM Las formulas del teorema 12.5, junto con algunas otras formulas de este capitulo, se resu- 
men en la pagina 877. ■ 
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La componente normal de la aceleracion es 
igual al radio del cilindro alrededor del 
cual la helice gira en espiral 

Figura 12.26 


EJEMPLO 5 Componentes tangencial y normal de la aceleracion 

Hallar las componentes tangencial y normal de la aceleracion para el vector posicion dado 
por r(7) = 3d t j + t 2 k. 


Solucion Para empezar se halla la velocidad, la rapidez y la aceleracion. 
v(7) = r'(t) = 3i - j + 2tk 
||v(r)|| = 79 + 1 + 4 i 2 = 710 + 4 i 2 
a (?) = r "(t) = 2k 


De acuerdo con el teorema 12.5, la componente tangencial de la aceleracion es 

_ v • a 4 1 

a T ~ ~"jj—|p — iq ^ 2 Componente tangencial de la aceleracion. 


y como 

v x a = 


i j k 
3-12 1 
0 0 2 


-2 — 6j 


la componente normal de la aceleracion es 

|| v X a|| 74 + 36 _ 2710 

a *.i — —n—n— — — / = = — — , = Componente normal de la aceleracion. 

||v|| 710 + At 2 710 + At 2 


WlilLV En el ejemplo 5 se podria haber usado la formula alternativa siguiente para a N . 


7||a|| 2 ci j 2 



16 1 2 

10 + 4r 2 


2715 

710 + 4/ 2 


EJEMPLO 6 Hallar a T y a N para una helice circular 

Hallar las componentes tangencial y normal de la aceleracion para la helice dada por 
r 0) = b COSti + b sen t\ + ctk, b > 0. 


Solucion 


v(7) = r '(t) = —b send + b COSfj + ck 
\\\(t)\\ = ^b 2 sen 2 t + b 2 COS 2 1 + c 2 = Jb 2 + c 2 
a(^) = r "(t) = —b COS d — b sen/j 

De acuerdo con el teorema 12.5, la componente tangencial de la aceleracion es 





b 2 sen t COS t - b 2 sen t COS t + 0 
Jb 2 + c 2 


Componente tangen¬ 
cial de la aceleracion. 


Como ||a|| = Jb 2 COS 2 1 + b 2 sen 2 1 — b, se puede usar la formula alternativa para la com¬ 
ponente normal de la aceleracion para obtener 


a N = V||a|| 2 — a T 2 = Jb 2 — 0 2 = b. 


Componente normal 
de la aceleracion. 


Notese que la componente normal de la aceleracion es igual a la magnitud de la acele¬ 
racion. En otras palabras, puesto que la rapidez es constante, la aceleracion es per¬ 
pendicular a la velocidad. Ver la figura 12.26. 
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r(f) =(50V2f)i+ (50V2t- l& 2 )j 


y 



La trayectoria de un proyectil 

Figura 12.27 


EJEMPLO 7 Movimiento de un proyectil 

El vector posicion para el proyectil mostrado en la figura 12.27 esta dado por 
r (t) = (50v2 f)i + (5072 r - 16t 2 )j. Vector posicion. 

Hallar la componente tangencial de la aceleracion cuando t — 0, 1 y 25V2/16. 

Solucion 

\{t) = 50 V2i + (50V2 - 32r)j Vector velocidad. 

||v(r)|| = 2 v /50 2 - 16(50)72 1 + 16 2 r 2 Velocidad. 

a (7) — — 32j Vector aceleracion. 


La componente tangencial de la aceleracion es 

„ (A - v ( f ) • _ -32(5072- 32/) 

% 1 ll v WII 2 v ,/ 50 2 - 16(50)72? + 16 2 ? 2 

En los instantes especificados, se tiene 


Componente tangen¬ 
cial de la aceleracion. 


-32(5072) ^ 

«t'(0) =--= -1672 = ■ 

^ -32(5072- 32) 

a T (l) = , == 

27 50 2 - 16(50)72 + 16 2 
2572 ^ = -32(5072- 5072) = 


■ 22.6 

= -15.4 


16 


5072 


En la figura 12.27 se puede ver que, a la altura maxima, cuando t = 2572/16, la compo- 
nente tangencial es 0. Esto es razonable porque en ese punto la direction del movimiento 
es horizontal y la componente tangencial de la aceleracion es igual a la componente hori¬ 
zontal de la aceleracion. 



Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 4, dibujar el vector unitario tangente y los 
vectores normales a los puntos dados. 


En los ejercicios 5 a 10, hallar el vector unitario tangente a la 
curva en el valor especificado del parametro. 



5. r(7) = t 2 i + 2d, t = 1 6. r(d = t 3 i + 2t 2 }, t = 1 

7. r(t) = 4cosd + 4send, t = ^ 

7T 

8. r(t) = 6cosd + 2send, t = ^ 

9 . r(V) = 3d - In ?j, t = e 

10. r(t) = e { COS d + e ! j, t = 0 

En los ejercicios 11 a 16, hallar el vector unitario tangente T(t) y 
hallar un conjunto de ecuaciones parametricas para la recta tan¬ 
gente a la curva en el espacio en el punto P. 

11. r (t) = ti + t 2 j + tk, P(0, 0, 0) 

12. r(7) = t 2 i + tj + |k, p(l, 1, f) 

13. r(t) = 3cosd + 3 send + tk, P( 3, 0, 0) 

14. r(t) = (t, t, 74^7), P{1, 1, 73) 

15. r(i) = (2 COS/, 2 sen t, 4), 772 75, 4) 

16. r(f) = (2 sen?, 2 COS t, 4senr 2 ?), p(l, 73, l) 
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En los ejercicios 17 y 18, usar un sistema algebraico por compu- 
tadora para representar la grafica de la curva en el espacio. 
Despues hallar T(t) y un conjunto de ecuaciones parametricas de 
la recta tangente a la curva en el espacio en el punto P. 
Representar la grafica de la recta tangente. 

17. r(f) = (t, t 2 , 2f 3 /3), P(3, 9,18) 

18. r(f) = 3 COS ti + 4 sen fj + \ tin, P{ 0, 4, ir/4) 

Aproximacion lineal En los ejercicios 19 y 20, hallar un con- 
junto de ecuaciones parametricas para la recta tangente a la gra¬ 
fica en t = t 0 y utilizar las ecuaciones de la recta para apro- 
ximar r(/ 0 + 0.1). 

19. r(t) = (t, In t, J~t), t 0 = 1 

20. r(t) = (e~\ 2ccst, 2 sen t), t 0 = 0 

En los ejercicios 21 y 22, verificar que las curvas en el espacio se 
cortan en los valores dados de los parametros. Hallar el angulo 
entre los vectores tangentes a las curvas en el punto de intersec- 
cion. 

21. r(f) = (t - 2, t 2 , \t), t = A 
u(V) = (\s, 2s, ^s), s = 8 

22. r(t) = (t, cost, sen t), t = 0 

u(s) = ( —^senf 2 ^ — sen s, 1 — ^sen 2 ^ — sen,!?, 

^sensCOSs + |s), s = 0 


39. r(f) = e t% \ + e ^j, t = 0 

40. r(f) = e l i + e~ t% } + tk, t = 0 

77 

41. r(7) = e f COS d + e'sent}, t = — 

42. r(^) = a COS ooti + b sen cot], t = 0 

43. r(7) = (COS cot + cot sen cot, sen cot — cot COS cot), t = t 0 

44. r(V) = (cot — sen cot, 1 — COS cot), t = t 0 

Movimiento circular En los ejercicios 45 a 48, considerar un 
objeto que se mueve segun la funcion de posicion 

r(f) = a cos cot i + a sen cot j. 

45. Hallar T(7), N(f), a T y a N . 

46. Determinar las direcciones de T y N en relacion con la funcion 
de posicion r. 

47. Determinar la rapidez del objeto en cualquier instante t y 
explicar su valor en relacion con el valor de a T . 

48. Si la velocidad angular co se reduce a la mitad, ^en que factor 
cambia a N ? 

En los ejercicios 49 a 54, dibujar la grafica de la curva plana 
dada por la funcion vectorial, y, en el punto sobre la curva deter- 
minada por r(V 0 ), dibujar los vectores T y N. Observar que N 
apunta hacia el lado concavo de la curva. 


En los ejercicios 23 a 30, encontrar el vector unitario normal 
principal a la curva en el valor especificado del parametro. 

23. r(7) = ti + ^ 2 j, t = 2 

0 

24. r(7) = t\ + - j, t = 3 

25. r(t) = InH + (t + l)j, t = 2 

77 

26. r(f) = 77 cos ti + 77 sen tj, t = — 

6 

27. r(7) = ti + t 2 \ + Iruk, t = 1 

28. r (t) = V2 ti + e f j + e~ l k, t = 0 

377 

29. r(7) = 6 COS ti + 6 sen tj + k, t = 

30. r(?) = cos 3d + 2 sen 3tj + k, t = 77 

En los ejercicios 31 a 34, hallar v(V), a(f), TW y N(t) (si existe) 
para un objeto que se mueve a lo largo de la trayectoria dada por 
la funcion vectorial r(f). Usar los resultados para determinar la 
forma de la trayectoria. ^Es constante la rapidez del objeto o 
cambiante? 

31. r (t) = 4d 32. r (t) = Ati - 2?j 

33. r(^) = At 2 i 34. r(^) = t 2 j + k 

En los ejercicios 35 a 44, hallar T(f), N (t), a T y « N para la curva 
plana t en el instante r(f). 

35. r (t) = ti + jj, t = 1 36. r (t) = t 2 i + 2t}, t = 1 

37. r(^) = (t — ^ 3 )i + 2t 2 j, t = 1 

38. r(t) = (t 3 - At)i + (t 2 - l)j, t = 0 



Funcion 

Instante 

49. 

r (t) = 

. 1. 

- 1 1 H-J 

r 

f o = 

2 

50. 

r (/) = 

= r 3 i + tj 

f o = 

1 

51. 

r (0 = 

= Ati + At 2 } 

F = 

1 

4 

52. 

r(0 = 

= (2 1 + l)i - t 2 j 

to = 

2 

53. 

r» = 

= 2 COSd + 2 sen t} 

f o = 

77 

4 

54. 

r» = 

= 3 COSd + 2 sen t} 

to = 

77 


En los ejercicios 55 a 62, hallar T(f), N (t), a T y a N en el instante 
dado tpara la curva espacial r(f). [Sugerencia: Hallar a(j), T(t) y 
a N . Resolver para N en la ecuacion a(f) = a T T + a N N.] 

Funcion _ Instante 

55. r(f) = ti + 2t j — 3^k t = 1 

56. r(f) = Ati - At j + 2tk t = 2 

77 

57. r (t) = cos d + sen £j + 2tk t = — 

58. r(0 = 3d - ti + t 2 k t = -1 

t 2 

59. r (t) = ti + t 2 j + — k t = 1 

60. r(0 = (It - l)i + t 2 j - Atk t = 2 

61. r (t) = e l sen ti + e 1 cos t\ + e l k t = 0 

62. r(0 = e*i + 2fj + e~ f k t = 0 
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(29 En los ejercicios 63 y 66, usar un sistema algebraico por compu- 
tadora y representar graficamente la curva espacial. Entonces 
hallar T(V), N(*), a x y a N en el instante dado t . Dibujar T(f) y N(/) 
en la curva en el espacio. 

Funcion _ Instante 

63. r(f) = Ati + 3 cos t\ + 3 sen tk t = y 

64. r(t) = (2 + cos t)i + (1 — sen t) j + ^ k t = tt 

t 2 

65. r(t) = ti + 3t 2 j + -k £ = 2 

66. r(f) = t 2 i + j + 2tk t = 1 


Desarrollo de conceptos 


67. Definir el vector unitario tangente, el vector unitario normal 
principal, y las componentes tangencial y normal de la ace¬ 
leracion. 

68. ^Cual es la relation entre el vector unitario tangente y la 
orientation de una curva? Explicar. 

69. a) Describir el movimiento de una particula si la compo- 

nente normal de la aceleracion es 0. 

b) Describir el movimiento de una particula si la compo- 
nente tangencial de la aceleracion es 0. 


Para discusion 


70. Un objeto se mueve a lo largo de la trayectoria dada por 
r(t) = 3ri + 4fj. 

Encontrar v(t), a{t) T(f) y N(t) (si existe). ^Cual es la forma 
de la trayectoria? ^Es constante o variable la velocidad del 
objeto? 


71. M ovimiento cicloidal La figura muestra la trayectoria de una 
particula representada por la funcion vectorial 

r(f) = {rrt — sen tt t, \ — cos iTt). 

La figura muestra tambien los vectores v(f)/||v(t)|| y a(f)/||a(t)|| 
en los valores indicados de t. 


y 



a) Hallar a T y a N en t = t = 1 y t = \. 

b) En cada uno de los valores indicados de t, determinar si la 
rapidez de la particula aumenta o disminuye. Dar razones 
para las respuestas. 


72. Movimiento a lo largo de una involuta de un ci'rculo La fi¬ 
gura muestra una particula que sigue la trayectoria dada por 
r(^) = (cos rrt + rrt sen rrt, sen rrt — rrt cos n t). 

La figura muestra tambien los vectores v(r) y a(^) para t = 1 y 
t= 2. 


y 



a) Hallar a T y en t = 1 y t = 2. 

b) Determinar si la rapidez de la particula aumenta o dismi¬ 
nuye en cada uno de los valores indicados de t. Dar razones 
para las respuestas. 


En los ejercicios 73 a 78, hallar los vectores T y N, y el vector uni¬ 
tario binormal B = T x N, de la funcion vectorial r(f) en el valor 
dado de t. 

t t 3 

73. r(t) = 2 cos ti + 2 sen f j + -k 74. r(f) = H + t 2 j + — k 


77 



t Q — 1 


Z 

n 

4- 



Figura para 73 



Figura para 74 


75. r (t) = i + sen rj + cos tk, t 0 = — 

76. r(f) = 2^i + e t cos t\ + e l sen tk, t 0 = 0 

77. r(t) = 4 sen ti + 4 cos tj + 2tk, t 0 = y 

78. r(f) = 3 cos 2 ti + 3 sen 2tj + tk, t 0 = ^ 

79. Movimiento de un proyectil Hallar las componentes tangen¬ 
cial y normal de la aceleracion de un proyectil disparado con un 
angulo 0 con la horizontal y con rapidez inicial v 0 . ^Cuales son 
las componentes cuando el proyectil esta en su altura maxima? 

80. Movimiento de un proyectil Utilizar los resultados del ejerci- 
cio 79 para hallar las componentes tangencial y normal de la 
aceleracion de un proyectil disparado con un angulo de 45° con 
la horizontal con rapidez inicial de 150 pies por segundo. 
^Cuales son las componentes cuando el proyectil esta en su 
altura maxima? 
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81. Movimiento de un proyectil Un proyectil se lanza con veloci- 
dad inicial de 120 pies por segundo desde 5 pies de altura y con 
un angulo de 30° con la horizontal. 

a ) Determinar la funcion vectorial de la trayectoria del proyectil. 

b) Usar una herramienta de graficacion para representar la 
trayectoria y aproximar la altura maxima y el alcance del 
proyectil. 

c ) Hallar v(?), ||v(?)|| y a(?). 

d) Usar una herramienta de graficacion para completar la tabla. 


t 

0.5 

1.0 

1.5 

2.0 

2.5 

3.0 

Velocidad 








e) Usar una herramienta de graficacion para representar las fun¬ 
ciones escalares a T y a N . ^Como cambia la velocidad del 
proyectil cuando a T y a N tienen signos opuestos? 

82. M ovimiento de un proyectil Un proyectil se lanza con veloci¬ 
dad inicial de 220 pies por segundo desde una altura de 4 pies y 
con un angulo de 45° con la horizontal. 

a) Determinar la funcion vectorial de la trayectoria del pro¬ 
yectil. 

b) Usar una herramienta de graficacion para representar la trayec¬ 
toria y aproximar la altura maxima y el alcance del proyectil. 

c ) Hallar v(?), ||v(?)|| y a(?). 

d) Usar una herramienta de graficacion para completar la tabla. 


t 

0.5 

1.0 

1.5 

2.0 

2.5 

3.0 

Velocidad 








83. Control del trafico aereo Debido a una tormenta, los contro- 
ladores aereos en tierra indican a un piloto que vuela a una alti- 
tud de 4 millas que efectue un giro de 90° y ascienda a una 
altitud de 4.2 millas. El modelo de la trayectoria del avion 
durante esta maniobra es 

r(?) = (10 COS 1077?, 10 sen IO 77 ?, 4+4?), 0<?<^ 

donde ? es el tiempo en horas y r es la distancia en millas. 
a) Determinar la rapidez del avion. 

tfliVi b) Usar un sistema algebraico por computadora y calcular a T 
y a N . ^Por que una de estas es igual a 0? 

84. M ovimiento de un proyectil Un avion volando a una altitud de 
36 000 pies con rapidez de 600 millas por hora deja caer una 
bomba. Hallar las componentes tangencial y normal de la ace¬ 
leracion que actuan sobre la bomba. 

85. Aceleracion centrfpeta Un objeto, atado al extremo de una 
cuerda, gira con rapidez constante, de acuerdo con la funcion de 
position dada en los ejercicios 45 a 48. 

a) Si la velocidad angular co se duplica, ^como se modifica la 
componente centrfpeta de la aceleracion? 

b) Si la velocidad angular no se modifica pero la longitud de la 
cuerda se reduce a la mitad, /.como cambia la componente 
centrfpeta de la aceleracion? 


86. F uerza centrfpeta Un objeto de masa m se mueve con rapidez 
constante v siguiendo una trayectoria circular de radio r. La 
fuerza requerida para producir la componente centrfpeta de la 
aceleracion se llama fuerza centrfpeta y esta dada por 
F = mv 2 /r. La ley de Newton de la gravitation universal 
establece que F = GMm/d 2 , donde d es la distancia entre los 
centros de los dos cuerpos de masas M y m, y G es una cons¬ 
tante gravitatoria. Usar esta ley para mostrar que la rapidez 
requerida para el movimiento circular es v = JGM/r. 

Velocidad orbital En los ejercicios 87 a 90, usar el resultado del 
ejercicio 86 para hallar la rapidez necesaria para la orbita 
circular dada alrededor de la Tierra. Tomar GM = 9.56 x 10 4 
millas cubicas por segundo al cuadrado, y suponer que el radio 
de la Tierra es 4 000 millas. 

87. La orbita de un transbordador espacial que viaja a 115 millas 
sobre la superficie de la Tierra. 

88. La orbita de un transbordador espacial que viaja a 245 millas 
sobre la superficie de la Tierra. 

89. La orbita de un satelite de detection termica que viaja a 385 
millas sobre la superficie de la Tierra. 

90. La orbita de un satelite de comunicacion que esta en orbita 
geosfncrona a r millas sobre la superficie de la Tierra. [El satelite 
realiza una orbita por dfa sideral (aproximadamente 23 horas, 56 
minutos) y, por consiguiente, parece permanecer estacionario 
sobre un punto en la Tierra.] 

cVerdadero 0 falso? En los ejercicios 91 y 92, determinar si la 
declaration es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
dar un ejemplo que muestre que es falsa. 

91. Si el indicador de velocidad de un automovil es constante, 
entonces el automovil no puede estar acelerando. 

92. Si % = 0 en un objeto en movimiento, entonces el objeto se 
mueve en una lfnea recta. 

93. Una partfcula sigue una trayectoria dada por r(?) = cosh(&?)i + 
senh(Z??)j donde b es una constante positiva. 

a) Mostrar que la trayectoria de la partfcula es una hiperbola. 

b) Mostrar que a(?) = b 2 r(t). 

94. Mostrar que el vector unitario normal principal N apunta hacia 
el lado concavo de una curva plana. 

95. Mostrar que en un objeto que se mueve en lfnea recta el vector 
T'(?) es 0. 

96. Mostrar que 

M 

97. Mostrar que a N = V||a|| 2 - a T 2 . 


Preparacion del examen Putnam 


98. Una partfcula de masa unitaria se mueve en lfnea recta bajo la 
action de una fuerza que es funcion /(v) de la velocidad v de la 
partfcula, pero no se conoce la forma de esta funcion. Se obser- 
va el movimiento y se encuentra que la distancia x recorrida en 
el tiempo ? esta relacionada con ? por medio de la formula 
x = at + bt 2 + ct 3 , donde a, b y c tienen valores numericos 
determinados por la observation del movimiento. Hallar la fun¬ 
cion /(v) para el rango de v cubierto en el experimento. 

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 

© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados. 
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Longitud de arco y curvatura 

■ Calcular la longitud de arco de una curva en el espacio. 

■ Utilizar el parametro de longitud de arco para describir una curva plana o curva en el 
espacio. 

■ Calcular la curvatura de una curva en un punto en la curva. 

■ Utilizar una funcion vectorial para calcular la fuerza de rozamiento. 


Longitud de arco 


EXPLORACION 

Formula para la longitud de arco 
La formula para la longitud de arco 
de una curva en el espacio esta dada 
en terminos de las ecuaciones 
parametricas que se usan para re- 
presentar la curva. ^Significa esto 
que la longitud de arco de la curva 
depende del parametro que se use? 
^Seria deseable que fuera asf? 
Explicar el razonamiento. 

Esta es una representacion 
parametrica diferente de la curva 
del ejemplo 1. 

r(t) = t 2 i + | t 3 j + ^ f 4 k 

Hallar la longitud de arco desde 
t = 0 hasta t = 72 y comparar el 
resultado con el encontrado en el 
ejemplo 1. 


En la seccion 10.3 se vio que la longitud de arco de una curva plana suave C dada por las 
ecuaciones parametricas x = x{t) y y = y(t), a < t < b, z s 
rb 
s 


= fv^ 

Ja 


W] 2 + [y'(t)] 2 dt. 


En forma vectorial, donde C esta dada por v(t) = x(t)i + y(t) j, se puede expresar esta 
ecuacion de la longitud de arco como 
rb 


f llr'WII 

Ja 


dt. 


La formula para la longitud de arco de una curva plana tiene una extension natural a una 
curva suave en el espacio , como se establece en el teorema siguiente. 


TEOREMA 12.6 LONGITUD DE ARCO DE UNA CURVA EN EL ESPACIO 

Si C es una curva suave dada por r(7) = x{t)\ + y(t)\ + z(t)K en un intervalo 
[a, b], entonces la longitud de arco de C en el intervalo es 

* = f Ax'(t)Y + [y'O)] 2 + U'(r)] 2 dt = f ||r'(f)|| dt. 

Ja Ja 


EJEMPLO I Hallar la longitud de arco de una curva en el espacio 


r(f) =t\ + jf 3/2 j + \t 2 k 

Z 



A medida que t crece de 0 a 2, el vector 
r (t) traza una curva 

Figura 12.28 


Hallar la longitud de arco de la curva dada por 

r(r) = t\ + |r 3/2 j + ^f 2 k 

desde t = 0 hasta t = 2, como se muestra en la figura 12.28. 


Solucion Utilizando x(t) = t,y{t) = \ t 3/2 y z(t) = \ t 2 , se obtiene x'(t) = 1, y’(f) - 2 1 112 
y z \t) = t. Por tanto, la longitud de arco desde t = 0 hasta t = 2 esta dada por 
r2 
s 

r 2 


= f VP 

Jo 

-f 


(Y)] 2 + [y^t)] 2 + \z'{i)\ 2 dt Formula para longitud de arco. 


71 + 4 1 + t 2 dt 


f V(i 

Jo 


+ 2) 2 — 3 dt 


—-— V(t + 2) 2 — 3 — — ln|(t + 2) + 7 (t + 2) 2 — 3 

= 2Vl3 - |ln(4 + Vl3) - 1 + | In 3 =4.816. 


Tablas de integracion (apendice B), formula 26. 
2 
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Curva: _ 

r(t) = bcosti + bsentj + ^/l-b 2 tk 


z 



Un giro de la helice 

Figura 12.29 


EJEMPLO 2 Hallar la longitud de arco de una helice 

Hallar la longitud de un giro de la helice dada por 
r0) = b COS ti + b sen t j + Vl b 2 1 k 
como se muestra en la figura 12.29. 


Solucion Se comienza hallando la derivada. 

r'(t) = -b send + b COS t j + Vl - b 2 k Derivada. 


Ahora, usando la formula para la longitud de arco, se puede encontrar la longitud de un 
giro de la helice integrando ||r / (7)|| desde 0 hasta 277. 


s = 



II r'(Oil* 

V£> 2 (sen 2 f + COS 2 /) + (1 — 
dt 


b 2 ) dt 



= 2 77 . 


Jo 

Por tanto, la longitud es 277 unidades. 


Formula para la longitud de arco. 


s(t) = 


J JWW )] 1 + [y'[u )] 2 + [z'[u )] 2 du 



Figura 12.30 


Parametro longitud de arco 

Se ha visto que las curvas pueden representarse por medio de funciones vectoriales de 
maneras diferentes, dependiendo del parametro que se elija. Para el movimiento a lo largo 
de una curva, el parametro adecuado es el tiempo t. Sin embargo, cuando se desean estu- 
diar las propiedades geometricas de una curva, el parametro adecuado es a menudo la lon¬ 
gitud de arco s. 


DEFINICION DE LA FUNCION LONGITUD DE ARCO 

Sea C una curva suave dada por r(7) definida en el intervalo cerrado [a, b\ Para 

a < t < b, la funcion longitud de arco esta dada por 

s{t) = j ||r'(w)|| du = j ^/[x\u)] 2 + \y'(u)] 2 + \z'(u)] 2 du. 

Ja Ja 

A la longitud de arco s se le llama parametro longitud de arco. (Ver la figura 12.30.) 


■aOM La funcion de longitud de arco s es no negativa. Mide la distancia sobre C desde el punto 
inicial (. x(a ), y(a), z{a)) hasta el punto (x(^), y(J), z{t)). ■ 


Usando la definicion de la funcion longitud de arco y el segundo teorema fundamen¬ 
tal de calculo, se concluye que 


ds 

dt 


|rV)||. 


En la forma diferencial, se escribe 
ds = ||r'(f)|| dt. 


Derivada de la funcion longitud de arco. 
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y 



El segmento de recta desde (3, 0) hasta 
(0, 4) puede parametrizarse usando el 
parametro longitud de arco s 

Figura 12.31 


EJEMPLO 3 Hallar la funcion longitud de arco para una recta 

Hallar la funcion longitud de arco s(t) para el segmento de recta dado por 

fit) = (3 - 3f)i + 4f j, 0 < t < 1 

y expresar r como funcion del parametro s. (Ver la figura 12.31.) 

Solucion Como r'(t) = — 3i + 4j y 
|| r'(OH = V(-3) 2 + 4 2 = 5 
se tiene 



= 5*. 


Usando s = St (o t = s/S), se puede reescribir r utilizando el parametro longitud de arco 
como sigue. 

r(s) = (3 - Is)i + fyj, 0 < s < 5. _ 

Una de las ventajas de escribir una funcion vectorial en terminos del parametro lon¬ 
gitud de arco es que ||r'(V)|| — 1. De este modo, en el ejemplo 3, se tiene 



Asi, dada una curva suave C representada por r^), donde s es el parametro longitud de 
arco, la longitud de arco entre a y b es 

f b 

Longitud de arco = ||r'(V)|| ds 

Ja 

-r* 

Ja 

= b — a 

= longitud del intervalo. 

Ademas, si t es cualquier parametro tal que ||r'(f)ll = 1, entonces t debe ser el parametro 
longitud de arco. Estos resultados se resumen en el teorema siguiente que se presenta sin 
demostracion. 


TEOREMA 12.7 PARAMETRO LONGITUD DE ARCO 

Si C es una curva suave dada por 

r(s) = x(Y)i + y(V)j o r(s) = x(V)i + y^j + z(s)k 
donde s es el parametro longitud de arco, entonces 

llr'WII = 1- 

Si t es cualquier parametro para la funcion vectorial r tal que ||r'(f)|| = 1, entonces t 
debe ser el parametro longitud de arco. 
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y 



La curvatura en P es mayor que en Q 

Figura 12.32 


y 



La magnitud de la tasa o del ritmo de cam- 
bio de T respecto a la longitud de arco es la 
curvatura de una curva 

Figura 12.33 



La curvatura de un circulo es constante 

Figura 12.34 


Curvatura 

Un uso importante del parametro longitud de arco es hallar la curvatura, la medida de 
cuan agudamente se dobla una curva. Por ejemplo, en la figura 12.32 la curva se dobla mas 
agudamente en P que en Q , y se dice que la curvatura es mayor en P que en Q. Se puede 
hallar la curvatura calculando la magnitud de la tasa o ritmo de cambio del vector unitario 
tangente T con respecto a la longitud de arco v, como se muestra en la figura 12.33. 


DEFINICION DE CURVATURA 

Sea C una 
parametro 

K = 

curva 

longil 

JT 

ds 

. suave (en el piano o en el espacio) dada por r(v), donde s es el 
tud de arco. La curvatura K en s esta dada por 

= l|T'd)||. 


Un circulo tiene la misma curvatura en todos sus puntos. La curvatura y el radio del 
circulo estan relacionados inversamente. Es decir, un circulo con un radio grande tiene una 
curvatura pequena, y un circulo con un radio pequeno tiene una curvatura grande. Esta 
relacion inversa se explica en el ejemplo siguiente. 


EJEMPLO 4 Hallar la curvatura de un circulo 

Mostrar que la curvatura de un circulo de radio r es K = 1/r. 


Solucion Sin perdida de generalidad, se puede considerar que el circulo esta centrado en 
el origen. Sea (x, y ) cualquier punto en el circulo y sea s la longitud de arco desde (r, 0) 
hasta {x, y), como se muestra en la figura 12.34. Denotando por 6 el angulo central del 
circulo, puede representarse el circulo por 

r(0) = r COS 01 + r sen 6 }. 6 es el parametro. 

Usando la formula para la longitud de un arco circular s = rO, se puede reescribir r (0) en 
terminos del parametro longitud de arco como sigue. 


r(v) = r COS - i + r sen- j 
r r 


La longitud de arco 5 es el parametro. 


s s 

Asi, r '(s) = -sen- i + COS - j, de donde se sigue que ||r / (v)ll = 1, lo que implica que el 
r r 

vector unitario tangente es 


x r (s) . s . , v . 

= \\w>( Ml = _sen_l + COS-J 
r (s) r r 


y la curvatura esta dada por 
K = ||T'(s)|| = 
en todo punto del circulo. 


1 s . 1 . s . 

— COS - I-sen-j 

r r r r 


■iHUM Puesto que una recta no se curva, se esperaria que su curvatura fuera 0. Tratar de compro- 
bar esto hallando la curvatura de la recta dada por 
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En el ejemplo 4, la curvatura se encontro aplicando directamente la definicion. Esto 
requiere que la curva se exprese en terminos del parametro longitud de arco s. El teorema 
siguiente da otras dos formulas para encontrar la curvatura de una curva expresada en ter¬ 
minos de un parametro arbitrario t. La demostracion de este teorema se deja como ejerci- 
cio [ver ejercicio 100, incisos a) y b)]. 


TEOREMA 12.8 FORMULAS PARA LA CURVATURA 

Si C es una curva suave dada por lit), entonces la curvatura K de C en t esta dada 
por 

„ irnon iirv) x r(f)ii 
l|r'(f)ll l|rV)ll 3 


Como ||r'(f)|| = ds/dt, la primera formula implica que la curvatura es el cociente de 
la tasa o ritmo de cambio del vector tangente T entre la tasa o ritmo de cambio de la lon¬ 
gitud de arco. Para ver que esto es razonable, sea At un numero “pequeno”. Entonces, 

TV) [T(f + At) - T(f)]/A t T (t + At) - T(f) AT 
ds/dt [.s(f + At) — s{tj\/At s(t + At) — s(t) A s' 

En otras palabras, para un As dado, cuanto mayor sea la longitud de AT, la curva se dobla 
mas en t, como se muestra en la figura 12.35. 

EJEMPLO 5 Hallar la curvatura de una curva en el espacio 


Hallar la curvatura de la curva definida por r(f) = 2t i + t 2 j 


5 t 3 lc 


Solucion No se sabe a simple vista si este parametro representa la longitud de arco, asf 
es que hay que usar la formula K = ||T'(/ : )||/||rV)||. 

r'(t) = 2i + 2t\ - t 2 k 

||rV)|| = V 4 + 4/ 2 + t 4 = t 2 + 2 Longitud de r'(f). 

T(A = -Ill = 2j + 2f J - f 2 k 

,w ||rV)H r 2 + 2 

(t 2 + 2)(2j - 2tk) - (2t)(2i + 2rj - t 2 k) 

{) (t 2 + 2) 2 

— 4ri + (4 - 2r 2 )j - 4?k 
(f 2 + 2) 2 

x ii _ Vl6t 2 + 16 — 16r 2 + 4V + 16? 2 

11 W|1 = (r 2 + 2) 2 

2(? 2 + 2 ) 

' (t 2 + 2) 2 

2 

— ^2 _|_ 2 Longitud de T'(f). 

Por tanto, 


|TV)|| 2 

Ir'WII (? 2 + 2 ) 2 ' 


K = 


Curvatura. 
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El teorema siguiente presenta una formula para calcular la curvatura de una curva 
plana dada por y = f(x). 


TEOREMA 12.9 CURVATURA EN COORDENADAS RECTANGULARES 


Si C es la grafica de una funcion dos veces derivable y = f{x), entonces la curvatura 
K en el punto {x, y ) esta dada por 


bl 

” [1 + ( y ') 2 ] 3/2 


y 



El circulo de curvatura 

Figura 12.36 


C DEMOSTRACION ) Si se representa la curva C por r(v) = x\ + f(x) j + Ok (donde v es el 
parametro), se obtiene r^v) = i + f'(x) j, 

llr'WH = VI + UW 2 

y r"(x) = f"(x) j. Como r'(x) x r // (x) = f"(x) k, se sigue que la curvatura es 
Ur'V) x rV)!) 

llr'WII 3 

\r(x)\ 

“ {i + mxWY /2 
\A 

[1 + (V) 2 ] 3/2, - 


Sea C una curva con curvatura K en el punto P. El circulo que pasa por el punto P de 
radio r = 1/K se denomina el circulo de curvatura si su centro se encuentra en el lado 
concavo de la curva y tiene en comun con la curva una recta tangente en el punto P. A1 
radio se le llama el radio de curvatura en P, y al centro se le llama el centro de cur¬ 
vatura. 

El circulo de curvatura permite estimar graficamente la curvatura K en un punto P de 
una curva. Usando un compas, se puede trazar un circulo contra el lado concavo de la 
curva en el punto P 9 como se muestra en la figura 12.36. Si el circulo tiene radio r, se puede 
estimar que la curvatura es K = 1/r. 


EJEMPLO 6 Hallar la curvatura en coordenadas rectangulares 


V =x-\x 2 


y 



El circulo de curvatura 

Figura 12.37 


1 i n 

Hallar la curvatura de la parabola dada por y = x — en v = 2. Dibujar el circulo de 
curvatura en (2, 1). 

Solucion La curvatura en v = 2 se calcula como sigue: 

V = 1 - f y'=0 


■)2]3/2 K 2 

Como la curvatura en P(2, 1) es \, el radio del circulo de curvatura en ese punto es 2. Por 
tanto, el centro de curvatura es (2, — 1), como se muestra en la figura 12.37. [En la figura, 
observese que la curva tiene la mayor curvatura en P. Trate de mostrar que la curvatura en 
2(4, 0) es l/2 5 /2 ~ 0.177.] 


K = 


\y" 


[i + (r 
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La fuerza del empuje lateral que perciben 
los pasajeros en un automovil que toma 
una curva depende de dos factores: la rapi- 
dez del automovil y lo brusco de la curva 

Figura 12.38 


El teorema 12.10 da formulas 
adicionales para a T y a N . ■ 


La longitud de arco y la curvatura estan estrechamente relacionadas con las compo- 
nentes tangencial y normal de la aceleracion. La componente tangencial de la aceleracion 
es la tasa o ritmo de cambio de la rapidez, que a su vez es la tasa o ritmo de cambio de la 
longitud de arco. Esta componente es negativa cuando un objeto en movimiento reduce su 
velocidad y positiva cuando la aumenta, independientemente de si el objeto gira o viaja en 
una recta. En consecuencia, la componente tangencial es solamente funcion de la longitud 
de arco y es independiente de la curvatura. 

Por otro lado, la componente normal de la aceleracion es funcion tanto de la rapidez 
como de la curvatura. Esta componente mide la aceleracion que actua perpendicular a la 
direccion del movimiento. Para ver por que afectan la rapidez y la curvatura a la compo¬ 
nente normal, imaginarse conduciendo un automovil por una curva, como se muestra en la 
figura 12.38. Si la velocidad es alta y la curva muy cerrada, se sentira empujado contra la 
puerta del automovil. A1 bajar la velocidad o tomar una curva mas suave, se disminuye este 
efecto de empuje lateral. 

El teorema siguiente establece explicitamente la relacion entre rapidez, curvatura y 
componentes de la aceleracion. 


TEOREMA 12.10 ACELERACION, RAPIDEZ Y CURVATURA 

Si r (t) es el vector posicion de una curva suave C, entonces el vector aceleracion esta 
dado por 



donde K es la curvatura de C y ds/dt es la rapidez. 


( DEMOSTRACIQN ) Para el vector posicion r (t), se tiene 

Bit) — a-fV + a N N 


AtlWIir + IMI |T'||N 


f T + f(IMI«N 



EJEMPLO 7 Componentes tangencial y normal de la aceleracion 

Hallar a T y a N de la curva dada por 
r0) = 2t\ + t 2 \ - ^ 3 k 

Solucion Por el ejemplo 5, se sabe que 



La fuerza del empuje lateral que perciben 
los pasajeros en un automovil que toma 
una curva depende de dos factores: la rapi¬ 
dez del automovil y lo brusco de la curva 

Figura 12.38 


El teorema 12.10 da formulas 
adicionales para a T y a N . ■ 



Por tanto, 

d 2 s 



Componente tangencial. 


y 



(f 2 + 2) 2 = 2. 


Componente normal. 
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Funciones vectoriales 


Aplicacion 

Hay muchas aplicaciones practicas en fisica e ingenieria dinamica en las que se emplean 
las relaciones entre rapidez, longitud de arco, curvatura y aceleracion. Una de estas apli¬ 
caciones se refiere a la fuerza de friccion o de rozamiento. 

Un objeto de masa m en movimiento esta en contacto con un objeto estacionario. La 
fuerza requerida para producir una aceleracion a a lo largo de una trayectoria dada es 


F = 


» a ="(S) T+ “*(f 

= ma T T + ma H N. 


2 

N 


La porcion de esta fuerza que es proporcionada por el objeto estacionario se llama fuerza 
de friccion o de rozamiento. Por ejemplo, si un automovil se mueve con rapidez cons- 
tante tomando una curva, la carretera ejerce una fuerza de friccion o rozamiento que impi- 
de que el automovil saiga de la carretera. Si el automovil no se desliza, la fuerza de friccion 
es perpendicular a la direccion del movimiento y su magnitud es igual a la componente 
normal de la aceleracion, como se muestra en la figura 12.39. La fuerza de rozamiento 
(o de friccion) potencial de una carretera en una curva puede incrementarse peraltando la 
carretera. 



La fuerza de friccion es perpendicular a la direccion del movimiento 

Figura 12.39 


EJEMPLO 8 Fuerza de friccion 



Un coche de carreras (kart) de 360 kilogramos viaja a una velocidad de 60 kilometros por 
hora por una pista circular de 12 metros de radio, como se muestra en la figura 12.40. /,Que 
fuerza de friccion (o rozamiento) debe ejercer la superficie en los neumaticos para impedir 
que el coche saiga de su curso? 

Solucion La fuerza de friccion o rozamiento debe ser igual a la masa por la componente 
normal de aceleracion. En el caso de esta pista circular, se sabe que la curvatura es 

K = —■ Curvatura de la pista circular. 


Por consiguiente, la fuerza de friccion es 

ma " = mK {j)) 


= (360k9) (irs) 


/ 60 000 m \ 2 
\ 3 600 s ) 


~ 8 333 (kg)(m)/s 2 . 


Figura 12.40 
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Resumen sobre velocidad, aceleracion y curvatura 


Vector velocidad, rapidez y 
vector aceleracion: 


Vector unitario tangente y vector 
unitario normal principal: 

Componentes de la aceleracion: 


Formulas para la curvatura en 
el piano: 


Formulas para la curvatura en 
el piano o en el espacio: 


Sea C una curva (en el piano o en el espacio) dada por la funcion de posicion 


r(V) = x(t)\ + y(t )j 
rW = x{t) i + y{t )j + z(r)k 

Mit) = r '(*) 


Curva en el piano. 
Curva en el espacio. 

Vector velocidad. 


NOII = § = III"'(Oil 

a(?) = r"(t) = a r T(t) + a N U(t ) 

t( 0 = nSI y n(o - T ' w 


llr'WII ’ " imoi 

_ v • a d 2 s 

° T “ a ' T “ Ml “* 2 


Rapidez. 

Vector aceleracion. 



K = 


K = 


1/1 


[1 + ( y ') 2 ] 3/2 

\x'y"-y'x"\ 

K *') 2 + (/) 2 1 3/2 


K = 

K = 


C dada por y = f(x). 

C dada por x = x(t), y = y(t). 

s es el parametro longitud de arco. 
t es el parametro general. 


X H|T , (/|| = ||rV)|| 

iron = IIr'(?) x r"(r)|| 
llr'Wj ||r'W || 3 
a(r) • NW 
l|v(f )|| 2 

Las formulas con productos vectoriales aplican solo a curvas en el espacio. 



Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 6, dibujar la curva plana y hallar su longi¬ 
tud en el intervalo dado. 


1. r(?) = t\ + 3?j, [0, 4] 2. r(?) = ti + t 2 j, [0, 4] 

3. r(?) = t 3 i + t 2 j, [0, 2] 4. r(?) = (t + l)i + t 2 i, [0, 6] 

5. r(t) = a cos 3 ti + a sen 3 ?j, [0, 27 t] 

6. r (t) = a cos ti + a sen t j, [0, 277 ] 


7. Movimiento de un proyectil Una pelota de beisbol es golpeada 
desde 3 pies sobre el nivel del suelo a 100 pies por segundo y con 
un angulo de 45° con respecto al nivel del suelo. 

a) Hallar la funcion vectorial de la trayectoria de la pelota de 
beisbol. 

b) Hallar la altura maxima. 

c ) Hallar el alcance. 

d) Hallar la longitud de arco de la trayectoria. 


8. Movimiento de un proyectil Un objeto se lanza desde el nivel 
del suelo. Determinar el angulo del lanzamiento para obtener a) la 
altura maxima, b) el alcance maximo y c) la longitud maxima de 
la trayectoria. En el inciso c), tomar v 0 = 96 pies por segundo. 


En los ejercicios 9 a 14, dibujar la curva en el espacio y hallar su 
longitud sobre el intervalo dado. 

Funcion Intervalo 


9. r(r) = — fi + 4fj + 3tk 

10. r (t) = i + t 2 S + t 3 k 

11 . r(t) = (41, -cos t, sen t) 

12. r(?) = (2 sen t, 5 1, 2 cos t) 

13. r (t) = a cos ti + a sen £j + bt k 

14. r(?) = (cos t + t sen t , sen t — t cos t , t 2 ) 


[ 0 , 1 ] 
[ 0 , 2 ] 


[ 0 , 17 ■] 
[0, 2 it] 
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En los ejercicios 15 y 16, usar las funciones de integracion de una 
herramienta de graficacion para aproximar la longitud de la 
curva en el espacio sobre el intervalo dado. 

Funcion _ Intervalo 

15. r(?) = t 2 i + t) + In ?k 1 < t < 3 

16. r (t) = sen irt i + COS 77? j + ? 3 k 0 < t < 2 


17. Investigacion Considerar la grafica de la funcion vectorial 
r(?) = t\ + (4 — t 2 ) j + t 3 ken el intervalo [0, 2]. 

a) Aproximar la longitud de la curva hallando la longitud del 
segmento de recta que une sus extremos. 

b) Aproximar la longitud de la curva sumando las longitudes de 
los segmentos de recta que unen los extremos de los vectores 
r(0), r(0.5), r(l), r(1.5).y r(2). 


c) 


Describir como obtener una estimacion mas exacta median- 
te los procesos de los incisos a) y b). 


d) Usar las funciones de integracion de una herramienta de 
graficacion para aproximar la longitud de la curva. Comparar 
este resultado con las respuestas de los incisos a) y b). 


18. Investigacion Repetir el ejercicio 17 con la funcion vectorial 
r (t) = 6 C0S(77t/4)i + 2sen(7r?/4)j + ?k 


19. Investigacion Considerar la helice representada por la funcion 
vectorial r (t) = (2 COS t, 2 sen?, t). 


a) Expresar la longitud de arco s de la helice como funcion de t 
evaluando la integral 


= f 4 


x\u)Y + [y'MY + [z\u)] 2 du. 


b) Despejar t en la relacion deducida en el inciso a ), y sustituir 
el resultado en el conjunto de ecuaciones parametricas origi¬ 
nal. Esto da una parametrizacion de la curva en terminos del 
parametro longitud de arco s. 

c ) Hallar las coordenadas del punto en la helice con longitud de 
arco ^ = V5 y s = 4. 

d) Verificar que ||r / (Y)|| = 1. 

20. Investigacion Repetir el ejercicio 19 con la curva representa¬ 
da por la funcion vectorial 

r(?) = (4(sen t - t COS t), 4(C0S t + t sen?), \ t 2 ). 


27. r(?) = ti + y j, t = 1 

28. r(f) = ?i + |f 3 j, t = 2 

29. r (t) — ( t , sen t ), t = y 

30. r(?) — (5 cos t, 4 sen t ), t = y 

En los ejercicios 31 a 40, hallar la curvatura K de la curva. 

31. r(?) = 4 cos 27r?i + 4sen27r?j 

32. r(?) = 2 COS 77 ? i + sen77?j 

33. r(?) = a COS (ot\ + a senoj^j 

34. r(7) = a COS cot \ + b senoj^j 

35. r(?) = (a(cot — sencttf), a{ 1 — COS cot)) 

36. r(7) = (COS cot + cot sen cot, sen cot — cot COS cot) 

1 2 1 

37. 1*0) = t \ + t 2 \ + — k 38. r(t) = It 2 i + t\ + -t 2 k 

39. r(?) = 4n + 3 cos t\ + 3 sent k 

40. r(7) = e 2t i + e 2t cos t j + e 2t sen t\i 


En los ejercicios 41 a 44, encontrar la curvatura K de la curva en 
el punto P . 

41. r(f) = 3 ti + 2Fj, P(- 3,2) 

42. r (t) = e*i + 4rj, P(l, 0) 

t 3 

43. r (t) = H + t 2 j + - k, P(2, 4, 2) 

44. r(V) = e l cos ti + e t sen t\ + e t k, P( 1, 0, 1) 


En los ejercicios 45 a 54, hallar la curvatura y el radio de cur¬ 
vatura de la curva plana en el valor dado de x. 


45. y = 3x — 2, x = a 
47. y = 2x 2 + 3, * = - 1 

49. y — cos 2x, x = 2 tt 
51. y = J a 2 — x 2 , x = 0 
53. y = x 3 , x = 2 


46. y = mx + b, x = a 

4 

48. y = 2x H—, x = 1 
x 

50. y — e 3x , v = 0 

52. y = I Vl6 — x 2 , x = 0 

54. y = x n , x = 1, n > 2 


En los ejercicios 21 a 24, hallar la curvatura K de la curva donde 
s es el parametro longitud de arco. 

21. iV) = (l + + (l - 

22. r(y) = (3 + y)i + j 

23. La helice del ejercicio 19: r(7) = (2 COS t, 2 sen?, t) 

24. La curva del ejercicio 20: 

r(?) = (4(sen? - ?C0S?), 4(C0S? + ?sen?), \t 2 ) 

En los ejercicios 25 a 30, hallar la curvatura K de la curva plana 
en el valor dado del parametro. 

25. r(?) = 4?i - 2? j, ? = 1 

26. r(?) = ? 2 i + j, ? = 2 


Redaccion En los ejercicios 55 y 56, se dan dos circulos de cur¬ 
vatura de la grafica de la funcion. a) Hallar la ecuacion del 
circulo menor, y b) escribir un parrafo corto que explique por 
que los circulos tienen radios diferentes. 


55. f(x) = senx 





56. f(x) = 4v 2 /(v 2 + 3) 

y 
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En los ejercicios 57 a 60, usar una herramienta de graficacion 
para representar la funcion. En la misma pantalla, representar 
el circulo de curvatura de la grafica en el valor dado de x. 

57. y = x + —, x = 1 58. y = I n x, x = 1 

59. y = e x , x = 0 60. y = ^x 3 , x = 1 


Evoluta Un evoluta es la curva formada por el conjunto de cen- 
tros de curvatura de una curva. En los ejercicios 61 y 62 se dan 
una curva y su evoluta. Usar un compas para trazar los 
circulos de curvatura con centros en los puntos Ay B. 


61. Cicloide: 

Evoluta: 

62. Elipse: 
Evoluta: 


x = t — sen t 
y = 1 - COS t 
x = sen£ + t 
y = COS t - 1 


x = 3 cos t 
y = 2 sent 
x = § COS 3 t 
y = 2 sen 5 t 


y 





79. En la elipse dada por x 2 + 4 y 2 = 4, mostrar que la curvatura es 
mayor en los puntos terminates del eje mayor, y es menor en los 
puntos terminates del eje menor. 

80. Investigation Hallar todos los a y b tales que las dos curvas 
dadas por 

X 

y 1 = ax(b - x) y y 2 = 

se corten en un solo punto y tengan una recta tangente comun y 
curvatura igual en ese punto. Trazar una grafica para cada con- 
junto de valores de a y b. 

ifiVf 81. Investigation Considerar la funcion f(x) = x 4 — x 2 . 


En los ejercicios 63 a 70 a) hallar el punto de la curva en el que 
la curvatura K es maxima y b ) hallar el limite de K cuando 

X —> oo ■ 

63. y = (x — l) 2 + 3 64. y = x 3 

65. y = x 2 ' 3 66 . y = - 

67. y = I n x 68. y = e x 

69. y = senh x 70. y = cosh x 

En los ejercicios 71 a 74, hallar todos los puntos de la grafica de 
una funcion en los que la curvatura es cero. 

71. y = 1 — x 3 72. y = (x — l) 3 + 3 

73. y = COS x 74. y = sen* 


a) Usar un sistema computacional para algebra y encontrar la 
curvatura K de la curva como funcion de x. 

b) Usar el resultado del inciso a) para hallar los circulos de cur¬ 
vatura de la grafica de / en x = 0 y x = 1. Usar un sistema 
algebraico por computadora y representar graficamente la 
funcion y los dos circulos de curvatura. 

c) Representar graficamente la funcion K(x) y compararla con 
la grafica de f{x). Por ejemplo, ^se presentan los extremos de 
/ y K en los mismos numeros crfticos? Explicar el razo- 
namiento. 

82. Investigation La superficie de una copa se forma por revolu- 

cion de la grafica de la funcion 

y = lx 8 / 5 , 0 < x < 5 

en torno al eje y. Las medidas se dan en centimetres. 

I&fri a) Usar un sistema algebraico por computadora y representar 
graficamente la superficie. 


Desarrollo de conceptos 


75. a) Dada la formula para la longitud de arco de una curva 

suave en el espacio. 

b) Dada las formulas para la curvatura en el piano y en el 
espacio. 

76. Describir la grafica de una funcion vectorial para la que la 
curvatura sea 0 en todos los valores t de su dominio. 


b) Hallar el volumen de la copa. 

c) Hallar la curvatura K de la curva generatriz como funcion de 
x. Usar una herramienta de graficacion para representar K. 

d) Si un objeto esferico se deja caer en la copa, ^es posible que 
toque el fondo? Explicar la respuesta. 

83. Una esfera de radio 4 se deja caer en el paraboloide dado por 
z = x 2 + y 2 . 

a) iQu e tanto se acercara la esfera al vertice del paraboloide? 

b) iC ual es el radio de la esfera mayor que toca el vertice? 
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CAPfrULO 12 Funciones vectoriales 


84. Rapidez Cuanto menor es la curvatura en una curva de una 
carretera, mayor es la velocidad a la que pueden ir los auto- 
mo viles. Suponer que la velocidad maxima en una curva es 
inversamente proporcional a la raiz cuadrada de la curvatura. Un 
automovil que recorre la trayectoria y = \ x 3 (x y y medidos en 
millas) puede ir con seguridad a 30 millas por hora en (l, 5 ). 
^Que tan rapido puede ir en (f # §)? 

85. Sea C una curva dada por y = /(x). Sea K la curvatura (K A 0) 
en el punto P(x 0 , y 0 ) y sea 

_ 1 + f'(xp) 2 

z /"w ' 

Mostrar que las coordenadas (a, 0) del centra de curvatura en P 
son (a, 0) = (x 0 ~ f'(x 0 )z, y 0 + z). 

86. Usar el resultado del ejercicio 85 para hallar el centra de cur¬ 
vatura de la curva en el punto dado. 

a) y = e x , (0, 1 ) b) y = y, ^ 1 , c) y = x 2 , (0, 0) 


97. Fuerza de rozamiento o de friction Un vehiculo de 5 500 
libras va a una velocidad de 30 millas por hora por una glorie- 
ta de 100 pies de radio. ^Cual es la fuerza de friccion o de roza¬ 
miento que debe ejercer la superficie de la carretera en los 
neumaticos para impedir que el vehiculo saiga de curso? 


98. Fuerza de rozamiento o de friction Un vehiculo de 6 400 
libras viaja a 35 millas por hora en una glorieta de 250 pies de 
radio. ^Cual es la fuerza de friccion o de rozamiento que debe 
ejercer la superficie de la carretera en los neumaticos para 
impedir que el vehiculo saiga de curso? 


99. Verificar que la curvatura en cualquier punto (x, y) de la grafi- 
ca de y = COSh x es 1/y 2 . 

100. Usar la definition de curvatura en el espacio K = ||T'(s)|| = 
||r"(s)||, para verificar cada una de las formulas siguientes. 

IIT'WII 


a) K = 


b) K = 


|r'0)|| 

|r \t) x r(f)|| 


87. Se da una curva C por medio de la ecuacion polar r = f(6). 
Mostrar que la curvatura K en el punto (r, 6) es 


c) 


= a (i) ■ N(f) 

\m \ 2 


[2(r') 2 - rr” + ,*] 

[( r ') 2 + r 2 ] 3 / 2 ‘ 

[ Sugerencia: Representar la curva por r (d) = r cos 0 i + r sen e j.] 

88. Usar el resultado del ejercicio 87 para hallar la curvatura de cada 
una de las curvas polares. 

a) r = 1 + sen# b) r = 0 c) r = a sen 0 d) r = e° 

89. Dada la curva polar r = e ad , a > 0, hallar la curvatura K y deter- 
minar el limite de K cuando a) 0 —» ooy b) a ^ oo. 

90. Mostrar que la formula para la curvatura de una curva polar 
r = f(6) dada en el ejercicio 87 se reduce a K = 2/|r'| para la 
curvatura en el polo. 

En los ejercicios 91 y 92, usar el resultado del ejercicio 90 para 
hallar la curvatura de la curva rosa en el polo. 

91. r = 4 sen2# 92. r = 6 COS 30 

93. Para la curva suave dada por las ecuaciones parametricas 
x = /M y y = g(t), demostrar que la curvatura esta dada por 

„ = I fXt)g\t) - g'(/)/"(?) | 

{[/'«] 2 + [*■ V )] 2 ) 372 • 

94. Usar el resultado del ejercicio 93 para encontrar la curvatura K 
de la curva representada por ecuaciones parametricas x(7) = t 3 y 
y(7) = \t 2 . Usar una herramienta de graficacion para representar 
K y determinar toda asmtota horizontal. Interpretar las asmtotas 
en el contexto del problema. 

95. Usar el resultado del ejercicio 93 para encontrar la curvatura K 
de la cicloide representada por las ecuaciones parametricas 

x(0) = a(0 — sen 0) y y(0) = a( 1 - COS 0). 

^Cuales son los valores rrunimo y maximo de K ? 

96. Usar el teorema 12.10 para encontrar a T y a N de cada una de las 
curvas dadas por las funciones vectoriales. 

a) r(» = 3t 2 i + (3t - t 3 ) j b) r{t) = t\ + t 2 } + \t 2 k 


^Verdadero o falso? En los ejercicios 101 a 104, determinar si la 
declaracion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
dar un ejemplo que demuestre que es falsa. 

101. La longitud de arco de una curva en el espacio depende de la 
parametrizacion. 

102. La curvatura de un circulo es igual a su radio. 

103. La curvatura de una recta es 0. 

104. La componente normal de la aceleracion es funcion tanto de la 
velocidad como de la curvatura. 

Leyes de Kepler En los ejercicios 105 a 112, se pide verificar las 
leyes de Kepler del movimiento planetario. En estos ejercicios, 
suponer que todo planeta se mueve en una orbita dada por la 
funcion vectorial r. Sean r= ||r|| f G la constante gravitatoria 
universal, M la masa del Sol y m la masa del planeta. 

dr 

105. Demostrar que r • r' = r—. 

dt 

106. Usando la segunda ley del movimiento de Newton, F = m3, y 
la segunda ley de la gravitacion de Newton, F = —(GmM/r 3 ) r, 
mostrar que ay r son paralelos, y que f(t) x f'{t ) = L es un 
vector constante. Por tanto, r (t) se mueve en un piano fijo, orto- 
gonal a L. 

d r 

107. Demostrar que — - 

dtlr_ 

r' 

108. Mostrar que —— x L -= ees un vector constante. 

GM r 

109. Demostrar la primera ley de Kepler: todo planeta describe una 
orbita eliptica con el Sol como uno de sus focos. 

110. Suponer que la orbita eliptica r = ed/( 1 + e COS 0) esta en el 
piano xy, con L a lo largo del eje z. Demostrar que 
|| L || = r 2 d0/dt. 

111. Demostrar la segunda ley de Kepler: todo rayo del Sol a un 
planeta barre areas iguales de la elipse en tiempos iguales. 

112. Demostrar la tercera ley de Kepler: el cuadrado del periodo de 
la orbita de un planeta es proporcional al cubo de la distancia 
media entre el planeta y el Sol. 


= y {[r X r'] X r}. 
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Ejercicios de repaso 


En los ejercicios 1 a 4, a) hallar el dominio de r y b) determinar 
los valores de t (si los hay) en los que la funcion es continua. 

1 . r(t) = tan t i + j + t k 2. r (t) = J~t \ + j + k 

3. r(t) = In ti + tj + tk 4. r(t) = (2t + l)i + t 2 j + tk 

En los ejercicios 5 y 6, evaluar (si es posible) la funcion vectorial 
en cada uno de los valores dados de t 

5. r(t) = (2t + l)i + t 2 j — -Jt + 2 k 

a) r(0) Z?) r(-2) c) r(c - 1) <i) r(l + A t) - r(l) 

6. r (t) = 3 COS t \ + (1 - sent)j - rk 

a) r(0) Z?) c ) — tt) d) r(77 + A?) — r(7r) 

En los ejercicios 7 y 8, trazar la curva plana representada por la 
funcion vectorial y dar la orientacion de la curva. 

7. r(t) = (tt cos t , 77 sen t) 8. r(t) = (t + 2, t 2 — 1) 


En los ejercicios 21 y 22, evaluar el limite. 

21. lim (ti + J4 — / j + k) 22. lim ( SCn + e~ l j + ^k) 

f—>4 v 7 f->U \ t j 

En los ejercicios 23 y 24, hallar lo siguiente. 

a) r'(f) b) c) * u(0] 

d) D t m ~ m] e) C|[|| r»||L t> 0 f) D t [r(f) x u(0] 

23. K/) = 3fi + (f - l)j, u(r) = ti + t 2 i + |f 3 k 

24. r(0 = serui + cos/j + tk, u(0 = sen?i + cos t\ + yk 

25. R edaccidn Las componentes x y y de la derivada de la funcion 
vectorial U son positivas en t = t 0 , y la componente z 
es negativa. Describir el comportamiento de U en t = t 0 . 

26. R edaccidn La componente x de la derivada de la funcion vec¬ 
torial u es 0 para t en el dominio de la funcion. ^Que implica 
esta informacion acerca de la grafica de U? 


frftV En los ejercicios 9 a 14, usar un sistema algebraico por compu- 
tadora a fin de representar graficamente la curva en el espacio 
representada por la funcion vectorial. 

9. r (t) = i + t) + t 2 k 10. r(f) = t 2 i + 3tj + t 3 k 

11. r(t) = (1, sen t, 1) 12. r(t) = (2 COS t, t, 2 sent) 

13. r(t) = (t, In t, \t 2 ) 14. r(t) = (\t, Jt, \t 3 ) 

En los ejercicios 15 y 16, hallar las funciones vectoriales que 
describen la frontera de la region de la figura. 

15. y 16. y 




17. Una particula se mueve en una trayectoria recta que pasa por los 
puntos (—2, —3, 8) y (5, 1, —2). Hallar una funcion vectorial 
para esta trayectoria. (Hay muchas respuestas correctas.) 

18. El borde exterior de una escalera de caracol tiene forma de una 
helice de 2 metros de radio. La altura de la escalera es 2 metros 
y gira tres cuartos de una revolucion completa de abajo a arriba. 
Hallar una funcion vectorial para la helice. (Hay muchas res¬ 
puestas correctas.) 


En los ejercicios 27 a 30, hallar la integral indefinida. 

27. J (cos f i + t cos tj) dt 28. J (Inti + tlntj + k) 

29. J ||cos t i + sen t j + t k|| dt 

30. J (tj + t 2 k) x (i + tj + tk) dt 


dt 


En los ejercicios 31 a 34, evaluar la integral definida. 

31. J (3ti + 2t 2 j — t 3 k) dt 32. J (Vtj + tsentk) dt 

J (e t/2 i - 3t 2 j - k) dt 34. J (t 3 i + arcsentj - t 2 k) dt 


33. 


En los ejercicios 35 y 36, hallar r(£) para las condiciones dadas. 

35. r'(t) = 2ti + e*i + e - ' k r(0) = i + 3j - 5k 

36. r'(t) = sec ti + tan tj + t 2 k r(0) = 3k 


En los ejercicios 37 a 40, el vector posicion r describe la trayec¬ 
toria de un objeto que se mueve en el espacio. Hallar la veloci- 
dad, la rapidez y la aceleracion del objeto. 

37. r(t) = 4ti + t 3 j - tk 38. r(t) = J~t i + 5tj + 2t 2 k 

39. r(t) = (cos 3 1 , sen 3 t, 3 1 ) 40. r(t) = (t, - tan t, e f ) 


En los ejercicios 19 y 20, dibujar la curva en el espacio repre¬ 
sentada por la interseccion de las superficies. Usar el parame- 
tro x = tpara hallar una funcion vectorial para la curva en el 
espacio. 

19. z = x 2 + y 2 , x + y = 0 

20. x 2 + z 2 = 4, x — y = 0 


A proximacion lineal En los ejercicios 41 y 42, hallar un con- 
junto de ecuaciones parametricas para la recta tangente a la gra¬ 
fica de la funcion vectorial en t = ^ Usar las ecuaciones de la 
recta para aproximar r(tj> + OlI). 

41. r(t) = ln(t - 3)i + t 2 j + \t k t 0 = 4 

42. r(t) = 3 coshti + senhtj - 2tk t 0 = 0 
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CAPfrULO 12 Funciones vectoriales 


Movimiento de un proyectil En los ejercicios 43 a 46, usar el 
modelo para el movimiento de un proyectil, suponiendo que no 
hay resistencia del aire. [a(0 = — 32 pies por segundo al cuadra- 
do o a(f) = — 9.8 metros por segundo al cuadrado.] 

43. Un proyectil se dispara desde el nivel del suelo a una velocidad 
inicial de 84 pies por segundo con un angulo de 30° con la ho¬ 
rizontal. Hallar el alcance del proyectil. 

44. El centra de la caja de un camion esta a 6 pies hacia abajo y a 4 
pies horizontalmente del extremo de una cinta transportadora 
horizontal que descarga grava (ver la figura). Determinar la 
velocidad ds/dt a que la cinta transportadora debe mo verse para 
que la grava caiga en el centra de la caja del camion. 





45. Un proyectil se dispara desde el nivel del suelo con un angulo de 
20° con la horizontal. El proyectil tiene un alcance de 95 metros. 
Hallar la velocidad inicial minima. 

46. Usar una herramienta de graficacion para representar las trayec- 
torias de un proyectil si v 0 = 20 metros por segundo, h = 0 y 
a) 0 = 30°, b) 0 = 45° y c) 0 = 60°. Usar las graficas para 
aproximar en cada caso la altura maxima y el alcance maximo 
del proyectil. 


En los ejercicios 59 a 62, dibujar la curva plana y hallar su lon- 


gitud en el intervalo dado. 

Funcion Intervalo 

59. 1*0) = 2 1\ - 2>t) [0, 5] 

60. r(t) = t 2 i + 2tk [0, 3] 

61. r0) = 10 COS 3 1\ + 10 sen 3 1\ [0, 2tt] 

62. 1*0) = 10 COS t\ + 10 sen t] [0, 2t t\ 


En los ejercicios 63 a 66, dibujar la curva en el espacio y hallar 
su longitud en el intervalo dado. 

Funcion Intervalo 

63. 1*0) = -3n + 2t] + 4?k [0, 3] 

64. r(» = t\ + t 2 \ + 2tk [0, 2] 

65. r(7) = (8 COS t, 8 sen£, t) [0, tt/2] 

66 . f(t) = (2(sen? — t COS t), 2(cos t + tsent), t) [0, tt/2\ 

En los ejercicios 67 a 70, hallar la curvatura K de la curva. 

67. 1*0) = 3 1 \ + 2t] 68. r(» = 2j~t \ + 3t) 

69. r(t) = 2 1 \ + ^ 2 j Ft 2 k 

70. r(» = 2t\ + 5 COS t j + 5 sen^k 

En los ejercicios 71 y 72, encontrar la curvatura K de la curva en 
el punto P. 

71. r(f) = ^f 2 i + fj + |r 3 k, p(j, 1, 1) 

72. r(t) = 4cosd + 3sen^j + tk, P(— 4, 0, tt) 


En los ejercicios 47 a 54, hallar la velocidad, la rapidez y la ace- 
leracion en el instante t A continuacion hallar a • T y a • N en el 
instante t 

47. r (t) = (2 - t)i + 3fj 48. r(f) = (1 + 4t)i + (2 - 3t)i 

49. r (t) = t i + Jt j 50. r (t) = 2(t + l)i + 

51. r (t) = e \ + e \ 

52. r (t) = t COS t \ + ^senrj 

53. r (t) = t \ + t 2 ] + ^t 2 k 

54. r (t) = (t - l)i + t] + y k 

En los ejercicios 55 y 56, hallar un conjunto de ecuaciones 
parametricas para la recta tangente a la curva en el espacio en el 
punto dado. 

55. r (t) = 2 cos t \ + 2 seraj + tk, t = ^ 

56. r0) = t \ + t 2 \ + It 3 k t = 2 

57. Orbita de un satelite Hallar la velocidad necesaria para que un 
satelite mantenga una orbita circular 550 millas sobre la super- 
ficie de la Tierra. 

58. F uerza centn'peta Un automovil circula por una glorieta al 
doble de la velocidad permitida. ^En un factor de cuanto aumen- 
ta la fuerza centrfpeta sobre la que se tendria a la velocidad per¬ 
mitida? 


En los ejercicios 73 a 76, hallar la curvatura y el radio de cur¬ 
vatura de la curva plana en el valor dado de x. 

73. y = \x 2 + 2, v = 4 74. y = e~ x/2 , x = 0 

75. y = In x, x = 1 76. y = tan x, x 

77. Redaccion Un ingeniero civil disena una autopista como se 
muestra en la figura. BC es un arco del cfrculo. AB y CD son 
rectas tangentes al arco circular. Criticar el diseno. 



Figura para 77 Figura para 78 

78. Un segmento de recta se extiende horizontalmente a la izquier- 
da desde el punto (—1, — 1). Otro segmento de recta se extien¬ 
de horizontalmente a la derecha del punto (1, 1), como se 
muestra en la figura. Hallar una curva de la forma 

y = ax 5 + bx 3 + cx 

que una los puntos (— 1, — 1) y (1, 1) de manera que la pen- 
diente y curvatura de la curva sean cero en los puntos termi- 
nales. 






















Solution de problemas 


883 



Solucion de problemas 


1. La espiral de Cornu esta dada por 


M r m r . /™ 2 \ 

x(c = J COS^— —j dw y y(f) = J sen^—— J du. 

La espiral mostrada en la figura fue trazada sobre el intervalo 

— 77 < t < IT. 



Generada con Mathematica 


a) Hallar la longitud de arco de esta curva desde t = 0 hasta 
t = a. 

b) Hallar la curvatura de la grafica cuando t = a. 

c ) La espiral de Cornu la descubrio James Bernoulli. Bernoulli 
encontro que la espiral tiene una relacion interesante entre 
curvatura y longitud del arco. ^Cual es esta relacion? 

2. Sea T la recta tangente en el punto P(x, y) a la grafica de la curva 
x 2/3 _j_ y2/3 — a 2/3' a > q ; como se observa en la figura. Mostrar 
que el radio de curvatura en P es el triple de la distancia del ori- 
gen a la recta tangente T. 


y 



3. Un bombardero vuela horizontalmente a una altitud de 3 200 pies 
con una velocidad de 400 pies por segundo cuando suelta una 
bomba. Un proyectil se lanza 5 segundos despues desde un canon 
orientado hacia el bombardero y abajo a 5 000 pies del punto 
original del bombardero, como se muestra en la figura. El proyec¬ 
til va a interceptar la bomba a una altitud de 1 600 pies. 
Determinar la velocidad inicial y el angulo de inclinacion del 
proyectil. (Despreciar la resistencia del aire.) 


W 


4 000 - 


3 200 

: - 

i Ann 

x ^ Bomba 

1 ouu 

44 

_ y^Proyectil A *4 

mm 

AO ® IP 

f \ | - r 

Canon 

^11111 x 

5 000 


4. Repetir el ejercicio 3 si el bombardero esta orientado en direccion 
opuesta a la del lanzamiento, como se muestra en la figura. 

y - 


4 000- 

^ ?nn 



J) zuu _ 

A a 1 600----" 


Bomba v n 

aA 

m . 

Canon 

-ProyectjU^ 

1 1 1 1 1 1 * r 


\ \ \ 

1 1 1 1 1 | > a 

5 000 


5. Considerar un arco de la cicloide 

r (0) = (6 - sen 0)i + (1 - COS 6) j, 0 < 0 < 277 

que se muestra en la figura. Sea s(6) la longitud de arco desde el 
punto mas alto del arco hasta el punto (v(0), y(0)), y sea p(0) = 

1 

— el radio de curvatura en el punto (x(6), y(6)). 

K 

Mostrar que s y p estan relacionados por la ecuacion s 2 + p 2 = 
16. (Esta ecuacion se llama ecuacion natural de la curva.) 


y 



6. Considere la cardioide r = 1 — COS 6, 0 < 0 < 2tt, que se 
muestra en la figura. Sea s(0) la longitud de arco desde el punto 

(2, it) de la cardioide hasta el punto (r, 6), y sea p(6) = \ el 

K 

radio de curvatura en el punto (r, 0). Mostrar que sy p estan rela¬ 
cionados por la ecuacion s 2 + 9 p 2 = 16. (Esta ecuacion se llama 
ecuacion natural de la curva.) 


n 

2 



7. Si r(?) es una funcion no nula y derivable en t , demostrar que 

|<l |r W = pjj 1 -*') • r '«- 
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CAPfrULO 12 Funciones vectoriales 


8. Un satelite de comunicaciones se mueve en una orbita circular lF* 13. 
alrededor de la Tierra a una distancia de 42 000 kilometros del 
centra de la Tierra. La velocidad angular 

d6 77 

— = (o = — radianes por hora 

dt 12 F 

es constante. 

a) Utilizar coordenadas polares para mostrar que el vector ace- 
leracion esta dado por 


d 2 r 

d 2 r 

(de \ 2 1 


d 2 0 2 dr d6 


_dt 2 

r \dt) _ 

IV + 

dt 2 dt dt _ 


donde i\. = COS 0\ + sen 6} es el vector unitario en la direc¬ 
tion radial y U e = - senfli + COS 0). 

b ) Hallar las componentes radial y angular de la aceleracion 
para el satelite. 

En los ejercicios 9 a 11, usar el vector binormal definido por la 
ecuacion B = T x N. 

9. Hallar los vectores unitario tangente, unitario normal y binor¬ 
mal a la helice r (t) = 4 COS t\ + 4 sen t j + 3^ken t = -y. 

Dibujar la helice junto con estos tres vectores unitarios mutua- 
mente ortogonales. 

10. Hallar los vectores unitario tangente, unitario normal y binor- 

7T 

mal a la curva l"(t) = COS t\ + senfj — ken £ = —. Dibujar la 
helice junto con estos tres vectores unitarios mutuamente orto¬ 
gonales. 

11. a) Demostrar que existe un escalar t, llamado torsion, tal que 

dB/ds = — tN. 

dN 

b) Demostrar que—— = —K T + rB. 
ds 

(Las tres ecuaciones dT/ds = KH, dti/ds = —K T + tB y 
dB/ds = — tN son llamadas las formulas de Frenet-Serret.) 

12. Una autopista tiene una rampa de salida que empieza en el ori- 
gen de un sistema coordenado y sigue la curva y = ^ x 5/2 hasta 
el punto (4, 1) (ver la figura). Despues sigue una trayectoria 
circular cuya curvatura es la dada por la curva en (4, 1). ^Cual 
es el radio del arco circular? Explicar por que la curva y el arco 
circular deben tener en (4, 1) la misma curvatura. 


Considerar la funcion vectorial r (t) = (t COS irt, t sen77t), 
0 < t < 2. 

a) Usar una herramienta de graficacion para representar la fun¬ 
cion. 

b) Hallar la longitud de arco en el inciso a). 

c) Hallar la curvatura K como funcion de t. Hallar las curvatu- 
ras cuando t es 0, 1 y 2. 

d) Usar una herramienta de graficacion para representar la fun¬ 
cion K. 

e) Hallar (si es posible) el Km K. 

>co 

f) Con el resultado del inciso e ), hacer conjeturas acerca de la 
grafica de r cuando t^co. 

14. Se quiere lanzar un objeto a un amigo que esta en una rueda de 
la fortuna (ver la figura). Las ecuaciones parametricas siguien- 
tes dan la trayectoria del amigo r x (t) y la trayectoria del obje¬ 
to r 2 it). La distancia esta dada en metros y el tiempo en segun- 
dos. 


r 1 (0 = 15(seng)l + (l6-15cosg)j 

r 2 0) = [22 - 8.03 (t - ? 0 )]i + 

[1 + 11.470 - h) - 4.9 (t - f 0 ) 2 ] j 



Arco 



a) Localizar la posicion del amigo en la rueda en el instante 
t= 0. 

b) Determinar el numero de revoluciones por minuto de la 
rueda. 



^Cual es la rapidez y el angulo de inclinacion (en grados) al 
que el objeto es lanzado en el instante t = t 0 l 

Usar una herramienta de graficacion para representar las fun¬ 
ciones vectoriales usando un valor de t 0 que permite al amigo 
alcanzar el objeto. (Hacer esto por ensayo y error.) Explicar 
la importancia de t 0 . 


e) Hallar el instante aproximado en el que el amigo debera 
poder atrapar el objeto. Aproximar las velocidades del ami¬ 
go y del objeto en ese instante. 


































Funciones de varias 
variables 


En este capitulo se estudiaran funciones 
de mas de una variable independiente. 
Muchos de los conceptos presentados 
son extensiones de ideas familiares de 
capitulos recientes. 

En este capitulo, se aprendera: 


■ Como trazar una grafica, curvas de 
nivel y superficies de nivel. (13.1 ) 

■ Como encontrar un limite y determi- 
nar la continuidad. (1 3.2) 

■ Como encontrar y usar una derivada 
parcial. (13.3) 

■ Como encontrar y usar una diferen- 
cial total y determinar diferenciabili- 
dad. (13.4) 

■ Como usar la regia de la cadena y 
encontrar una derivada parcial impli- 
cita. (13.5) 

■ Como encontrar y usar una derivada 
direccional y un gradiente. (13.6) 

■ Como encontrar una ecuacion de un 
piano tangente y una ecuacion de una 
recta normal a una superficie, y como 
encontrar el angulo de inclinacion de 
un piano. (13.7) 


■ Como encontrar los extremos absolu- 
tos y relativos. (13.8) 

Como resolver un problema de opti- 
mizacion, incluida optimizacion res- 
tringida usando un multiplicador de 
Lagrange, y como usar el metodo de 
mmimos cuadrados. (13.9, 13.10) 



u ■ v 

I - 





It?' v .7 




NOAA 


Los meteorologos usan mapas que muestran curvas de presion atmosferica igual, 
llamadas isoharas , para predecir los patrones del clima. ^Como se pueden usar los 
gradientes de presion para determinar el area del pals que tiene las mayores 
velocidades de viento? (Ver la seccion 13.6, ejercicio 68.) 



Muchas cantidades de la vida real son funciones de dos o mas variables. En la seccion 13.1 se aprendera como 
graficar una funcion de dos variables, tal como la que se muestra arriba. Las primeras tres graficas muestran vis¬ 
tas cortadas de la superficie en varios trazos. Otra forma de visualizar estas superficies es proyectar los trazos 
hacia el piano xy, tal como se muestra en la cuarta grafica. 
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CAPITULO 13 Funciones de varias variables 



Introduction a las funciones de varias variables 


■ Entender la notation para una funcion de varias variables. 

■ Dibujar la grafica de una funcion de dos variables. 

■ Dibujar las curvas de nivel de una funcion de dos variables. 

■ Dibujar las superficies de nivel de una funcion de tres variables. 

■ Utilizar graficos por computadora para representar una funcion de dos 
variables. 


Funciones de varias variables 


EXPLORACION 

Comparacion de dimensiones 

Sin usar una herramienta de grafi- 
cacion, describir la grafica de cada 
funcion de dos variables. 

a) Z = X 2 + y 2 

b) z = x + y 
C) Z = X 2 + y 

d) z = Vx 2 + y 2 

e) z = 71 - x 2 + y 2 


Hasta ahora en este texto, solo se han visto funciones de una sola variable (independiente). 
Sin embargo, muchos problemas comunes son funciones de dos o mas variables. Por ejem- 
plo, el trabajo realizado por una fuerza (IV = FD) y el volumen de un cilindro circular recto 
(V = 7 t r 2 h) son funciones de dos variables. El volumen de un solido rectangular (V = Iwh) 
es una funcion de tres variables. La notation para una funcion de dos o mas variables es si¬ 
milar a la utilizada para una funcion de una sola variable. Aquf se presentan dos ejemplos. 

Z — fix , y) = X 2 + xy Funcion de 2 variables. 

2 variables 


y 


W = fix, y, z) = X + 2y - 3z 


3 variables 


Funcion de 3 variables. 



Mary Fairfax Somerville (1780-1872) 

Somerville se intereso por el problema de 
crear modelos geometricos de funciones de 
varias variables. Su libro mas conocido, 
The Mechanics of the Heavens, se publico 
en 1831. 


DEFINICION DE UNA FUNCION DE DOS VARIABLES 

Sea D un conjunto de pares ordenados de numeros reales. Si a cada par ordenado 
(x, y) de D le corresponde un unico numero real f(x, y ), entonces se dice que/es 
una funcion de X y y. El conjunto D es el dominio de/, y el correspondiente 
conjunto de valores/(x, y) es el rango de/. 


En la funcion dada por z — f(x, y), x y y son las variables independientes y z es la 
variable dependiente. 

Pueden darse definiciones similares para las funciones de tres, cuatro o n variables 
donde los dominios consisten en triadas (x v x 2 , x 3 ), tetradas (x v x 2 , x 3 , x 4 ) y 
n-adas (x v x 2 ,.. ., x ). En todos los casos, rango es un conjunto de numeros reales. En este 
capitulo, solo se estudian funciones de dos o tres variables. 

Como ocurre con las funciones de una variable, la manera mas comun para describir 
una funcion de varias variables es por medio de una ecuacion , y a menos que se diga 
explicitamente lo contrario, se puede suponer que el dominio es el conjunto de todos los 
puntos para los que la ecuacion esta definida. Por ejemplo, el dominio de la funcion dada 
por 

f(x,y) =x 2 + y 2 

se supone que es todo el piano xy. Similarmente, el dominio de 
fix, >’) = \r\xy 

es el conjunto de todos los puntos (x, v) en el piano para los que xy > 0. Esto consiste en 
todos los puntos del primer y tercer cuadrantes. 
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EJEMPLO I Dominios de funciones de varias variables 



Figura 13.1 


Hallar el dominio de cada funcion. 

\ Jx 2 + y 2 - 9 , , / x x 

a) /(X ’ ^ = - 7 - b) g(X ' >' 

Solution 

a) La funcion / esta definida para todos los puntos (x, y ) tales que x =f= Oy 

x 2 + y 2 > 9. 

Por tanto, el dominio es el conjunto de todos los puntos que estan en el circulo 
x 2 + y 2 = 9, o en su exterior, con exception de los puntos en el eje y, como se mues- 
tra en la figura 13.1. 

b) La funcion g esta definida para todos los puntos (x, y, z) tales que 

x 2 + y 2 + z 2 < 9. 

Por consiguiente, el dominio es el conjunto de todos los puntos (x, y, z) que se encuen- 
tran en el interior de la esfera de radio 3 centrada en el origen. 


Las funciones de varias variables pueden combinarse de la misma manera que las fun¬ 
ciones de una sola variable. Por ejemplo, se puede formar la suma, la diferencia, el pro- 
ducto y el cociente de funciones de dos variables como sigue. 


(/ ± g)(x, y ) = fix, y ) ± g(x, y) 
ifg) (x, y) = fix, y)g(x, y ) 


4 .,) = 

g gix.y) 


g(x,y) =h 0 


Suma o diferencia. 
Producto. 

Cociente. 


No se puede formar la composition de dos funciones de varias variables. Sin embargo, si 
h es una funcion de varias variables y g es una funcion de una sola variable, puede for- 
marse la funcion compuesta (g ° h)(x, y) como sigue. 


(g °h)(x,y ) = g(h(x,y)) 


Composicion. 


El dominio de esta funcion compuesta consta de todo (x, y) en el dominio de h tal que 
h(x, y) esta en el dominio de g. Por ejemplo, la funcion dada por 

f{x,y) = V16 -4 x 2 - y 2 

puede verse como la composicion de la funcion de dos variables dadas por h(x,y) = 
16 — 4x 2 — y 2 y la funcion de una sola variable dada por g(u) = J~u. El dominio de esta 
funcion es el conjunto de todos los puntos que se encuentran en la elipse dada por 4x 2 + 
y 2 = 16 o en su interior. 

Una funcion que puede expresarse como suma de funciones de la forma cx m y n (donde 
c es un numero real y my n son enteros no negativos) se llama una funcion polinomial de 
dos variables. Por ejemplo, las funciones dadas por 

f(x, y) = x 2 + y 2 — 2xy + x + 2 y g(x, y) = 3 xy 2 + x — 2 

son funciones polinomiales de dos variables. Una funcion racional es el cociente de dos 
funciones polinomiales. Terminologia similar se utiliza para las funciones de mas de dos va¬ 
riables. 
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CAPITULO 13 Funciones de varias variables 


Grafica de una funcion de dos variables 


Superficie: z =/(x, y ) 

z 



Como en el caso de las funciones de una sola variable, se puede saber mucho acerca del 
comportamiento de una funcion de dos variables dibujando su grafica. La grafica de una 
funcion / de dos variables es el conjunto de todos los puntos (x, y, z) para los que 
z = fix, y ) y (x, y) esta en el dominio de /. Esta grafica puede interpretarse geometrica- 
mente como una superficie en el espacio , como se explico en las secciones 11.5 y 11.6. 
En la figura 13.2 hay que observar que la grafica de z = /(x, y) es una superficie cuya 
proyeccion sobre el piano xy es D , el dominio de/. A cada punto (x, y) en D corresponde 
un punto (x, y, z) de la superficie y, viceversa, a cada punto (x, y, z) de la superficie le co¬ 
rresponde un punto (x, y) en D. 


EJEMPLO 2 Description de la grafica de una funcion 
de dos variables 


<'Cual es el rango de fix, y) = Vl6 — 4x 2 — y 2 ? Describir la grafica de/. 


Superficie : z = V16 - 4 x 2 -y 2 



Traza en el 
piano z- 2 


Recorrido 
> o rango 


La grafica de /(x,y) = Vl6 - 4 x 2 — y 2 
es la mitad superior de un elipsoide 

Figura 13.3 


Solucion El dominio D dado por la ecuacion de / es el conjunto de todos los puntos 
(x, y) tales que 16 — 4x 2 — y 2 > 0. Por tanto, D es el conjunto de todos los puntos que 
pertenecen o son interiores a la elipse dada por 



Elipse en el piano xy. 


El rango de/esta formado por todos los valores z = fix, y) tales que 0 < z < Vl6 o sea 
0 < Z ^ 4. Rango de/. 


Un punto (x, y, z) esta en la grafica de/si y solo si 


z = 716 — 4x 2 — y 2 
z 2 = 16 - 4x 2 - y 2 
4x 2 + y 2 + z 2 = 16 



z! , = 

16 16 


1 , 


0 < z < 4. 


X 



Figura 13.4 


De acuerdo con la seccion 11.6, se sabe que la grafica de/es la mitad superior de un elip¬ 
soide, como se muestra en la figura 13.3. 


Para dibujar a mano una superficie en el espacio, es util usar trazas en pianos parale- 
los a los pianos coordenados, como se muestra en la figura 13.3. Por ejemplo, para hallar 
la traza de la superficie en el piano z = 2, se sustituye z = 2 en la ecuacion 
z = y 16 — 4x 2 — y 2 y se obtiene 

2 = V16 - Ax 2 - y 2 O j ^ = 1. 

Por tanto, la traza es una elipse centrada en el punto (0, 0, 2) con ejes mayor y menor de 
longitudes 4V3 y 2V3. 

Las trazas tambien se usan en la mayor parte de las herramientas de graficacion tridi- 
mensionales. Por ejemplo, la figura 13.4 muestra una version generada por computadora 
de la superficie dada en el ejemplo 2. En esta grafica la herramienta de graficacion tomo 
25 trazas paralelas al piano xy y 12 trazas en pianos verticales. 

Si se dispone de una herramienta de graficacion tridimensional, utilicese para repre- 
sentar varias superficies. 















Alfred B. Thomas/Earth Scenes 


SECCION 13.1 Introduction a las funciones de varias variables 


889 


Curvas de nivel 

Una segunda manera de visualizar una funcion de dos variables es usar un campo escalar 
en el que el escalar z — f(x, y ) se asigna al punto (.x, y). Un campo escalar puede carac- 
terizarse por sus curvas de nivel (o lineas de contorno) a lo largo de las cuales el valor 
de /(a, y) es constante. Por ejemplo, el mapa climatico en la figura 13.5 muestra las cur¬ 
vas de nivel de igual presion, llamadas isobaras. Las curvas de nivel que representan pun- 
tos de igual temperatura en mapas climaticos, se llaman isotermas, como se muestra en la 
figura 13.6. Otro uso comun de curvas de nivel es la representacion de campos de poten- 
cial electrico. En este tipo de mapa, las curvas de nivel se llaman lineas equipotenciales. 



Las curvas de nivel muestran las lineas de 
igual presion (isobaras) medidas en 
milibares 

Figura 13.5 



Las curvas de nivel muestran lineas de igual 
temperatura (isotermas) medidas en grados 
Fahrenheit 

Figura 13.6 


Los mapas de contorno suelen usarse para representar regiones de la superficie de la 
Tierra, donde las curvas de nivel representan la altura sobre el nivel del mar. Este tipo de 
mapas se llama mapa topografico. Por ejemplo, la montana mostrada en la figura 13.7 se 
representa por el mapa topografico de la figura 13.8. 

Un mapa de contorno representa la variacion de z respecto a x y y mediante espacio entre 
las curvas de nivel. Una separacion grande entre las curvas de nivel indica que z cambia lenta- 
mente, mientras que un espacio pequeno indica un cambio rapido en z. Ademas, en un mapa 
de contorno, es importante elegir valores de c uniformemente espaciados , para dar una mejor 
ilusion tridimensional. 



Figura 13.7 



Figura 13.8 
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EJEMPLO 3 Dibujo de un mapa de contorno 

El hemisferio dado por f (x, y) = V64 — X 2 — y 2 se muestra en la figura 13.9. Dibujar un 
mapa de contorno de esta superficie utilizando curvas de nivel que correspondan a 
C = 0, 1,2, . . . , 8. 

Solucion Para cada c, la ecuacion dada por f (x, y) = C es un circulo (o un punto) en el 
piano xy. Por ejemplo, para Ci = 0, la curva de nivel es 

X 2 + y 2 = 64 Circulo de radio 8. 

la cual es un circulo de radio 8. La figura 13.10 muestra las nueve curvas de nivel del he¬ 
misferio. 



Paraboloide hiperbolico 

Figura 13.11 



Hemisferio 

Figura 13.9 


Mapa de contorno 

Figura 13.10 


EJEMPLO 4 Dibujo de un mapa de contorno 

El paraboloide hiperbolico dado por 
z = y 2 - X 2 

se muestra en la figura 13.11. Dibujar un mapa de contorno de esta superficie. 



Curvas de nivel hiperbolicas 
(con incrementos de 2) 

Figura 13.12 


Solucion Para cada valor de c, sea f (x, y) = C y dibujese la curva de nivel resultante en 
el piano xy. Para esta funcion, cada una de las curvas de nivel (c A 0) es una hiperbola 
cuyas asmtotas son las rectas y = +x. Si C < 0, el eje transversal es horizontal. Por ejem¬ 
plo, la curva de nivel para C = — 4 esta dada por 

x 2 y 2 _ 

Ty Ty — 1. Hiperbola con eje transversal horizontal. 


Si C > 0, el eje transversal es vertical. Por ejemplo, la curva de nivel para C = 4 esta dada 
por 


y 2 * 2 _ i 

Ty — E Hiperbola con eje transversal vertical. 


Si C = 0, la curva de nivel es la conica degenerada representada por las asmtotas que se 
cortan, como se muestra en la figura 13.12. 
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z = 100x°- 6 y°- 4 
c = 80 000 c = 160 000 



500 /1 000 1 500 2 000 


(1 000, 500) 

Curvas de nivel (con incrementos de 10 000) 

Figura 13.13 

f(x,y, z) =c 3 


f(x, y, z) =c 2 f(x, y, z) =c 1 



Superficies de nivel de / 

Figura 13.14 


Un ejemplo de funcion de dos variables utilizada en economia es la funcion de pro¬ 
duction de Cobb-Douglas. Esta funcion se utiliza como un modelo para representar el 
numero de unidades producidas al variar las cantidades de trabajo y capital. Si v mide las 
unidades de trabajo y y mide las unidades de capital, el numero de unidades producidas 
esta dado por 

f(x, y ) = Cx a y l ~ a 

donde C y 3 son constantes, con 0 < 3 < 1. 

EJEMPLO 5 La funcion de production de Cobb-Douglas 

Un fabricante de juguetes estima que su funcion de production es f(x, y) = 100x 0 6 y 0 4 , 
donde x es el numero de unidades de trabajo y y es el numero de unidades de capital. 
Comparar el nivel de production cuando x = l 000 y y = 500 con el nivel de production 
cuando x = 2 000 y y = 1 000. 

Solution Cuando x = l 000 y y = 500, el nivel de production es 

/(I 000, 500) = 100(1 000°- 6 )(500°- 4 ) - 75 786. 

Cuando x = 2 000 y y = 1 000, el nivel de production es 

f( 2 000, 1 000) = 100(2 000 a6 )(l OOO 04 ) = 151 572. 

Las curvas de nivel de Z = f(x, y) se muestran en la figura 13.13. Notese que al doblar 
ambas v y y, se duplica el nivel de production (ver ejercicio 79). 

Superficies de nivel 

El concepto de curva de nivel puede extenderse una dimension para definir una superficie 
de nivel. Si/es una funcion de tres variables y c es una constante, la grafica de la ecuacion 
f (x, y, z) = C es una superficie de nivel de la funcion /, como se muestra en la figura 
13.14. 

Ingenieros y cientificos han desarrollado mediante computadoras otras formas de ver 
funciones de tres variables. Por ejemplo, la figura 13.15 muestra una simulation compu¬ 
tational que usa colores para representar la distribution de temperaturas del fiuido que 
entra en el tubo. 



Una forma comun de ANSYS CFX™ y ANSYS 
Mechanical™ para analisis de esfuerzos termicos. 

Figura 13.15 















892 


CAPITULO 13 


Funciones de varias variables 


EJEMPLO 6 Superficies de nivel 

Describir las superficies de nivel de la funcion 

f (x, y, z) = 4x 2 + y 2 + z 2 . 

Solucion Cada superficie de nivel tiene una ecuacion de la forma 




Superficies de nivel: 
4x 2 + y 2 + Z 2 = C 



Figura 13.16 


4X 2 + y 2 + Z 2 — C. Ecuacion de una superficie de nivel. 

Por tanto, las superficies de nivel son elipsoides (cuyas secciones transversales paralelas al 
piano yz son circulos). A medida que c aumenta, los radios de las secciones transversales 
circulares aumentan segun la raiz cuadrada de c. Por ejemplo, las superficies de nivel co- 
rrespondientes a los valores c = 0,c = 4yc = 16 son como sigue. 

4X 2 + y 2 + Z 2 = 0 Superficie de nivel para C = 0 (un solo punto). 

x 2 y 2 z 2 

— + — + — — 1 Superficie de nivel para C = 4 (elipsoide). 

X 2 y 2 Z 2 _ 

~— r —- + — 1 Superficie de nivel para C = 16 (elipsoide). 

4 16 16 

Estas superficies de nivel se muestran en la figura 13.16. 


■HUM Si la funcion del ejemplo 6 representara la temperatura en el punto (x, y, z), las superficies 
de nivel mostradas en la figura 13.16 se llamarfan superficies isotermas. ■ 


Graficas por computadora 

El problema de dibujar la grafica de una superficie en el espacio puede simplificarse usan- 
do una computadora. Aunque hay varios tipos de herramientas de graficacion tridimen- 
sionales, la mayoria utiliza alguna forma de analisis de trazas para dar la impresion de tres 
dimensiones. Para usar tales herramientas de graficacion, por lo general se necesita dar la 
ecuacion de la superficie, la region del piano xy sobre la cual la superficie ha de visua- 
lizarse y el numero de trazas a considerar. Por ejemplo, para representar graficamente la 
superficie dada por 

f(x, y) - (x 2 + y 2 ) 0 1 -x 2 - f 2 


f{x,y) ={x 2 +y 2 )e 1 - x2 -y 2 


z 



se podrian elegir los limites siguientes para x, y y z. 

— 3 < X < 3 Limites para X. 

— 3 < y < 3 Limites para y. 

0 < Z < 3 Limites para Z. 

La figura 13.17 muestra una grafica de esta superficie generada por computadora utilizan- 
do 26 trazas paralelas al piano yz. Para realizar el efecto tridimensional, el programa uti¬ 
liza una rutina de “linea oculta”. Es decir, comienza dibujando las trazas en primer piano 
(las correspondientes a los valores may ores de x), y despues, a medida que se dibuja una 
nueva traza, el programa determina si mostrara toda o solo parte de la traza siguiente. 

Las graficas en la pagina siguiente muestran una variedad de superficies que fueron 
dibujadas por una computadora. Si se dispone de un programa de computadora para dibu- 
jo, podran reproducirse estas superficies. 
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Tres vistas diferentesde la graficade/(x,j) = (2 - y 2 + x 2 )e l * 2 



Trazas simples 


Trazas dobles 


Trazas y curvas de nivel de la grafica de f(x,y) 


— 4x 

x 2 + y 2 + 1 


Curvas de nivel 
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CAPITULO 13 Funciones de varias variables 



Ejercicios 


En los ejercicios 1 y 2, usar la grafica para determinar si z es una 
funcion de x y y. Explicar. 


1 . 


z 




y 


En los ejercicios 3 a 6 , determinar si z es una funcion de x y y. 

3. x 2 z + 3y 2 - xy = 10 4. xz 2 + 2xy - y 2 = 4 

5. + 7 - + z 2 = 1 6 . z + x In y — 8 yz = 0 

4 9 


En los ejercicios 7 a 18, hallar y simplificar los valores de la fun¬ 
cion. 

7. f(x,y)=xy 

a) (3,2) b ) (-1,4) c) (30,5) 

<0 (5,y) e) (x, 2) f) (5,t) 

8. f (x, y) = 4 - x 2 - 4y 2 

a) (0,0) b ) (0,1) C) (2,3) 

d) (l,y) e) (x, 0) f) (1,1) 

9. f(x, y) = xe^ 

a) (5,0) b) (3,2) c) (2,-1) 
d) (5, y) e) (x, 2) f) (1,1) 

10 . g(x,y) = ln|x + y| 

a) (1,0) b) (0,-1) c) (0, e) 

d) (l,l) e) (e, e/2) f) (2,5) 

11 . h(x,y,z ) = ^ 

a) (2,3,9) b) (1,0,1) C) (-2,3,4) d) (5,4,-6) 

12. f(x,y, z) = Vx + y + z 

a) (0,5,4) b) (6,8,-3) 

C) (4,6,2) d) (10,-4,-3) 


13. f(x,y) = xseny 

a) (2,77/4) b) (3,1) C) (-3,77/3) d) (4,77/2) 

14. V(r, h) = 77 r 2 b 

a) (3,10) b) (5,2) c) (4,8) d) (6,4) 

15. g(x, y) = (21 - 3) dt 

a) (4,0) b) (4,1) c) (4,f) d) (|,0) 

16. g(x,y) = | j dt 

a) (4,1) b) (6,3) c) (2,5) d) (i,7) 

17. f (x, y) = 2x + y 2 18. f(x,y) = 3x 2 - 2y 

f(x + Ax,y) - f(x,y) . f(x + Ax,y) - f(x,y) 

a) Ax a) Ax 

b fix, y + Ay) - f(x, y) b f(x,y + Ay) - f(x,y) 

; Ay ; Ay 


En los ejercicios 19 a 30, describir el dominio y rango de la fun- 


cion. 


19. f(x,y) = x 2 + y 2 

20. f(x, y) = e x x 

21. g(x, y) = xVy 

22. g(x, y) = 

„ x + y 

,, xy 

xy 

x-y 

25. f(x,y) = V4 - x 2 - y 2 

26. f (x, y) = V4 - x 2 - 4y 2 

27. f (x, y) = arccos(x + y) 

28. f(x, y) = arcsen(y/x) 

29. f(x,y) = ln(4 - x - y) 

30. f (x, y) = ln(xy - 6 ) 

31. Para pensar Las graficas marcadas a), b ), c)y d) son graficas 


de la funcion f (x, y) = -4x/(x 2 + y 2 + 1). Asociar cada grafi¬ 
ca con el punto en el espacio desde el que la superficie es vi- 
sualizada. Los cuatro puntos son (20, 15, 25), (—15, 10, 20), 
( 20 , 20 , 0 ) y ( 20 , 0 , 0 ) 


y 


Generada con Maple 



b) 



Generada con Maple 
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32. Para pensar Usarlafunci6ndadaenelejerticio31. 

a ) Hallar el dominio y rango de la funcion. 

b) Identificar los puntos en el piano xy donde el valor de la fun¬ 
cion es 0 . 

c) ^Pasa la superficie por todos los octantes del sistema de coor- 
denadas rectangular? Dar las razones de la respuesta. 


En los ejercicios 33 a 40, dibujar la superficie dada por la funcion. 


33. f(x, y) = 4 
35. f (x, y) = y 2 
37. z = -x 2 - y 2 

39. f(x, y) = e x 

40. f(x,y ) = 


34. f(x,y) = 6 - 2x - 3y 
36. g(x, y) = \y 
38. z = |Vx 2 + y 2 

x > 0, y > 0 
x < 0 o y < 0 


En los ejercicios 41 a 44, utilizar un sistema algebraico por compu- 
tadora para algebra y representar graficamente la funcion. 

41. z = y 2 - x 2 + 1 42. z ^Vl44 - 16x 2 - 9y 2 

43. f (x, y) = x 2 e (_xy/2) 44. /(x, y) = x sen y 


En los ejercicios 45 a 48, asociar la grafica de la superficie con 
uno de los mapas de contorno. [Los mapas de contorno estan 
marcados a), b), C) y cf).] 

a) y b) y 







47. f(x,y) = ln|y - x 2 | 


z 



En los ejercicios 49 a 56, describir las curvas de nivel de la fun¬ 
cion. Dibujar las curvas de nivel para los valores dados de C. 

49. z = x + y, c = -1, 0, 2, 4 

50. z = 6 — 2x — 3y, C = 0, 2, 4, 6, 8, 10 

51. z = x 2 + 4y 2 , c = 0, 1,2, 3,4 

52. f(x, y) = V9 - x 2 - y 2 , c = 0,1,2,3 

53. f(x, y) = xy, c = ±1, ±2,. . ., ±6 

54. f (x, y) = e xy/2 , C = 2, 3, 4, \ 

55. f(x, y) = x/(x 2 + y 2 ), c = ±|, ±1, ±|, ±2 

56. f(x, y) = ln(x - y), c = 0, ±j, ±1, ±|, ±2 

fa En los ejercicios 57 a 60, utilizar una herramienta de graficacion 
para representar seis curvas de nivel de la funcion. 

57. f(x,y) = x 2 - y 2 + 2 58. f(x, y) = |xy| 

59. g(x,y) = t + X 2 + y2 60 - h ^y) = 3 sen (kl + bl) 



Desarrollo de conceptos 


61. ^Que es una grafica de una funcion de dos variables? ^Como 
se interpreta geometricamente? Describir las curvas de nivel. 

62. Todas las curvas de nivel de la superficie dada por Z = f (x, y) 
son circulos concentricos. ^Implica esto que la grafica de/es un 
hemisferio? Ilustrar la respuesta con un ejemplo. 

63. Construir una funcion cuyas curvas de nivel sean rectas que 
pasen por el origen. 


Para discusion 


64. Considerar la funcion f (x, y) = xy, para X > 0 y y > 0. 

a) Trazar la grafica de la superficie dada por/. 

b) Conjeturar acerca de la relation entre las graficas de/y 
g(x,y) = f (x, y) — 3. Explicar el razonamiento. 

c) Conjeturar acerca de la relation entre las graficas de/y 
g (x, y) = —f (x, y). Explicar el razonamiento. 

d) Conjeturar acerca de la relation entre las graficas de/y 
g(x, y) = \ f (x, y). Explicar el razonamiento. 

e ) Sobre la superficie en el inciso a), trazar la grafica de 
z = f (x, x). 
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CAPfrULO 13 Funciones de varias variables 


R edaccion En los ejercicios 65 y 66, utilizar las graficas de las 
curvas de nivel (valores de C uniformemente espaciados) de la 
funcion f para dar una descripcion de una posible grafica de f. 
^Es unica la grafica de f ? Explicar la respuesta. 

65. y 66. ? 




67. Inversion En el 2009 se efectuo una inversion de $1000 al 
6% de interes compuesto anual. Suponemos que el inversor paga 
una tasa de impuesto R y que la tasa de inflacion anual es /. En 
el ano 2019, el valor V de la inversion en dolares constantes de 
2009 es 


V(I,R) = 1000 


1 + 0.06(1 
1 + / 



Utilizar esta funcion de dos variables para completar la tabla. 


Tasa de 
impuestos 

Tasa de inflacion 

0 

0.03 

0.05 

0 




0.28 




0.35 





68. Inversion Se depositan $5 000 en una cuenta de ahorro a una 
tasa de interes compuesto continuo r (expresado en forma de¬ 
cimal). La cantidad A(r, t) despues de t anos es A(r, t) = 
5 000e rt . Utilizar esta funcion de dos variables para completar la 
tabla. 



Numero de anos 

Tasa 

5 

10 

15 

20 

0.02 





0.03 





0.04 





0.05 






En los ejercicios 69 a 74, dibujar la grafica de la superficie de 
nivel = Cpara el valor de C que se especifica. 

69. f(x,y,z) = x - y + z, c = 1 

70. f(x, y, z) = 4x + y + 2z, c = 4 

71. f(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 , c = 9 

72. f (x, y, z) = x 2 + \y 2 - z, c = 1 

73. f (x, y, z) = 4x 2 + 4y 2 - z 2 , c = 0 

74. f(x, y, z) = sen x - z, c = 0 


75. E xplotacion forestal La regia de los troncos de Doyle es uno 

de varios metodos para determinar el rendimiento en madera ase- 
rrada (en tablones-pie) en terminos de su diametro d (en pulgadas) 
y su longitud L (en pies). El numero de tablones-pie es 


N(d,L) 




2 


a) Hallar el numero de tablones-pie de madera aserrada pro- 
ducida por un tronco de 22 pulgadas de diametro y 12 pies de 
longitud. 

b) Evaluar N (30, 12). 

76. M odelo de filas La cantidad de tiempo promedio que un 
cliente espera en una fila para recibir un servicio es 

w ( x ’y) = ^~r^> x> y 

donde y es el ritmo o tasa media de llegadas, expresada como 
numero de clientes por unidad de tiempo, y x es el ritmo o tasa 
media de servicio, expresada en las mismas unidades. Evaluar 
cada una de las siguientes cantidades. 


a) 1/1/(15, 9) b) 1/1/ (15, 13) C) 1/1/(12, 7) d) 1/1/(5, 2) 

77. Distribucion de temperatures La temperatura T (en grados 
Celsius) en cualquier punto (. x , y) de una placa circular de acero 
de 10 metros de radio es T = 600 - 0.75X 2 - 0.75y 2 , donde x 
y y se miden en metros. Dibujar algunas de las curvas isotermas. 


78. Potencial electrico El potencial electrico V en cualquier punto 

(jc, y) es 


V(x,y) 


5 

V25 + x 2 + y 2 ' 


Dibujar las curvas equipotenciales de V = V = | y V = 

79. Funcion de produccion de Cobb-Douglas Utilizar la funcion 
de produccion de Cobb-Douglas (ver ejemplo 5) para mostrar que 
si el numero de unidades de trabajo y el numero de unidades de 
capital se duplican, el nivel de produccion tambien se duplica. 


80. F uncion de produccion de Cobb-Douglas Mostrar que la fun¬ 
cion de produccion de Cobb-Douglas Z = C X a y 1 - 3 puede rees- 

Z X 

cribirse como In - = In C + a In 

y y 

81. Costo* de construction Una caja rectangular abierta por arri- 
ba tiene x pies de longitud, y pies de ancho y z pies de alto. 
Construir la base cuesta $1.20 por pie cuadrado y construir los 
lados $0.75 por pie cuadrado. Expresar el costo C de construc- 
cion de la caja en funcion de x, y y z. 


82. Volumen Un tanque de propano se construye soldando hemisfe- 
rios a los extremos de un cilindro circular recto. Expresar el volu¬ 
men V del tanque en funcion de r y /, donde r es el radio del cilin¬ 
dro y de los hemisferios, y / es la longitud del cilindro. 


83. L ey de los gases ideates De acuerdo con la ley de los gases 
ideales, P V = kT, donde P es la presion, V es el volumen, T es 
la temperatura (en kelvins) y k es una constante de propor- 
cionalidad. Un tanque contiene 2 000 pulgadas cubicas de 
nitrogeno a una presion de 26 libras por pulgada cuadrada y una 
temperatura de 300 K. 


a) Determinar k. 


b) Expresar P como funcion de V y T y describir las curvas de 
nivel. 


* En Espana se le denomina coste. 
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84. M odelo matematico La tabla muestra las ventas netas v (en 
miles de millones de dolares), los activos totales y (en miles de 
millones de dolares) y los derechos de los accionistas z (en miles 
de millones de dolares) de Wal-Mart desde 2002 hasta el 2007. 
( Fuente: 2007 Annual Report for Wal-Mart ) 


Ano 

2002 

2003 

2004 

2005 

2006 

2007 

X 

201.2 

226.5 

252.8 

281.5 

208.9 

345.0 

y 

79.3 

90.2 

102.5 

117.1 

135.6 

151.2 

z 

35.2 

39.5 

43.6 

49.4 

53.2 

61.6 



Un modelo para estos datos es 


z = f(x,y) = 0.026x + 0.316y + 5.04. 


■ 


a) 


Utilizar una herramienta de graficacion y el modelo para 
aproximar z para los valores dados de v y y. 


b) ^Cual de las dos variables en este modelo tiene mayor in- 
fluencia sobre los derechos de los accionistas? 


c) Simplificar la expresion de f(x, 95) e interpretar su signifi- 
cado en el contexto del problema. 


85. M eteorologia Los meteorologos miden la presion atmosferica 
en milibares. A partir de estas observaciones elaboran mapas 
climaticos en los que se muestran las curvas de presion atmos¬ 
ferica constante (isobaras) (ver la figura). En el mapa, cuanto 
mas juntas estan las isobaras mayor es la velocidad del viento. 
Asociar los puntos A,ByC con a) la mayor presion, b) la menor 
presion y c) la mayor velocidad del viento. 



Figura para 85 


Figura para 86 


86. Lluvia acida La acidez del agua de lluvia se mide en uni- 
dades llamadas pH. Un pH de 7 es neutro, valores menores co- 
rresponden a acidez creciente, y valores mayores a alcalinidad 
creciente. El mapa muestra las curvas de pH constante y da evi- 
dencia de que en la direction en la que sopla el viento de areas 
muy industrializadas la acidez ha ido aumentando. Utilizar las 
curvas de nivel en el mapa, para determinar la direction de los 
vientos dominantes en el noreste de Estados Unidos. 


87. A tmosfera El contorno del mapa mostrado en la figura fue ge- 
nerado por computadora usando una coleccion de datos mediante 
instrumentation del satelite. El color se usa para mostrar el “agu- 
jero de ozono” en la atmosfera de la Tierra. Las areas purpura y 
azul representan los mas bajos niveles de ozono y las areas 
verdes representan los niveles mas altos. (Fuente: National 
Aeronautics and Space Administration) 


Figura para 87 

a) ^Corresponden las curvas de nivel a los mismos niveles de 
ozono espaciados? Explicar. 

b ) Describir como obtener un contorno de mapa mas detallado. 

88. Geologia El mapa de contorno de la figura representa ampli¬ 
tudes sfsmicas en codigo de color de una falla horizontal y un 
mapa de contorno proyectado que se usa en los estudios de te- 
rremotos. (Fuente: Adaptado de Shipman/Wilson/Todd, An In¬ 
troduction to Physical Science, 10a. ed.) 


a) Analizar el uso de colores para representar las curvas de nivel. 

b) ^Corresponden las curvas de nivel a amplitudes uniforme - 
mente espaciadas? Explicar. 


cVerdadero 0 falso? En los ejercicios 89 a 92, determinar si la 
declaration es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
dar un ejemplo que demuestre que es falsa. 


89. Si f (xo, y 0 ) = f(x u yO, entonces x 0 = x 1 yy 0 = yi. 

90. Si f es una funcion, entonces f(ax, ay) = a 2 f(x,y). 

91. Una recta vertical puede cortar la grafica de Z = f (x, y) a lo 
sumo una vez. 

92. Dos diferentes curvas de nivel de la grafica de z = f (x, y) 
pueden intersecarse. 
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CAPITULO 13 Funciones de varias variables 


13.2 


Limites y continuidad 


■ Entender la definition de un entorno en el piano. 

■ Entender y utilizar la definition de limite de una funcion de dos variables. 

■ Extender el concepto de continuidad a una funcion de dos variables. 

■ Extender el concepto de continuidad a una funcion de tres variables. 


Entornos en el piano 



Sonya Kovalevsky (1850-1891) 

Gran parte de la terminologla usada para 
definir limites y continuidad de una funcion 
de dos o tres variables la introdujo el 
matematico aleman Karl Weierstrass 
(1815-1897). El enfoque riguroso de 
Weierstrass a los limites y a otros temas en 
calculo le valio la reputation de “padre del 
analisis moderno”. Weierstrass era un ma¬ 
estro excelente. Una de sus alumnas mas 
conocidas fue la matematica rusa Sonya 
Kovalevsky, quien aplico muchas de las tec- 
nicas de Weierstrass a problemas de la flsica 
matematica y se convirtio en una de las 
primeras mujeres aceptada como investi- 
gadora matematica. 


En esta seccion seestudiaran limites y continuidad de funciones de dos o tres variables. La 
seccion comienza con funciones de dos variables. AI final de la seccion, los conceptos se 
extienden a funciones de tres variables. 

El estudio del limite de una funcion de dos variables inicia definiendo el analogo bidi- 
mensional de un intervalo en la recta real. Utilizando la formula para la distancia entre dos 
puntos (x, y) y (x 0 , y 0 ) en el piano, se puede definir el entorno 8 de (x Q , y 0 ) como el disco 
con radio 8 > 0 centrado en ( x 0 , y 0 ) 


{(x,y): V(x - x 0 ) 2 + (y - y 0 ) 2 < s} 


Disco abierto. 


como se muestra en lafigura 13.18. Cuando esta formula contiene el signo de desigualdad 
menor que, <, al disco se le llama abierto, y cuando contiene el signo de desigual¬ 
dad menor o igual que, <, al disco se le llama cerrado. Esto corresponde al uso del < y 
del < al definir intervalos abiertos y cerrados. 



Un disco abierto La frontera y los puntos interiores de una region R 

Figura 13.18 Figura 13.19 


Un punto (x 0 , y Q ) en una region R del piano es un punto interior de R si existe un 
entorno d de (x 0 , y 0 ) que este contenido completamente en R, como se muestra en la figura 
13.19. Si todo punto de R es un punto interior, entonces R es una region abierta. U n punto 
(x 0 , y 0 ) es un punto frontera de R si todo disco abierto centrado en (x 0 , y 0 ) contiene puntos 
dentro de R y puntos fuera de R. Por definicion, una region debe contener sus puntos inte¬ 
riores, pero no necesita contener sus puntos frontera. Si una region contiene todos sus pun¬ 
tos frontera, la region es cerrada. U na region que contiene algunos pero no todos sus puntos 
frontera no es ni abierta ni cerrada. 

BA RA MAYOR INFORMACION Para mas informacion acerca de Sonya Kovalevsky, ver el 
articulo "S. Kovalevsky: A Mathematical Lesson" de Karen D. Rappaport en The American 
Mathematical Monthly. 
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Limite de una funcion de dos variables 


DEFINICION DEL LIMITE DE UNA FUNCION DE DOS VARIABLES 

Sea / una funcion de dos variables definida en un disco abierto centrado en (x 0 , y 0 ), 
excepto posiblemente en (x 0 , y 0 ), y sea L un numero real. Entonces 

lim f(x, y) = L 

(x,y)Mx 0 .yo) 

si para cada s > 0 existe un 8 > 0 tal que 

| f{x,y) - L\ < e siempreque 0 < V(x - x 0 ) 2 + (y - y 0 ) 2 < 8. 


mniiu Graficamente, esta definicion del limite implica que para todo punto (x,y) + (x 0 , y 0 ) en el 
disco de radio 5, el valor f(x,y) estaentreL + eyL - e, como semuestraen lafigura 13.20. ■ 


L + £ 



La definicion del limite de una funcion en dos variables es similar a la definicion del 
limite de una funcion en una sola variable, pero existe una diferencia importante. Para deter- 
minar si una funcion en una sola variable tiene limite, solo se necesita ver que se aproxime al 
limite por ambas direcciones: por la derecha y por la izquierda. Si la funcion se aproxima al 
mismo limite por la derecha y por la izquierda, se puede conduir que el limite existe. Sin 
embargo, en el caso de una funcion de dos variables, la expresion 


(x, y) (x 0 , y Q ) 



Disco de radios 


Para todo (x,y) en el clrculo de radio 8, el 
valor de fix, y) se encuentra entre L + s y 
L - e. 


significa que el punto (x, y) puede aproximarse al punto (x 0 , >- 0 ) por cualquier direccion. Si 
el valor de 




lim fix, y) 

y)Mx a .y,Y 


no es el mismo al aproximarse por cualquier direccion, o trayectoria o camino a (x 0 , y 0 ), el 
limite no existe. 


Figura 13.20 


EJEMPLO I Verificar un limite a partir de la definicion 


M ostrar que 


lim x = a. 

(x,y)Ma,b) 


Solucion Sea /(x, y) = x y L = a. Se necesita mostrar que para cada s > 0, existe un 
entorno 8 de (a, b) tal que 

| f(x,y) - L\ = \x - a\ < s 

siempre que (x, y) + (a, b) se encuentre en el entorno. Primero se puede observar que 

0 < V(x — a ) 2 + (y — bfi < 8 

implica que 

|/(x, y) — a\ = |x — a\ 

= V (* — «) 2 

< V(x — a ) 2 + (y — bfi 

< 8 . 

A si que se puede elegir 8 = e y el limite queda verificado. 













900 


CA PITU L0 13 Funciones de varias variables 


Los Ifmites de funciones de varias variables tienen las mismas propiedades respecto a 
la suma, diferencia, producto y cociente que los Ifmites de funciones de una sola variable. 
(Ver teorema 1.2 en la seccion 1.3.) Algunas de estas propiedades se utilizan en el ejem- 
plo siguiente. 


EJEMPLO 2 Calculo de un li'mite 


Calcular 


i' 5* 2 y 

Inn 7 , 

(x, 2) x 2 + y 


2' 


Solucion Usando las propiedades de los Ifmites de productos y de sumas, se obtiene 

Ifm ? 5x 2 y = 5(1 2 )(2) 

(x, y)-»(l, 2) 

= 10 


y 


. !im (x 2 + y 2 ) = (l 2 + 2 2 ) 

(x, y)-»(l, 2) 


= 5. 


Como el limite de un cociente es igual al cociente de los Ifmites (y el denominador no es 
0), se tiene 

5* 2 y 10 

(x, y)^(l, 2) X 2 + y 2 5 

= 2 . 


EJEMPLO 3 Verificar un limite 


Calcular 


Ifm 


5x 2 y 


(x, y)->(0, o) x 2 + y 


2‘ 



Solucion En este caso, los Ifmites del numerador y del denominador son ambos 0, por 
tanto no se puede determinar la existencia (o inexistencia) del limite tomando los Ifmites 
del numerador y del denominador por separado y dividiendo despues. Sin embargo, por la 
grafica de/ (figura 13.21), parece razonable pensar que el limite pueda ser 0. En conse- 
cuencia, se puede intentar aplicar la definicion de limite a L = 0. Primero, hay queobser- 
var que 

M < y < i. 

Entonces, en un entorno 8 de (0, 0), se tiene 0 < Jl? + y 2 < 8, lo que, para (x, y) * 
(0, 0) implica 


\f(x,y) - 0| = 


5x 2 v 


x 2 + y‘ 


= 5M 


x 2 + y‘ 


2 5|y| 

< 5V* 2 + y 2 

< 5S. 


Por tanto, se puede elegir 8 = s/5 y concluir que 


Ifm 


(x,y)M0,0)X 


5x 2 y 
2 +y 2 


= 0. 


Figura 13.21 
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z 



Figura 13.22 


En el ejemplo 4 se puede 
concluir que el Ifmite no existe ya que 
se encuentran dos trayectorias que dan 
limites diferentes. Sin embargo, si dos 
trayectorias hubieran dado el mismo 
I unite, no se podrfa concluir que el 
Ifmite existe. Para llegar a tal con¬ 
clusion, se debe mostrar que el Ifmite 
es el mismo para todas las aproxima- 
ciones posibles. ■ 


Con algunas funciones es facil reconocer que el Ifmite no existe. Por ejemplo, esta 
claro que el Ifmite 


(*,y)-»(0, 0) x 2 + y 2 

no existe porque el valor de/(x, y) crece sin tope cuando (x,y) se aproxima a (0, 0) alo largo 
de cualquier trayectoria (ver la figura 13.22). 

Con otras funciones no es tan facil reconocer que un Ifmite no existe. A si, el siguiente 
ejemplo describe un caso en el que el Ifmite no existe ya que la funcion se aproxima a va- 
lores diferentes a lo largo de trayectorias diferentes. 


EJEMPLO 4 Un li'mite que no existe 


M ostrar que el siguiente Ifmite no existe. 


Ifm 

(*,y)->(0,0) 



Solucion El dominio de la funcion 


fix, y) = 



2 


consta de todos los puntos en el piano xy con excepcion del punto (0, 0). Para mostrar que 
el Ifmite no existe cuando (x, y) se aproxima a (0, 0), considerense aproximaciones a (0, 0) 
a lo largo de dos "trayectorias" diferentes, como se muestra en la figura 13.23. A lo largo 
del eje x, todo punto es de la forma (x, 0) y el Ifmite a lo largo de esta trayectoria es 


Ifm 


(x, 0)->(0, 0) \X 2 + 0 2 


c 2 - 0 2 


= Ifm l 2 = 1. 

(x, 0)->(0, 0) 


Limite a lo largo del ejex. 


Sin embargo, si (x, y) se aproxima a (0, 0) a lo largo de la recta y = x, se obtiene 


Ifm 

(*,*)->( 0 , 0 ) 



Ifm 


(*,*)->«>, 0) 



= 0 . 


Limite a lo largo de la recta y = x. 


Esto significa que en cualquier disco abierto centrado en (0, 0) existen puntos (x, y) en los 
que / toma el valor 1 y otros puntos en los que / asume el valor 0. Por ejemplo, 
fix, y) = 1 en los puntos (1, 0), (0.1, 0), (0.01, 0), y (0.001, 0) y fix, y) = 0 en los puntos 
(1,1), (0.1, 0.1), (0.01, 0.01) y (0.001,0.001). Por tanto, / no tiene Ifmite cuando 

(x, y) -x (0, 0). 


4 A lo largo del ejex: (x, 0) -> (0, 0) 
* El limite es 1. 



A lo largo del ejey =x: (x, x) -> (0, 0) 
El limite es 0. 


Km (~ 2 -^ 

(x,jO->(o,o) \X 2 + y 2 

Figura 13.23 


I no existe 
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Continuidad de una funcion de dos variables 

En el ejemplo 2 hay que observar que el Ifmite de f(x,y) = 5 x 2 y/{x 2 + y 2 ) cuando 
(jc, y) -> (1, 2) puede calcularse por sustitucion directa. Es decir, el Ifmite es /(1, 2) = 2. 
En tales casos se dice que la funcion / es continua en el punto (1, 2). 


Esta definicion de con¬ 
tinuidad puede extenderse a puntos 
frontera de la region abierta R con- 
siderando un tipo especial de Ifmite en 
el que solo se permite a (*, y) tender 
had a (x 0 , y 0 ) a lo largo de trayectorias 
que estan en la region R. Esta nocion es 
similar a la de Ifmites unilaterales, 
tratada en el capftulo 1. ■ 


DEFINICION DE CONTINUIDAD DE UNA FUNCION DE DOS VARIABLES 


U na funcion / de dos variables es continua en un punto de una region 

abierta R si f(x Q , y 0 ) es igual al Ifmite de f(x, y) cuando (x, y) -> (x Q , y 0 ). Es decir, 

Ifrri f(x, y) = f(x 0 , y 0 ). 

(x, y)->(x 0 ,y 0 ) 

La funcion / es continua en la region abierta R si es continua en todo punto de R. 


En el ejemplo 3 se mostro que la funcion 


fix, y ) = 


5x 2 y 
x 2 + y 2 


no es continua en (0, 0). Sin embargo, como el Ifmite en este punto existe, se puede eliminar 
la discontinuidad definiendo el valor de fen (0, 0) igual a su Ifmite. Tales discontinuidades 
se llaman removibles o evitables. En el ejemplo 4 se mostro que la funcion 


fix, y ) = 


(x 2 - y 2 \ 2 

U 2 + y 2 ) 


tampoco es continua en (0, 0), pero esta discontinuidad es inevitable o no removible. 


TEOREMA 13.1 FUNCIONES CONTINUAS DE DOS VARIABLES 

Si k es un numero real y fy g son funciones continuas en (x 0 , y 0 ), entonces las fun¬ 
ciones siguientes son continuas en (x 0 , y 0 ). 

1. M ultiplo escalar: kf 3. Producto: fg 

2. Sumay diferencia: f± g 4. Cociente: f/g, si g{x 0 , y 0 ) # 0 


El teorema 13.1 establece la continuidad delas funcionespolinomialesy rationales en 
todo punto de su dominio. La continuidad de otros tipos de funciones puede extenderse de 
manera natural de una a dos variables. Por ejemplo, las funciones cuyas graficas se mues- 
tran en las figuras 13.24 y 13.25 son continuas en todo punto del piano. 



La funcion / es continua en todo punto del piano 

Figura 13.24 


La funcion / es continua en todo punto en el piano 

Figura 13.25 
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Sostener una cuchara a un pal mo de 
distancia y mirar la propia imagen 
en la cuchara. La imagen estara 
invertida. Ahora, mover la cuchara 
mas y mas cerca a uno de los ojos. 
En algun punto, la imagen dejara de 
estar invertida. i Podria ser que la 
imagen ha sido deformada conti- 
nuamente? Hablar sobre esta 
cuestion y sobre el significado gen¬ 
eral de continuidad con otros miem- 
bros de la clase. (Esta exploracion 
la sugirio Irvin Roy Hentzel, Iowa 
State University.) 


El siguiente teorema establece las condiciones bajo las cuales una funcion compuesta 
es continua. 


TEOREMA 13.2 CONTINUIDAD DE UNA FUNCION COMPUESTA 

Si h es continua en (jc 0 , y 0 ) y g es continua en h(x 0 , y Q ), entonces la funcion com¬ 
puesta (g ° h)(x, y ) = g(h(x, y)) es continua en (x 0 , y 0 ). Es decir, 

lim g(h(x,y)) = g(h(x Q ,y Q )). 

(x, j)^(x 0 , y 0 ) 


mwiiLW En el teorema 13.2 hay que observar que/i es una funcion de dos variables mientras que 
g es una funcion de una variable. ■ 

EJEMPLO 5 Analisis de la continuidad 

A nalizar la continuidad de cada funcion. 



Solucion 


a) Como una funcion racional es continua en todo punto de su dominio, se puede concluir 
que / es continua en todo punto del piano xy excepto en (0, 0), como se muestra en la 
figura 13.26. 

b> La funcion dada por g(x,y) = 2/(y - x 2 ) es continua excepto en los puntos en los 
cuales el denominador es 0, y - x 2 = 0. Por tanto, se puede concluir que la funcion es 
continua en todos los puntos excepto en los puntos en que se encuentra la parabola 
y = x 2 . En el interior de esta parabola se tieney > x 2 , y la superficie representada por 
la funcion se encuentra sobre el piano xy, como se muestra en la figura 13.27. En el 
exterior de la parabola, y < x 2 , y la superficie se encuentra debajo del piano xy. 


EXPLORACION 

Sostener una cuchara a un pal mo de 
distancia y mirar la propia imagen 
en la cuchara. La imagen estara 
invertida. Ahora, mover la cuchara 
mas y mas cerca a uno de los ojos. 
En algun punto, la imagen dejara de 
estar invertida. i Podria ser que la 
imagen ha sido deformada conti- 
nuamente? H ablar sobre esta 
cuestion y sobre el significado gen¬ 
eral de continuidad con otros miem- 
bros de la clase. (Esta exploracion 
la sugirio Irvin Roy Hentzel, Iowa 
State University.) 



g(x,y)=^ 


La funcion g no es continua en la parabola 


La funcion / no es continua en (0, 0) 

Figura 13.26 


y = x L 

Figura 13.27 
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z 



Esfera abierta en el espacio 

Figura 13.28 


Continuidad de una funcion de tres variables 

Las definiciones anteriores de Ifmites y continuidad pueden extenderse a funciones de tres 
variables considerando los puntos (x, y, £) dentro de la esfera abierta 


(x - x 0 ) 2 3 + (y - y 0 ) 2 + (z ~ Zq) 2 < 8 2 . Esfera abierta. 

El radio de esta esfera es 8, y la esfera esta centrada en (x 0 , y 0 , - 0 ), como se muestra en la 
figura 13.28. U n punto (x 0 , y 0 , z 0 ) en una region R en el espacio es un punto interior de R 
si existe una S-esfera centrada en (x 0 , y 0 , z 0 ) que esta contenida completamente en R. Si 
todo punto de R es un punto interior, entonces se dice que R es una region abierta. 


DEFINICION DE CONTINUIDAD DE UNA FUNCION DE TRES VARIABLES 

U na funcion / de tres variables es continua en un punto de una region 

abierta R si /(x 0 , y 0 , z 0 ) esta definido y es igual al limite de /(x, y, z) cuando (x, y, z) 
se aproxima a (x 0 , y 0 , z 0 ). Es decir, 

Iim f(x, y, z) = f(x 0 , y 0 , z 0 )■ 

(x,y, z)->(xo,yo,zo) 

La funcion / es continua en una region abierta R si es continua en todo punto 
d eR. 


EJEMPLO 6 Continuidad de una funcion de tres variables 

La funcion 

f{x, y, z) = 2 i \ - 

x 2 + y 2 - z 

es continua en todo punto en el espacio excepto en los puntos sobre el paraboloide dado 

por z = x 2 + y 2 . 



Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 4, utilizar la definicion de limite de una fun¬ 
cion de dos variables para verificar el limite. 


1. Ifm x = 1 

(X.y)->( 1 . 0 ) 

3. Ifm y = - 3 

(*< y)-»(i. - 3 ) 1 


2. Ifm x = 4 

(x,y)M 4,-1) 

4. Ifm y = b 

(x, y)->(a, b ) 


En los ejercicios 5 a 8, hallar el limite indicado utilizando los 
limites 


En los ejercicios 9 a 22, calcular el limite y analizar la con¬ 
tinuidad de la funcion. 


9. Ifm (2x 2 + y) 

(*. y)—>(2, l) 

11. Ifm e xy 

(X.y)-K 1.2) 



Iim fix, V) = 4 

y 


Ifm Q(X V) = 3. 

(X, b> 




5. 

Iim 

(x, y)->(a» b) 

[f(x,y)~ 

g(x, 

y)] 

15. 

6. 

Iim 

pf(x, y)l 



17. 


(x,yH(a,b) 

_ g(x, y) _ 




7. 

Iim 

(x,y)->(a,b) 

[f(x,y)g(x,y)] 


19. 

8. 

Iim 

f(x,y) + 

g(x, 

y) l 

21. 

Qc.y)->(a.b) 

f(x, 

y) 




13. Ifm - 

( x - y) —>(o, 2 ) y 

Ifm 


xy 


(x,y)Ml.l)X z + y z 

Ifm ycosxy 

(x,y)^(7r/4,2)' 


Ifm 


arcsen xy 


Oo y) —>(o, i) 1 - xy 

Ifm Jx + y + z 

(x, y, z)—»(1, 3, 4) 


10. Ifm (x + 4y + 1) 

(x, y)-»(o, o) 


12. Ifm 


x + y 


(x,y)^(2,4)X 2 + 1 

14. Ifm ^ 

(x, y) —>(—i, 2 ) x - y 


16. 

18. 


11 m , 

(x, y)->(i, 1) Vx + y 

x 

1 1 m sen- 

(x,y)^(27r, 4) y 


^ arccos(x/y) 

20. Iim —-— 

(x,y)M 0 , 1 ) 1 + xy 

22. Ifm xe yz 

(x, y,z)->(-2, 1, 0) 
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En los ejercicios 23 a 36, hallar el limite (si existe). Si el limite no 
existe, explicar por que. 


23. 


Iim 


25. Iim 


xy - 1 
y)M i, i) 1 + xy 

1 


(X, 


27. 


y)->( o, o) x + y 
x : 


Iim 


2 _ y2 


(x,y)->(2,2) X-y 


29. Iim 


*-y 


(x,y)^(0,0) Vx - Vy 


31. 


Iim 


x + y 


(x, y)->(0, 0)X Z 


24. 


Iim 


x 2 y 


(x, y)— >(i. -i) 1 + xy 2 


26. Iim - 5 -^ 

(x, y)->(0, o)x 2 y 2 

x 4 - 4 v 4 

28. Iim 2 ^ ? 2 

(x,y)^(0,0) X 2 + 2y 2 


30. 

32. 


Iim 


x - y - 1 


(x,y)^(2,l) Vx - y - 1 

Iim -r- ■= 

(x,y)^(0,0)X 2 - y 2 


33. Iim 


(x, y) —>(o, 0) (x 2 + l)(y 2 + 1 ) 


35. 


(X, 


Iim 


xy + yz + xz 


y, zR(0, 0, 0) X 2 + y 2 + z 2 


36. 


Iim 


xy + yz 2 + xz 2 


(x, y, z)—»(0, 0, 0) x z + y z + Z z 


34. Iim ln(x 2 + y 2 ) 

(x, y)—>(o, 0 ) 


En los ejercicios 37 y 38, analizar la continuidad de la funcion y 
evaluar el limite de (si existe) cuando (x,^ —» (ft 0). 


37. f(x, y) = e*y 


z 



38. f(x, y) 


cos(x 2 + y 2 ) 
x 2 + y 2 



En los ejercicios 39 a 42, utilizar una herramienta de graficacion 
para elaborar una tabla que muestre los valores de f(x, en los 
puntos que se especifican. Utilizar el resultado para formular una 
conjetura sobre el limite de f(x,^ cuando (x,^ —> (ftO). 
Determinar analiticamente si el limite existe y discutir la con¬ 
tinuidad de la funcion. 

*y 


39. f(x,y)= x2+y2 

Trayectoria: y = 0 
Puntos: (1, 0), 

(0.5, 0), (0.1, 0), 

( 0 . 01 , 0 ), ( 0 . 001 , 0 ) 
Trayectoria: y = x 
Puntos: (1,1), 

(0.5, 0.5), (0.1, 0.1), 

(0.01, 0.01), (0.001, 0.001) 

40 - /(*•?) = ^7 

Trayectoria: y = 0 
Puntos: (1, 0), 

(0.5, 0), (0.1, 0), 

(0.01, 0), (0.001, 0) 
Trayectoria: y = x 
Puntos: (1,1), 

(0.5, 0.5), (0.1, 0.1), 

(0.01, 0.01), (0.001, 0.001) 


41. fix, y) = - 


xy*- 


X 2 + / 

Trayectoria: x = y 2 
Puntos: (1,1), 

(0.25, 0.5), (0.01, 0.1), 

(0.0001, 0.01), 

( 0 . 000001 , 0 . 001 ) 
Trayectoria: x = -y 2 
Puntos: (-1,1), 

(-0.25, 0.5), (-0.01,0.1), 
(- 0 . 0001 , 0 . 01 ), 
(- 0 . 000001 , 0 . 001 ) 
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42. f(x,y) = 


lx -y 2 


2x 2 + y 

Trayectoria: y = 0 
Puntos: (1, 0), 

(0.25, 0), (0.01, 0), 

( 0 . 001 , 0 ), 

( 0 . 000001 , 0 ) 
Trayectoria: y = x 
Puntos: (1,1), 

(0.25, 0.25), (0.01, 0.01), 

( 0 . 001 , 0 . 001 ), 

( 0 . 0001 , 0 . 0001 ) 


En los ejercicios 43 a 46, analizar la continuidad de las funciones 
f y g Explicar cualquier diferencia. 



x 4 - y 4 



g(x, y) = \ lx 2 + y 2 

[o. 

f 4x 2 y 2 

45. f(x, y) = |x 2 + y 2 ' 

k 

f 4x 2 y 2 

g(x,y) = x 2 + y 2 ' 


46. f(x, y) = x 2 + y 2 

Lo, 

fx 2 + 2 xy 2 + y : 


toy) * (0, 0) 
toy) = (0, o) 
toy)#(o, 0) 
to y) = (o, 0 ) 
to y) * (o, o) 

to y) = (o, o) 

toy) * (0,0) 

to y) = (o, o) 


gto y) = 


x 2 + y 


U, 


toy) 

* ( 0 , 0 ) 


toy) 

= ( 0 , 0 ) 


toy) 

* ( 0 , 0 ) 


toy) 

= ( 0 , 0 ) 


+ y 2 , 

(x, y) * 

( 0 , 0 ) 


(x, y) = 

( 0 , 0 ) 

+ y 2 

2 

toy) * 

( 0 , 0 ) 


to y) = 

( 0 , 0 ) 


***** En los ejercicios 47 a 52, utiiizar un sistema algebraico por 
computadora para representar graficamente la funcion y hallar 


lim f(X y) (si existe). 

(k y )->( 0 , 0 ) 


47. fix, y) = sen x + seny 

6 xy 

x 2 + y 2 + 1 


48. f(x, y) = sen- + cos- 
v x x 

X 2 + V 2 

50. f{x,y) = —^~ 


En los ejercicios 53 a 58, utiiizar las coordenadas polares para 
hallar el limite. [ Sugerenaac Tomar x= rcosO y y= rsenO, y 
observar que (x,^-^(QO) implica r-» Ol] 


xy 2 


53. lim 7 7 

(x,y)^(0, 0)X 2 + y 2 

x 2 v 2 

55. lim 5 7 

(x, y)—»(0, 0) X 2 + y 2 

57. lim cos(x 2 + y 2 ) 

(x, y)—>(o, o) 


x 3 + y 3 

54. lim 7 

(x,y)^(0, 0)X 2 + y 2 


56. lim 


x 2 - y 2 


(x, y)— >( 0 , 0 ) 7 x 2 + y 2 


58. lim senVx 2 + y 2 

(x, y)—>(0, 0) 


En los ejercicios 59 a 62, usar las coordenadas polares y la regia 
de L’Hopital para encontrar el limite. 


r senVx 2 + y 2 
59. lim — 7 = 

(x, y)— »(o, o) 7 x 2 + y 2 


^ sen(x 2 + y 2 ) 

60. lim —7 - 

(x,y)->( 0 , 0 ) x 2 + y 2 


61. lim 


1 - cos(x 2 + y 2 ) 


(x,y)->(0,0) X 2 + y 2 

62. lim (x 2 + y 2 )ln(x 2 + y 2 ) 

(x, y)—>(0, 0) 

En los ejercicios 63 a 68, analizar la continuidad de la funcion. 


63. f(x, y, z) = 


64. f(x, y, z) = 


Vx 2 + y 2 + z 2 — v-'/'W x 2 + y 2 4 


65. f(x, y, i) = 


sen z 
e x + e y 


x 2 + y 2 
66 . f (x, y, z) = xy sen z 


[ sen xy 


, xy ^ 0 


67. f(x, y) = xy 

1 , xy = 0 


fsen(x 2 -y 2 ) ~ 7 

— i . x 2 ^ y 2 

68 . f(x, y) = \ x 2 -y 2 

[l, x 2 = y 2 

En los ejercicios 69 a 72, analizar la continuidad de la funcion 
compuesta f ° g. 

69. f(t) = t 2 

gto y) = 2x - 3y 

70. f(t) = - t 

g(x, y) = x 2 + y 2 

71. f(t) = J 72. f(t ) = 1 


gto y) = 2x - 3y 

En los ejercicios 73 a 78, hallar cada limite, 
f(x+ 


1 - t 
g(x, y) = x 2 + y 2 


a) lim 

Ax—>0 


Ax 


fa lim ftoy+A^-f(x;^ 

Ay >0 \y 

73. f(x, y) = x 2 - 4y 
75. f(x, y) = ^ 

77. f (x, y) = 3x + xy - 2y 


74. f(x, y) = x 2 + y 2 
76. f (x, y) —-— 

78. f(x, y) = Vy (y + l) 


52. f(x, y) = 
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cVerdadem O falso? En los ejercicios 79 a 82, determinar si la 
declaracion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
dar un ejemplo que demuestre que es falsa. 

79. Si Ifm f(x, y) = 0, entonces Ifm f(x, 0) = 0. 

(x, y)-»(0, 0) x->U 

80. Si lim /(0,y) = 0, entonces lim f(x,y) = 0. 

(x.rf-KO.Or' // (x,y)^.(0,0)-' V 

81. Si / es continua para todo x y para todo y distintos de cero, y 
/(0, 0) = 0, entonces Ifm fix, y) = 0. 

(x, y)M0, 0) 

82. Si g y h son funciones continuas tie x y y, y f(x,y) = 
g(jt) + h(y), entonces / es continua. 

y 2 

83. Considerar Ifm -— (ver la figura). 

(x,y)M0,0) xy 


z 



a) Determinar el Ifmite (si es posible) a lo largo detoda recta de 
la forma y = ax. 

b) Determinar el Ifmite (si es posible) a lo largo de la parabola 

y = x 2 . 

c) iExisteel Ifmite? Explicar la respuesta. 

84. Considerar Ifm / 37 9 (ver la figura). 

(x,y)^(0,0)X 4 + y 2 * 


Z 



a) Determinar el Ifmite (si es posible) a lo largo detoda recta de 
la forma y = ax. 

b) Determinar el Ifmite (si es posible) a lo largo de la parabola 

y = x 2 . 

c ) iExisteel Ifmite? Explicar la respuesta. 

En los ejercicios 85 y 86, utilizar las coordenadas esfericas para 
encontrar el limite. [Sugerenda: Tomar x = p sen cos 0, y = 
p sen c p sen 0 y z = p cos c/>, y observar que (x, y, $ -»(ft ft O) es 
equivalente a p^ 0+.] 

85. Ifm 2 . ^ , 2 

(*, y, z)->(0, 0, 0) X 2 + y 2 + r 


86 . Ifm tan -1 

ix,y, z)->(0, 0, 0) 


_x 2 + y 2 + z 2 . 


87. Hallarel Ifmitesiguiente. 

x 2 + 1 


Ifm tan -1 

(*» y)->(0,1) 


x 2 + (y- l) 2 . 


88 . Dada la funcion 


definir /(0, 0) de manera que f sea continua en el origen. 

89. Demostrarque 

, \ [f(x, y) + g(x, y)] = L x + L 2 

(x, y)->(a, b) 

donde f(x,y) tiende a L x y g(x,y) se aproxima a l 2 cuando 
(x, y) (a, b). 

90. Demostrar que si / es continua y fia, b) < 0, existe un J-en- 
torno de {a, b) tal que f(x,y) < 0 para todo punto (*, y) en la 
vecindad 0 el entorno. 


Desarrollo de conceptos 


91. Definir el Ifmite de una funcion de dos variables. Describir 
un metodo para probar que 

Ifm f(x,y) 

(x, y)->(x 0 , y 0 ) 


no existe. 

92. Dar la definicion de continuidad de una funcion de dos va¬ 
riables. 

93. Determinar si cada una de las siguientes declaraciones es 
verdadera 0 falsa. Explicar el razonamiento. 

a) Si Ifm f(x,y) = 4, entonces Ifm fix, 3) = 4. 

(x,y)->(2,3) x^2 v ’ 


1 b) Si Ifm fix, 3) = 4, entonces Ifm f(x,y) = 4. 

x—>2 ' (*,y)^(2,3) 


c) Si Ifm fix, 3) = Ifm f(2, y) = 4, entonces 

x->2 y->3 


Ifm 

(X, y)->(2, 3) 


f(x,y) = 4. 


d ) Si Ifm fix, y) = 0, entonces para cualquier numero 

(x, y)—>(o, 0) y; 


real k, Ifm fikx,y) = 0. 

(x, y)-K0, 0) 


Para discusion 


94. a) Si /(2, 3) = 4, <;se puede concluir algo acerca de 

Ifm f(x, y)? Dar razones que justifiquen la respuesta. 

(x,y)^>(2, 3) 

b ) Si Ifm fix, y) = 4, ' L se puede concluir algo acerca 

(x,y)->(2, 3) 

de/(2, 3)? Dar razones que justifiquen la respuesta. 
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Derivadas parciales 


■ Hallar y utilizar las derivadas parciales de una funcion de dos variables. 

■ Hallar y utilizar las derivadas parciales de una funcion de tres o mas variables. 

■ Hallar derivadas parciales de orden superior de una funcion de dos o tres 
variables. 


Derivadas parciales de una funcion de dos variables 



Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783) 

La introduction de las derivadas parciales 
ocurrio anos despues del trabajo sobre el 
calculo de Newton y Leibniz. Entre 1730 y 
1760, Leonhard Euler y Jean Le Rond 
d’Alembert publicaron por separado varios 
articulos sobre dinamica en los cuales 
establecieron gran parte de la teoria de las 
derivadas parciales. Estos articulos utiliza- 
ban funciones de dos o mas variables para 
estudiar problemas de equilibrio, movimien- 
to de fluidos y cuerdas vibrantes. 


En aplicaciones de funciones de varias variables suele surgir la pregunta: i"Como afectarfa 
al valor de una funcion un cambio en una de sus variables independientes"? Se puede con- 
testar esta pregunta considerando cada una de las variables independientes por separado. 
Por ejemplo, para determinar el efecto de un catalizador en un experimento, un quimico 
podria repetir el experimento varias veces usando cantidades distintas de catalizador, 
mientras mantiene constantes las otras variables como temperatura y presion. Para deter¬ 
minar la velocidad o la razon de cambio de una funcion/respecto a una de sus variables 
independientes se puede utilizar un procedimiento similar. A este proceso se le llama 
derivation parcial y el resultado se llama derivada parcial de/con respecto a la variable 
independiente elegida. 


DEFINICION DE LAS DERIVADAS PARCIALE S DE UNA FUNCION DE DOS VARIABLES 


Si z = fix, v) , las primeras derivadas parciales de / con respecto a x y y son las 
funciones f x y f y definidas por 


fix, y) = lim 

Jx ■" A*->0 


/(* + Ax, y) - f(x, y) 

Ax 


fyix, y) = Ifm 


fix, y + Ay) - f(x, y) 

Ay 


siempre y cuando el limite exista. 


Esta definicion indica que si z = fix, y), entonces para hallar f x se considera y cons- 
tante y se deriva con respecto a x. De manera similar, para calcular f y , se considera x 
constante y se deriva con respecto a y. 


EJEMPLO I Hallar las derivadas parciales 

Hallar las derivadas parciales f x y f y de la funcion 

fix, y) = 3x - x 2 y 2 + 2x 3 y. 

Solucion Si se considera y como constante y se deriva con respecto a x se obtiene 

fix, y) = 3x — x 2 y 2 + 2x 3 y Escribir la funcion original. 

ffx, y) = 3 — 2xy 2 + 6 x 2 y. Derivada parcial con respecto ax. 

Si se considera x constante y se deriva con respecto a y obtenemos 

fix, y) = 3x - x 2 y 2 + 2 x 3 y 
f y ix, y) = ~2x 2 y + 2x 3 . 


Escribir la funcion original. 
Derivada parcial con respecto ay. 
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(x 0 ,y 0 .z 0 ) 



Plano: y =y 0 


= pendiente en la direccion x 

dx 

Figura 13.29 


(x 0 ,y 0 ,z 0 ) 



= pendiente en la direccion y 

Figura 13.30 


NOTACION PARA LAS PRIMERAS DERIVADAS PARCIALES 


Si z = fix, y), las derivadas parciales f x y / se denotan por 


^f{ X ,y)=f x i X ,y) = Zx = | 


y 

^/(x,y)=/ v (x,y) = ^ = |. 

Las primeras derivadas parciales evaluadas en el punto (a, b) se denotan por 


dz 

dx 


(a,b) 


= f x (a, b) 


y 


(a, b) 


= fy(a, b ). 


EJEMPLO 2 Hallar y evaluar las derivadas parciales 

Dada fix, y) = xe x2y , hallar f x y f y , y evaluar cada una en el punto (1, In 2). 
Solution Como 

f x (x ,>’) = xe x2y (2xy) + e x2y Derivadaparcial con respecto ax. 

la derivada parcial de / con respecto a x en (1, In 2) es 

f x { 1, In 2) = e ln2 (2 In 2) + e ln2 
= 4 In 2 + 2. 


Como 

fix, y) = xe x2 y(x 2 ) 

= xfe^y Derivada parcial con respecto a y. 

la derivada parcial de / con respecto a y en (1, In 2) es 

fyi 1, In 2) = e ln2 

= 2 . 


Las derivadas parciales de unafuncion de dos variables, z = fix, y), tienen una inter- 
pretacion geometrica util. Si >> = y 0 , entonces z = fix, y 0 ) representan la curva intersec- 
cion de la superficie z = fix, y) con el piano y = y 0 , como se muestra en la figura 13.29. 
Por consiguiente, 


f x i x o- Vo) 


l fm fjx 0 + Ax, y 0 ) - fjx Q , y 0 ) 

Ax—^0 &X 


representa la pendiente de esta curva en el punto (x 0 ,y 0 ,f(x 0 , y 0 )). Notese que tanto la 
curva como la recta tangente se encuentran en el piano y = y 0 . A nalogamente, 


fy(x 0, y 0 ) 


If fix Q, Vo + A y) - fjx 0 , y 0 ) 

A y 


representa la pendiente de la curva dada por la interseccion de z =fix,y) y el piano 
x = x 0 en (x 0 , v 0 ,/(x 0 , >' 0 )), como se muestra en la figura 13.30. 

Informalmente, los valores df/dx y df/dy en (x 0 , >- 0 , z Q ) denotan las pendientes de la 
superficie en las direcciones de X y y, respectivamente. 
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CA PI T U L 0 13 


Funciones de varias variables 


EJEMPLO 3 Hallar las pendientes de una superficie 
en las direcciones de x y de y 

Hallar las pendientes en las direcciones de* y tiey de la superficie dada por 
yp 25 

fix,y)= ~J~y 2 + Y 

en el punto (\, 1, 2). 

Solucion Las derivadas parciales de/con respecto a x y a y son 


f x (x,y) = -X y f y (x,y) = m2 y. 

Por tanto, en la direccion dex, la pendiente es 



y en la direccion dey, la pendiente es 


Derivadas parciales. 


Figura 13.31a. 


Figura 13.31b. 


z 

4 '' 


Superficie: 

fay) =~Y~y 2 + y 


z 

4' 



a) 

Figura 13.31 


Pendiente en la direccion de; 


Superficie: 

fix, y)=\-(x-l) 1 -(y- 2) 2 


z 



EJEMPLO 4 Hallar las pendientes de una superficie 
en las direcciones de x y de / 

Hallar las pendientes de la superficie dada por 
fix, y) = 1 - (x - 1 ) 2 - (y - 2) 2 
en el punto (1, 2,1), en las direcciones dex y dey. 

Solucion Las derivadas parciales de/con respecto a x y y son 

f x {x,y) = — 2(x — 1) y f y (x, y ) = — 2(y — 2). Derivadas parciales. 
Por tanto, en el punto (1, 2,1), las pendientes en las direcciones dex y dey son 
f x (l 2) = -2(1 - 1) = 0 y fjl, 2) = -2(2 - 2) = 0 
como se muestra en la figura 13.32. 


Figura 13.32 
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Sin importar cuantas variables haya, las derivadas parciales se pueden interpretar 
Como tasas, velocidades 0 razones de cambio. 


EJEMPLO 5 Derivadas parciales como velocidades 
o razones de cambio 



b 


> a sen e 


El area del paralelogramo es ab sen 0 

Figura 13.33 


El area de un paralelogramo con lados adyacentes ay b entre los que se forma un angulo 
e esta dada por A = ab sen e, como se muestra en la figura 13.33. 

a) Hallar la tasa o la razon de cambio de A respecto dea si a = 10, b = 20 y 0 = 

b 

b) Calcular la tasa o la razon de cambio de A respecto de 6 si a = 10, b = 20 y 0 = 


Solucion 


a) Para hallar la tasa o la razon de cambio del area respecto de a, se mantienen b ye cons- 
tantes y se deriva respecto de a para obtener 

dA 

— = b sen 0 Derivada parcial respecto a a. 

da 


— = 20 sen^r = 10. Sustituir a b y e. 

da 6 


b) Para hallar la tasa o la razon de cambio del area respecto de e, se mantiene ay b cons- 
tantes y se deriva respecto de e para obtener 


—„=ab COS 6 
du 

^4= 200 cos 7 - = 100V3. 
d6 6 


Derivada parcial respecto defl. 


Sustituir a, by e. 


Derivadas parciales de una funcion de tres o mas variables 

El concepto de derivada parcial puede extenderse de manera natural a funciones de tres o 
mas variables. Por ejemplo, si w = fix, y, z), existen tres derivadas parciales cada una de 
las cuales se forma manteniendo constantes las otras dos variables. Es decir, para definir 
la derivada parcial de w con respecto a x, se consideran y y z constantes y se deriva con 
respecto ax. Para hallar las derivadas parciales dew con respecto ay y con respecto a z se 
emplea un proceso similar. 


dw 

dx 


= fjx, y, z) 


1 ^ /(x + Ax, y, z) ~ fjx, y, z) 

Ax —>0 A.X 


— =f y ix,y,z) 

dw f( \ 

— = ffx, y, z) 


lf m /(x, y + Ay, z) ~ fjx, y, z) 
Ay^>0 Ay 

l fm fix, y, z + A z) - fix, y, z) 
Az— >0 A z 


En general, si w = f(x v x 2 , ■ ■ ■, x n ), hay n derivadas parciales denotadas por 

^ = fx k (x 1 - x 2 . Xj, k= 1 , 2 ,..., n. 

Para hallar la derivada parcial con respecto a una de las variables, se mantienen constantes 
las otras variables y se deriva con respecto a la variable dada. 
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CAPITULO 13 


Funciones de varias variables 


EJEMPLO 6 Hallar las derivadas parciales 


a) Para hallar la derivada parcial de fix, y,z) = xy + yz 2 + xz con respecto a z, se con- 
si deran xy y constantes y se obtiene 

d 

—[xy + yz 2 + xz] = 2 yz + x. 
oz 

b) Para hallar la derivada parcial defix, y,z) = z sen(xy 2 + 2 z) con respecto a z, se con- 
si deran xy y constantes. Entonces, usando la regia del producto, se obtiene 


-^-[zsen(xy 2 + 2z)] = (z)z--[sen(xy 2 + 2z)] +sen(xy 2 + 2z)^-[z] 
oz oz oz 

= (z)[cos(xy 2 + 2z)](2) + sen(xy 2 + 2 z) 

= 2z C0S(xy 2 + 2z) + sen(xy 2 + 2z). 

c) Para calcular la derivada parcial de/(x, y, z, w) = (x + y + z)/w con respecto a w, se 
consideran x,yy z constantes y se obtiene 


d x + y + z 
dw L w 


x + y + z 


vv‘ 


Derivadas parciales de orden superior 

Como sucede con las derivadas ordinarias, es posible hallar las segundas, terceras, etc., 
derivadas parciales de una funcion de varias variables, siempre que tales derivadas existan. 
Las derivadas de orden superior se denotan por el orden al que se hace la derivacion. Por 
ejemplo, la funcion z = fix, y) tiene las siguientes derivadas parciales de segundo orden. 

1 . Derivar dos veces con respecto a x: 


dx\dx) dx 2 Jxx 


2 . Derivar dos veces con respecto a y\ 


±m = <v 

dy\dy) dy 2 ^ 


mumm Observarquelosdostiposde 
notacion para las derivadas parciales 
mixtas tienen convenciones diferentes 
para indicar el orden de derivacion. 


d_ 

dy 



d 2 f 

= —f- Orden de derecha a 
d y dx izquierda. 


3. Derivar primero con respecto a x y luego con respecto a >>: 

d (df\ = d 2 f = 
dy\dx) dydx xy ' 


4. Derivar primero con respecto a .y y luego con respecto a 

(, f x )y = f xy Orden de izquierda a 

derecha. 

3 (df\ _ d 2 f _ 

Se puede recordar el orden de ambas dx\dy ~ dxdy ~ * yx ' 

notaciones observando que primero se 
deriva con respecto a la variable mas 
"cercana" a/. ■ 


Los casos tercero y cuarto se llaman derivadas parciales mixtas (cruzadas). 
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EJEMPLO 7 Hallar derivadas parciales de segundo orden 

Hallar las derivadas parciales de segundo orden de/(x, y) = 3 xy 2 - 2y + 5x 2 y 2 , y deter- 
minar el valor de fj- 1 , 2 ). 

Solucion Empezarporhallarlasderivadasparcialesdeprimerorden con respecto a x y y. 

f x (x,y) = 3y 2 + 10 -^ 2 y /,(*.:y) = bxy - 2 + 10x 2 y 

Despues, se deriva cada una de estas con respecto a x y con respecto a y. 
fjx, y) = 10 j 2 y fyy(x, y) = 6x + 10x 2 

fjx, y) = + 20xy y f yx (x, y) = by + 20xy 

En (-1, 2), el valor de/^, es/^-l, 2) = 12 - 40 = -28. 

En el ejemplo 7 las dos derivadas parciales mixtas son iguales. En el teorema 13.3 sedan 
condiciones suficientes para que esto ocurra. ■ 


TEOREMA 13.3 IGUALDAD DE LAS DERIVADAS PARCIALES MIXTAS 

Si / es una funcion de * y y tal que/^y f yx son continuas en un disco abierto R, 
entonces, para todo (x, >■) en R, 

fjx, y) = f y Jx, y). 


El teorema 13.3 tambien se aplica a una funcion / de tres o mas variables siempre y 
cuando las derivadas parciales de segundo orden sean continuas. Por ejemplo, si 
w = fix, y, z) y todas sus derivadas parciales de segundo orden son continuas en una 
region abierta R, entonces en todo punto en R el orden de derivacion para obtener las 
derivadas parciales mixtas de segundo orden es irrelevante. Si las derivadas parciales de 
tercer orden de/tambien son continuas, el orden de derivacion para obtener las derivadas 
parciales mixtas de tercer orden es irrelevante. 

EJEMPLO 8 Hallar derivadas parciales de orden superior 

M ostrar que f xz = f a y f xzz = f 7XZ = f zzx para la funcion dada por 

fix, y, z) = ye x + x In z. 


Solucion 

Derivadas parciales de primer orden: 

f x (x, y,z) = ye x + In z, .fix, y, z) = ~ 

Derivadas parciales de segundo orden (notese que las dos primeras son iguales): 

11 x 

fjx, y, z ) = -, fjx, y, z) = -, fjx, y,z) = --2 

Derivadas parciales de tercer orden (notese que las tres son iguales): 

f xzz {x, y, z) = -p f 7 Jx, y, z) = f z Jx, y, z) = 
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CAPITULO 13 Funciones de varias variables 



Ejercicios 


Para pensar En los ejercicios 1 a 4, utilizar la grafica de la super- 
ficie para determinar el signo de la derivada parcial indicada. 



1. /,(4,1) 2. f y (- 1,-2) 

3. / y (4,l) 4. f x (- 1,-1) 

En los ejercicios 5 a 8, explicar si se debe usar o no la regia del 
cociente para encontrar la derivada parcial. No derivar. 


5. 


d_ 

dy 


^ - y 

x 2 + 1 



xy 


+ l 


6. M x ~ y 


dx\x 2 + 1 


8 . ^ 




dy\x 2 + 1 


En los ejercicios 41 a 44, utilizar la definicion de derivadas par- 
ciales empleando limites para calcular f x (x, y) y f y (x,y). 

41. /(x, y) = 3x + 2y 42. /(x, y) = x 2 — 2xy + y 2 

43. f(x, y ) = 44. /(*, y) = ^ 

En los ejercicios 45 a 52, evaluar / x y f en el punto dado. 

45. fix, y) = ^ sen x, (tt, 0) 

46. /(x, y) = cos y, (0, 0) 

47. /(*, y) = cos(2x - y), (-|, |) 

48. /(*, y) = sen xy, \2, fj 

49. f{x , y) = arctan (2, - 2) 

50. f(x, y) = arccosxy, (1,1) 

51. fix, y) = -^-, (2,-2) 

x y 

52. /(*, y) = , ^ = , (1,1) 

7 07 V4* 2 + 5y 2 


En los ejercicios 9 a 40, hallar las dos derivadas parciales de 
primer or den. 


9 . 

fix,y) = 2x-5y + 3 

10 . 

X 

II 

1 

+ 

11 . 

fix, y) = x 

; 2 y 3 

12 . 

X 

II 

£ 

13 . 

X 

II 

K? 


14 . 

z = 2y 2 Jx 

15 . 

z — x 2 — 4xy + 3y 2 

16 . 

z = y 3 — 2xy 2 — 1 

17 . 

z = e*y 


18 . 

II 

In? 

19 . 

z = x 2 e 2y 


20 . 

< 

II 

21 . 

z = ln- 

y 


22 . 

z = InVxy 

23 . 

z = ln(x 2 + y 2 ) 

24 . 

, x + y 

z = In 



x - y 

25 . 

z = ~ —1- 

3z! 

26 . 

N 

II 

’a 


2y 

X 


x z + y z 

27 . 

h(x , y) = e 

,~(x 2 +y 2 ) 

28 . 

+ 

II 

GO 

29 . 

X 

II 

+ 

30 . 

/(x,y) = V2x + y 3 

31 . 

z — cos xy 


32 . 

z = sen(x + 2y) 

33 . 

a 

I 

ii 

-y) 

34 . 

z = sen 5x cos 5y 

35 . 

z — e y sen 

xy 

36 . 

z = cos(x 2 + y 2 ) 

37 . 

z = senhf 

2x + 3y) 

38 . 

z = coshxy 2 

39 . 

fix,y) = J 

|* (t 2 — 1) dt 



40 . 

fix,y) = J 

|* (2 1 + l) dt + 

[V 

Jy 

- 1 )dt 


En los ejercicios 53 y 54, calcular las pendientes de la superficie 
en las direcciones de x y de y en el punto dado. 

53. g(x, y) = 4 — x 2 — y 2 54. h(x, y) = x 2 — y 2 
(1,1,2) (-2,1,3) 




En los ejercicios 55 a 58, utilizar un sistema algebraico por compu- 
tadora y representar graficamente la curva en la interseccion de 
la superficie con el piano. Hallar la pendiente de la curva en el 
punto dado. 



Superficie 

Plano 

Punto 

55. 

z = V49 - x 2 - y 2 

x = 2 

(2,3,6) 

56. 

z = x 2 + 4y 2 

y = i 

(2,1,8) 

57. 

II 

1 

y = 3 

(1,3,0) 

58. 

z = 9x 2 - y 2 

X = 1 

(1,3,0) 
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En los ejercicios 59 a 64, calcular las derivadas parciales de 
primer orden con respecto a x, y y z. 


59. H(x, y, z) = sen (x + 2y + 3z) 

60. fix, y, z ) = 3x 2 y - 5xyz + 10 yz 2 

61. w = Jx 2 + y 2 + z 2 62. w = 

63. F(x, y, z) = In Vx 2 + y 2 + z 2 

1 


Ixz 
x + y 


64. G(x, y, z) = 


VI - x 2 - y 2 — z 2 


En los ejercicios 65 a 70, evaluar f x , f y y f z en el punto dado. 

65. fix, y, z) = x 3 yz 2 , (1, 1, 1) 

66. fix, y, z) = x 2 y 3 + 2xyz ~ 3 yz, (-2, 1, 2) 

67. fix, y, z) = (1, -1,-1) 


68. f(x, y,z) = 


xy 


(3,1,-1) 


x + y + z 

69. fix, y, z) = z sen (x + y), ^0, y, — 4^ 

70. fix, y, z) = V3x 2 + y 2 - 2z 2 , (1, -2, 1) 


En los ejercicios 93 a 96, mostrar que las derivadas parciales 
mixtas f xyy , f m y f m son iguales. 

93. fix, y, z) = xyz 

94. fix, y, z) = x 2 — 3xy + 4yz + z 3 

95. fix, y, z) = e~ x sen yz 

96. Ax,y,z)=ff~ y 

E cuacion de L aplace En los ejercicios 97 a 100, mostrar que la 
funcion satisface la ecuacion de Laplace d 2 z/dx 2 + d^/dy 1 = Ol 

97. z = 5xy 98. z = \ie y — e _:y )senx 

99. z = & sen y 100. z = arctan - 

E cuacion de ondas En los ejercicios 101 a 104, mostrar que la 
funcion satisface la ecuacion de ondas d^/dt 2 = C^d^/dx 2 ). 

101. z = senU - ct) 102. z = cos(4x + 4 ct) 

103. z = ln(jc + ct) 104. z = sen (oct sen cox 

E cuacion del calor En los ejercicios 105 y 106, mostrar que la 
funcion satisface la ecuacion del calor dz/dt= C^c^z/dx 2 ). 


En los ejercicios 71 a 80, calcular las cuatro derivadas parciales 
de segundo orden. Observar que las derivadas parciales mixtas 
de segundo orden son iguales. 


71. z = 3xy 2 

73. z = x 2 — 2xy + 3y 

75. z = Jx 2 + y 2 

77. Z = e x tan y 

79. z = COSxy 


72. z = x 2 + 3y 2 

74. z = x 4 — 3 x 2 y 2 + y‘ 

76. z — ln(jc - y) 

78. z = 2xe y - 3 ye~ x 

80. z = arctan - 

x 


105. z = e~‘ cos — 106. z = g- f sen^ 

C C 

En los ejercicios 107 y 108, determinar si existe o no una funcion 
f(x, y) con las derivadas parciales dadas. Explicar el razona- 
miento. Si tal funcion existe, dar un ejemplo. 

107. f x (x, y) = -3 sen(3x - 2 y),f y (x, y) = 2 sen (3x - 2y) 

108. fjx, y) = 2x + y,f y (x, y) = x - Ay 

En los ejercicios 109 y 110, encontrar la primera derivada par- 
cial con respecto a x. 


En los ejercicios 81 a 88, para f(x, y), encontrar todos los valores 
de x y y, tal que f x (x, y) = 0 y f y (x, y) = 0 simultaneamente. 

81. fix, y) = x 2 + xy + y 2 - 2x + 2y 

82. fix, y) = x 2 - xy + y 2 - 5x + y 

83. fix, y) = x 2 + 4xy + y 2 — 4x + 16y + 3 

84. fix, y) = x 2 - xy + y 2 

85. fix, y) = - + - + xy 

7 x y J 

86. fix, y) = 3x 3 — 12xy + y 3 

87. fix, y) = e x2+xy+ y 2 

88. fix, y) = ln(x 2 + y 2 + 1) 


En los ejercicios 89 a 92, utilizar un sistema algebraico por compu- 
tadora y hallar las derivadas parciales de primero y segundo 
orden de la funcion. Determinar si existen valores de x y y tales 
que fyx,)/) = Oy = 0simultaneamente. 


89. fix, y) = x sec y 


90. fix, y) = V25 - x 2 - y 2 


91. fix, y) 


In 


x 


92. fix, y) 


*;y 

x - y 


109. fix, y, z) = (tan y 2 z)e z2+y 2 ^~ z 

110 . fix, y, z) = ^(senh ^(>’ 2 - 2 v>^ r T)z 


Desarrollo de conceptos 


111 . Sea/una funcion dedos variablesxyy. Describirel proce- 
dimiento para hallar las derivadas parciales de primer orden. 

112 . Dibujar una superficie que represente una funcion/de dos 
variables xyy. Utilizar la grafica para dar una interpre- 
tacion geometrica de df/dx y df/dy. 

113. Dibujar la grafica de una funcion z = fix, y) cuya derivada 
f x sea siempre negativa y cuya derivada f y sea siempre po- 
sitiva. 

114. Dibujar la grafica de una funcion z =fix,y) cuyas deri¬ 
vadas f x y f y sean siempre positivas. 

115. Si fes una funcion dexy y tal que/^ y f yx son continuas, 
ique relacion existe entre las derivadas parciales mixtas? 
Explicar. 


x 2 + y 2 
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CAPITULO 13 Funciones de varias variables 


Para discusion 


116. Encontrar las cuatro segundas derivadas parciales de la fun- 
cion dada por /(x, y) = sen(x - 2 y). M ostrar que las se¬ 
gundas derivadas parciales mixtas/ y f son iguales. 


117. Ingreso marginal Una corporacion farmaceutica tiene dos 
plantas que producen la misma medicina. Si x x y x 2 son los 
numeros de unidades producidos en la planta 1 y en la planta 2 , 
respectivamente, entonces el ingreso total del producto esta 
dado por R = 200x 1 + 200x 2 - 4x l - 8 x x x 2 - 4x 2 2 . Cuando 
x 1 =4y x 2 = 12 , encontrar a ) el ingreso marginal para la plan¬ 
ta 1, dR/dx v y b) el ingreso marginal para la planta 2, 8R/8x 2 . 

118. Costo marginal U na empresa fabrica dos tipos de estufas de 
combustion de madera: el modelo autoestabley el modelo para 
insercion en una chimenea. La funcion de costo para producir 
x estufas autoestables y y de insercion en una chimenea es 

C = 32 vxy + 175x + 205y + 1U50. 

a) Calcular los costos marginales ( dC/dx y dC/dy) cuando 
x = 80 y y = 20 . 

b) Cuando se requiera produccion adicional, <;que modelo de 
estufa hara incrementar el costo con una tasa mas alta? £Co- 
mo puede determinarse esto a partir del modelo del costo? 

119. Psicologia Recientemente en el siglo xx se desarrollo una prue- 
ba de inteligencia llamada la Prueba de Stanford-Binet (mas 
conocida como la prueba IQ). En esta prueba, una edad mental 
individual M es dividida entre la edad cronologica individual C, 
y el cocientees multiplicado por 100. El resultado es el IQ indi¬ 
vidual. 

IQ(M, C) = ^ x 100 

Encontrar las derivadas parciales de IQ con respecto a M y con 
respecto a C. Evaluar las derivadas parciales en el punto (12,10) 
e interpretar el resultado. [Fuente: A daptado de Bernstein/C I ark- 
Steward/Roy/Wickens, Psicologia, 4a. ed.) 

120 . Productividadmarginal Considerar la funcion de produccion 
deCobb-Douglas/(x, y) = 200x 0 - 7 /- 3 . Six= lOOOyy = 500, 
hallar a) la productividad marginal del trabajo, df/dx, y b) la 
productividad marginal del capital, df/dy. 

121. Para pensar Sea N el numero de aspirantes a una universi- 
dad, p el costo por alimentacion y alojamiento en la universi- 
dad, y t el costo de la matricula. N es una funcion de/? y t tal 
que 3N/dp < 0 y 8N/8t < 0. iQue informacion se obtiene al 
saber que ambas derivadas parciales son negativas? 

122 . Inversion El valor de una inversion de $1 000 al 6 % de 
interes compuesto anual es 


123. Distribucion de temperatura La temperatura en cualquier 
punto (x, /deunaplacadeaceroes T= 500 - 0.6x 2 - 1.5/, 
dondexy y son medidos en metros. En el punto (2, 3), hallar el 
ritmo de cambio de la temperatura respecto a la distancia reco¬ 
rrida en la placa en las direcciones del ejexyy. 

124. Temperatura aparente Una medida de la percepcion del 
calor ambiental por unas personas promedio es el indice de 
temperatura aparente. U n modelo para este indice es 

A = 0.885; - 22.4 h + 1.20 th - 0.544 

donde A es la temperatura aparente en grados Celsius, t es la 
temperatura del aire y h es la humedad relativa dada en forma 
decimal. (Fuente: The UMAP Journal) 

a) Hallar 8A/8ty 8A/8h si t = 30° y h = 0.80. 

b) iQue influye mas sobre A, la temperatura del aire o la 
humedad? Explicar. 

125. L ey de los gases ideales L a ley de los gases ideales establece 
quePV = nRT, donde P es la presion, v es el volumen, n es el 
numero de moles de gas, R es una constante (la constante de los 
gases) y res temperatura absoluta. M ostrar que 

8TFP8V_ 

8P 8V 8T ~ 

126. Utilidad marginal La funcion de utilidad U = /(x, y) es una 
medida de la utilidad (o satisfaccion) que obtiene una persona 
por el consumo de dos productos x y y. Suponer que la funcion 
de utilidad es u = -5x 2 + xy - 3y 2 . 

a) Determinar la utilidad marginal del producto x. 

b) Determinar la utilidad marginal del producto y. 

c) Si x = 2 y y = 3, ise debe consumir una unidad mas de 
producto x o una unidad mas de producto yl Explicar el 
razonamiento. 

d) Utilizar un sistema algebraico por computadora y represen- 
tar graficamente la funcion. Interpretar las utilidades mar¬ 
ginales de productos xy y con una grafica. 

127. Modelo matematico En la tabla se muestran los consumos 
per capita (en galones) de diferentes tipos de leche en Estados 
Unidos desde 1999 hasta 2005. El consumo de leche light y 
descremada, leche baja en grasa y leche entera se representa 
por las variables x, y y z, respectivamente. ( Fuente: U.S. De¬ 
partment of Agriculture) 


Ano 

1999 

2000 

2001 

2002 

2003 

2004 

2005 

X 

1.4 

1.4 

1.4 

1.6 

1.6 

1.7 

1.7 

y 

7.3 

7.1 

7.0 

7.0 

6.9 

6.9 

6.9 

z 

6.2 

6.1 

5.9 

5.8 

5.6 

5.5 

5.6 


V(I, R) = 1000 


1 + 0.06(1 - R) 
1+7 


10 


donde / es la tasa anual de inflacion y R es la tasa de impuesto 
para el inversor. Calcular /(0.03, 0.28) y 1^(0.03,0.28). 
Determinar si la tasa de impuesto o la tasa de inflacion es el 
mayor factor "negativo" sobre el crecimiento de la inversion. 


U n modelo para los datos esta dado por 
z — — 0.92x + 1.03y + 0.02. 

a) Hallar/y 

8x 8y 

b) I nterpretar las derivadas parciales en el contexto del problema. 
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128. M odelo matematico La tabla muestra el gasto en atencion 
publica medica (en miles de millones de dolares) en compen- 
sacion a trabaj adores x, asistencia publica yy seguro medico del 
Estado z, del ano 2000 al 2005. (Fuente: Centers for Medicare 
and Medicaid Services) 


Ano 

2000 

2001 

2002 

2003 

2004 

2005 

X 

24.9 

28.1 

30.1 

31.4 

32.1 

33.5 

y 

207.5 

233.2 

258.4 

281.9 

303.2 

324.9 

z 

224.3 

247.7 

265.7 

283.5 

312.8 

342.0 


U n model o para I os datos esta dado por 
z = -1.2225x 2 + 0.0096 y 2 + 71.381x - 4.121 y - 354.65. 


136. Considerar la funcion f(x, y) = (. x 2 + y 2 ) 2/3 . M ostrar que 


tix.y) = fsu 2 + /) 1/3 ' (x '- v) ^ (0,0) . 

[0, (x,y) = (0,0) 

PARA MAYOR INFORM AC ION Para mas informacion sobreeste 
problema, ver el articulo "A Classroom Note on a Naturally 
Occurring Piecewise Defined Function" de Don Cohen en 

Mathematics and Computer Education. 


PROYECTO DE TRABAJO 


Franjas de Moire 


a) Hallar 


d 2 z d 2 z 
dx 2 y 


b) Determinar la concavidad de las trazas paralelas al piano xz. 
Interpretar el resultado en el contexto del problema. 


c) Determinar la concavidad de las trazas paralelas al piano yz. 
Interpretar el resultado en el contexto del problema. 


I Verdadero O falso? En los ejercicios 129 a 132, determinar si la 
declaracion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
dar un ejemplo que demuestre que es falsa. 

129. Si z = fix, y) y dz/dx = dz/dy, entonces z = c(x + y). 

130. Si z = f(x)g(y), entonces 

idz/dx) + (dz/dy) = f'(x)g(y) + f(x)g'(y). 


d 2 z 

131. Si z = e**, entonces—— = (xy + V)e^. 

dydx 

132. Si una superficie cilfndrica z = f(x, y) tienerectas generatrices 
paralelas al ejey, entonces dz/dy = 0. 

133. Considerar la funcion definida por 


f(x,y ) 


! xy(x 2 - y 2 ) t 
x 2 +y 2 

0 , 


(x,y) * (0, 0) 
(x,y) = (0, 0) 


a) H al lar f x (x, y) y f y (x, y) para (x, y) * (0, 0). 


b ) Utilizar la definicion de derivadas parciales para 


f x (0,0 ) y f y ( 0, 0 ). 
Sugerencia: fJO, 0) 


/(Ax, 0) - /(0, 0) 
lim —- 

Ax—>0 Ax 


hallar 


c) Utilizar la definicion de derivadas parciales para hallar 
4(0, 0) y 4 ( 0 , 0). 

d) Utilizando el teorema 13.3 y el resultado del inciso c), 
indicar que puede decirse acerca 6ef xy of . 

134. Sea f(x, y) = J Vl + t 3 dt. H allar f x (x, y) y f y (x, y). 

135. M ostrar la funcion f(x, y) = (x 3 + y 3 ) 1/3 . 

a) Flallar/JO, 0) yf y (0, 0). 

b) Determinar los puntos (si los hay) en los qu ef x (x, y) o 
f y (x, y) no existe. 


Lease el articulo "Moire Fringes and the Conic Sections" de M ike 
Cullen en The College Mathematics Journal El articulo describe 
como dos familias de curvas de nivel dadas por 

f(x, y) = a y g(x, y) = b 

pueden formar franjas de M oire. Despues de leer el articulo, escribir 
un documento que explique como se relaciona la expresion 

df'dg+df'dg 
dx dx dy dy 

con las franjas de Moire formadas por la interseccion de las dos 
familias de curvas de nivel. Utilizar como ejemplo uno de los mo- 
delos siguientes. 
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CAPITULO 13 Funciones de varias variables 



Diferenciales 


■ Entender los conceptos de incrementos y diferenciales. 

■ Extender el concepto de diferenciabilidad a funciones de dos variables. 

■ Utilizar una diferencial como aproximacion. 

Incrementos y diferenciales 

En esta seed on se general izan los conceptos de incrementos y diferenciales a funciones de 
dos o mas variables. Recuerdese que en la seccion 3.9, dada y =f(x), se definio la dife¬ 
rencial dey como 

dy = fix) dx. 

Terminologfa similar se usa para una funcion de dos variables, z = /(x,y). Es decir, Ax y 
Ay son los incrementos en X y en y, y el incremento en Z esta dado por 


A z =/(x + Ax, y + Ay) —/(x, y). Incremento en 


DEFINICION DE DIFERENCIAL TOTAL 

Si z = fix, y) y Ax y Ay son los incrementos en x y en y, entonces las diferenciales 
de las variables independientes x y y son 

dx = Ax y dy = Ay 

y la diferencial total de la variable dependientez es 

dz = y dx + y dy = fix, y) dx + f y (x, y) dy. 


Esta definicion puede extenderse a una funcion de tres o mas variables. Por ejemplo, 
si w = f{x, y, z, u ), entonces dx = Ax, dy = Ay, dz = A z, du = A.u, y la diferencial total 
de w es 


, dw , dw , dw , dw , 

dw = — dx -\ - dy -\ - dz H- du. 

dx dy dz du 


EJEMPLO I Hallar la diferencial total 


Hallar la diferencial total decada funcion. 

a) z = 2x sen y - 3x 2 y 2 b) w = x 2 + y 2 + z 2 


Solution 

a) La diferencial total dz de z = 2x sen y - 3x 2 y 2 es 


dz = —dx + —dy 
dx dy 


Diferencial total dz. 

= (2seny - 6xy 2 )dx + (ZrCOSj - fk 2 y)dy. 
b) La diferencial total dw de w = x 2 + y 2 + z 2 es 

_ dw T dw T dw T 

dw = — dx + — dy + — dz 
dx dy dz 

= 2x dx + 2y dy + 2z dz. 


Diferencial total dw. 
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Diferenciabilidad 

En la seccion 3.9 sevio quesi una funcion dada pory = f(x) es diferenciable, sepuedeuti- 
lizar la diferencial dy = f{x)dx como una aproximacion (para Ax pequenos) al valor 
A y = fix + Ax) - fix). Cuando es valida una aproximacion similar para una funcion de 
dos variables, se dice que la funcion es diferenciable. Esto se expresa explfcitamente en 
la definicion siguiente. 


DEFINICION DE DIFERENCIABILIDAD 

U na funcion / dada por z = fix, y) es diferenciable en (x 0 , y 0 ) si Az puede expre- 
sarse en la forma 

Ac = / X (x 0 , y 0 ) Ax + f y (x 0 , y 0 ) Ay + 8 ± Ax + e 2 Ay 

donde s x y e 2 —» 0 cuando (Ax, Ay) — > (0, 0). La funcion / es diferenciable en una 
region R si es diferenciable en todo punto de R. 


Z 



EJEMPLO 2 Mostrar que una funcion es diferenciable 

M ostrar que la funcion dada por 

fix, y) = x 2 + 3y 

es diferenciable en todo punto del piano. 

Solucion Haciendo z = fix.y), el incremento de z en un punto arbitrario (x,y) en el 
piano es 

A z = fix + Ax, y + Ay) — /(x, y) I ncremento de z. 

= (x 2 + 2rAx + Ax 2 ) + 3(y + Ay) — (x 2 + 3y) 

= 2xAx + Ax 2 + 3Ay 
= 2x(Ax) + 3(Ay) + Ax(Ax) + 0(Ay) 

= f x ix, y ) Ax + f y {x, y) Ay + s x Ax + s 2 ky 

donde s 1 = Axy e 2 = 0. Como e^Oy e 2 -»0 cuando (Ax, Ay)-»(0,0), se sigue que f 
es diferenciable en todo punto en el piano. La grafica de f se muestra en la figura 13.34. 


Debetenerse en cuentaqueel termino "diferenciable" se usa de manera diferente para 
funciones de dos variables y para funciones de una variable. U na funcion de una variable 
es diferenciable en un punto si su derivada existe en el punto. Sin embargo, en el caso de 
una funcion de dos variables, la existencia de las derivadas parciales f x y f, no garantiza 
que la funcion sea diferenciable (ver ejemplo 5). El teorema siguiente proporciona una 
condicion suficiente para la diferenciabilidad de una funcion de dos variables. En el 
apendiceA se da una demostracion del teorema 13.4. 


TEOREMA 13.4 CONDICIONES SUFICIENTES PARA LA DIFERENCIABILIDAD 


Si / es una funcion de x y y, para la que f x y f y son continuas en una region abierta 
R, entonces / es diferenciable en R. 
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CAPITULO 13 Funciones de varias variables 


Aproximacion mediante diferenciales 



El cambio exacto en z es Az. 

Este cambio puede aproximarse mediante 
la diferencial dz. 

Figura 13.35 


El teorema 13.4 dice que se puede el eg i r (x + Ax, y + Ay) suficientemente cerca de (x, y) 
para hacerque^Axy £ 2 Aysean insignificantes. En otros terminos, para Ax y Ay pequenos, 
se puede usar la aproximacion 

A z ~ dz- 

Esta aproximacion se ilustra graficamente en la figura 13.35. Hay que recordar que las 
derivadas parciales dz/dx y dz/dy pueden interpretarse como las pendientes de la superfi- 
cie en las direcciones dex y dey. Esto significa que 

, dz . , dz . 

dx dy 

representa el cambio en altura de un piano tangente a la superficie en el punto (x, y,/(x,>>)). 
Como un piano en el espacio se representa mediante una ecuacion lineal en las variables x, 
y y z, la aproximacion de Az mediante dz se llama aproximacion lineal. Se vera mas acer- 
ca de esta interpretacion geometrica en la seccion 13.7. 


EJEMPLO 3 Uso de la diferencial como una aproximacion 


Utilizar la diferencial dz para aproximar el cambio en z = V 4 - x 2 - y 2 cuando (x,y) 
se desplaza del punto (1,1) al punto (1.01, 0.97). Comparar esta aproximacion con el cam¬ 
bio exacto en -. 


Solucion Se hace (x, y) = (1, 1) y (x + Ax, y + Ay) = (1.01, 0.97) y se obtiene dx = 
Ax = 0.01 y dy = Ay = -0.03. Por tanto, el cambio en z puede aproximarse mediante 


Az ~ dz = z^dx + z^dy 
dx dy 


—x 


74 — x 2 — 


; Ax + 


74 — x 2 — 


; Ay. 


Cuando x = lyy = 1, setiene 


Ac - --^(0.01) - (-0.03) = ^ = 72(0.01) « 0.0141. 



(1.01, 0.97) 

Cuando (x, y) se desplaza de (1,1) al punto 
(1.01,0.97), el valor de /(x, y) cambia 
aproximadamente en 0.0137 

Figura 13.36 


En la figura 13.36 se puede ver que el cambio exacto corresponde a la diferencia entre las 
alturas de dos puntos sobre la superficie de un hemisferio. Esta diferencia esta dada por 

Ac = /( 1 . 01 , 0.97) -/( 1 , 1 ) 

= V4 - (1.01 ) 2 - (0.97 ) 2 - 74 - l 2 - 1? « 0.0137. 


U na funcion de tres variables w = f{x,y, z) se dice que es diferenciable en (x,y, z) si 

Aw = fix + Ax, y + Ay, z + Az) - fix, y, z) 
puede expresarse en la forma 

Aw = f x Ax + f y Ay + f z Az + sjAx + e 2 Ay + s 3 Az 

donde e 1( e 2 ,y e 3 -> 0 cuando (Ax, Ay, Az)->(0, 0,0). Con esta definicion de diferencia- 
bilidad, el teorema 13.4 puede extenderse de lasiguiente manera a funciones de tres varia¬ 
bles: si / es una funcion dex,y y z, donde/, f x ,f y y /.son continuas en una region abier- 
ta R, entonces / es diferenciable en R. 

En la seccion 3.9 se utilizaron las diferenciales para aproximar el error de propagacion 
introducido por un error en la medida. Esta aplicacion de las diferenciales se ilustra en el 
ejemplo 4. 
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EJEMPLO 4 Analisis de errores 



Volumen = xyz 

Figura 13.37 


El error producido al medir cada una de las dimensiones de una caja rectangular es +0.1 
millimetres. Las dimensiones de la caja son x = 50 centimetres, y = 20 centimetres y 
z = 15 centimetres, como semuestraen la figura 13.37. UtilizardV para estimar el error 
propagado y el error relativo en el volumen calculado de la caja. 


Solucion El volumen de la caja esta dado por V = xyz, y por tanto 


, T/ dV dV dV 

dv = — dx + — dy + — dz 
ox dy dz 


= yzdx + xzdy + xy dz- 


Utilizando 0.1 millimetres = 0.01 centimetres, setiene dx = dy = dz = ±0.01, y el error 
propagado es aproximadamente 


dV = (20)(15)(±0.01) + (50) (15) (± 0.01) + (50)(20)(±0.01) 
= 300(± 0.01) + 750(±0.01) +1 000(±0.01) 

= 2 050(±0.01) = ±20.5 centimetres cubicos. 


Como el volumen medido es 


V = (50)(20)(15) = 15 000 centimetres cubicos, 


el error relativo, AV/V, es aproximadamente 


A V^dV 
V V 


20.5 
15 000 


« 0.14%. 


Como ocurre con una funcion de una sola variable, si una funcion de dos o mas varia¬ 
bles es diferenciable en un punto, tambien es continua en el. 


TEOREMA 13.5 DIFERENCIABILIDADIMPLICA CONTINUIDAD 

Si una funcion dex y y es diferenciable en (x 0 ,y 0 ), entonces es continua 
en (x 0 ,y 0 ). 


( demostracion ; Sea / diferenciable en (x 0 , y 0 ), dondez =f(x,y). Entonces 

Ac = [f x (x 0 - >’o) + eJ Ax + [./ v (x 0 , y 0 ) + e 2 ] Ay 

dondeej^y s 2 -> Ocuando (Ax, Ay)->(0,0). Sin embargo, por definicion, sesabeque A z 
esta dada por 

Az = /(x 0 + Ax, y 0 + Ay) - /(x 0 , y 0 ). 

H aciendo x = x 0 + Ax y y = y 0 + Ay se obtiene 

fix, y) - /(x 0 , y 0 ) = [f x (x 0 , y 0 ) + s J Ax + [f y (x Q , y 0 ) + sj Ay 

= LfJ x O’ >’o) + S JU - x 0 ) + \f y (x 0 ,y 0 ) + e 2 ](y - y 0 ). 
Tomando el limite cuando (x,y)-»(x 0 ,y 0 ), se obtiene 

lim f(x,y) = f(x 0 ,y 0 ) 

(X, y)—>(X 0 . y 0 ) 

lo cual significa que/ es continua en (x 0 ,y 0 ). 
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TECNOLOGIA Utilizar una 
herramienta de graficacion para 
representar la funcion del ejemplo 5. 
La grafica mostrada abajo fue 
generada con Mathematics. 


z 



Generada con Mathematica 


H ay que recordar que la existencia de f x y f y no es suficiente para garantizar la dife- 
renciabilidad, como se ilustra en el siguiente ejemplo. 

EJEMPLO 5 Una funcion que no es diferenciable 

M ostrar que f x { 0, 0) y f y ( 0,0) existen, pero f no es diferenciable en (0, 0), donde f esta 
definida como 


f(x,y) 


- 2 ^ y 2 > si (*. y) * (°- °) 

0 , si (x, y) = (0, 0) 


Solucion Para mostrar que f no es diferenciable en (0, 0) basta mostrar que no es con- 
tinua en este punto. Para ver que f no es continua en (0, 0), se observan los valores de f(x, y) 
a lo largo de dos trayectorias diferentes que se aproximan a (0, 0), como se muestra en la 
figura 13.38. A lo largo de la recta y = x, el limite es 


lim 

(x, x)-»(0, 0) 


f(x,y) 


lim 

(x, x)-»(0, 0) 


-3x 2 

2 x 2 


3 

2 


mientras que a lo largo dey = -x se tiene 
lim f (x, y) = lim ^ 

A si, el limite de f(x, y) cuando (x, y) (0,0) no existe, y se puede concluir que f no es 
continua en (0, 0). Portanto, deacuerdo con el teorema 13.5, f no es diferenciable en (0, 0). 
Por otro lado, de acuerdo con la definicion de las derivadas parciales f x y f yl se tiene 

t(n m f(Ax, 0) - f(0, 0) 0-0 . 

fJO, 0) = lim ——- LJ -^ L = lim —— = 0 

X Ax— >0 Ax Ax— >0 Ax 


f„(0, 0) = lim 

y Ay^O 


HO, Ay) - f(0, 0) 
Ay 


lim 

Ay^O 


0-0 

Ay 


= 0 . 


Por tanto, las derivadas parciales en (0, 0) existen. 


f (x, y) * (0, 0) 

f(x,y)=l x 2 +y 2 

lo, (x, y) =(0,0) 


A lo largo de la recta y =-x, 
f(x, y) se aproxima 
o tiendea 3/2. 



Figura 13.38 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 10, hallar la diferencial total. 


1. z = 2x 2 y 3 
-1 


2. z = — 

y 


3. z = 


x 2 + y 2 


4. w = 


x + y 
z-3y 


5. z = xcosy - y cosx 

6. z = j(e x2+ y 2 - e- x2 -y 2 ) 

7. z = e x sen y 

8 . w = e y cos x + z 2 

9. i w = 2z 3 y sen x 

10. w = x 2 yz 2 + sen yz 

En los ejercicios 11 a 16, a) evaluar f(2,1) y f(2.1, 1.05) y calcu- 
lar A z, y b ) usar el diferencial total dz para aproximar Az, 

11. f (x, y) = 2x - 3y 

12. f(x, y) = x 2 + y 2 

13. f (x, y) = 16 - x 2 - y 2 

14. f(x, y) = y - 

15. f (x, y) = ye x 

16. f(x,y) = xcosy 

En los ejercicios 17 a 20, hallar z = f(x, y utilizar la diferen¬ 
cial total para aproximar la cantidad. 

17. (2.01) 2 (9.02) - 2 2 • 9 



18. V(5.05) 2 + (3.1 ) 2 - V5 2 + 3 2 

1 - (3.05) 2 1 - 3 2 

(5.95 ) 2 6 2 

20 . sen[(1.05) 2 + (0.95) 2 ] - sen(l 2 


l 2 ) 


Desarrollo de conceptos 


21. Definir la diferencial total de una funcion de dos variables. 

22 . Describir el cambio en la exactitud de dz como aproxi- 
macion a A z cuando Ax y Ay aumentan. 

23. iQue se quiere decir con una aproximacion lineal a 
z = fix, y) en el punto P(x 0 , y^l 

24. Cuando se usan diferenciales, «;que significan los terminos 
de propagation y error relativo ? 


26. Volumen El volumendel cilindro circular recto decolor rojo en 
la figura es v = nr 2 h. Los posibles errores son A r y Ah, en el 
radio y en la altura, respectivamente. Hallar dV e identificar los 
solidos de la figura cuyos volumenes estan dados por los terminos 
de dV. iQue soli do representa la diferencia entre Ay y dV? 

27. Analisis numerico Se construye un cono circular recto de 
altura h = 8 y radio r = 4 y durante la medicion se cometieron 
errores en el radio A r y en la altura Ah. Completar la tabla para 
mostrar la relacion entre Ay y dV para los errores indicados. 


Ar 

Ah 

dV 

0 

dS 

AV 

0 

AS 

1 o 1 

< < 

0.1 

0.1 




0.1 

- 0.1 




0.001 

0.002 




- 0.0001 

0.0002 





28. Analisis numerico La altura y radio de un cono circular recto 
midieron h = 16 metros y r = 6 metros. En la medicion, se 
cometieron errores A r y Ah. S es el area de la superficie lateral 
de un cono. Completar la tabla anterior para mostrar la relacion 
entre AS y dS para los errores indicados. 

29. Modelo matematico Los consumos per capita (en galones) de 
diferentes tipos de leche en Estados U nidos de 1999 a 2005 se 
muestran en la tabla. El consumo de leche light y descremada, 
leche baja en grasas y leche entera se representa por las varia¬ 
bles x, y y z, respectivamente. (Fuente: U.S. Department of 
Agriculture) 


Ano 

1999 

2000 

2001 

2002 

2003 

2004 

2005 

X 

1.4 

1.4 

1.4 

1.6 

1.6 

1.7 

1.7 

y 

7.3 

7.1 

7.0 

7.0 

6.9 

6.9 

6.9 

z 

6.2 

6.1 

5.9 

5.8 

5.6 

5.5 

5.6 


25. Area El area del rectangulo sombreada en la figura es A = lh. 
Los posibles errores en la longitud y la altura son A/ y Ah, 
respectivamente. Hallar dA e identificar las regiones de la figu¬ 
ra cuyas areas estan dadas por los terminos de dA. iQue region 
representa la diferencia entre AA y dA? 




Un modelo para los datosesta dado porz = -0.92x + 1.03y + 
0 . 02 . 

a) Hallar la diferencial total del modelo. 

i b) Se preve en la industria lechera que en anos futuros el consu¬ 
mo per capita de leche light y descremada sera de 1.9 ± 0.25 
galones y que el consumo per capita de leche baja en grasas 
sera 7.5 ± 0.25 galones. Utilizar dz para estimar los maximos 
errores de propagacion y relativo en el pronostico de consumo 
de leche entera. 

30. Coordenadas rectangulares a polares U n sistema de coorde- 
nadas rectangular se coloca sobre un mapa y las coordenadas de 
un punto deinteres son (7.2, 2.5). Existeun posible error de 0.05 
en cada coordenada. Aproximar el maximo error posible al 
medir las coordenadas polares del punto. 


Figura para 25 


Figura para 26 
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31. Volumen El radio r y la altura h de un cilindro circular recto 
semiden con posibles erroresde4y 2%, respectivamente. Apro- 
ximar el maximo error porcentual posible al medir el volu¬ 
men. 

32. Area En un triangulo, dos lados adyacentes miden 3 y 4 pul- 
gadas de longitud, y entre ellos forman un angulo de 77 / 4 . 
Los posibles errores de medicion son ^ pulgadas en los 
lados y 0.02 radianes en el angulo. A proximar el maximo error 
posible al calcular el area. 

33. Viento La formula para la frialdad producida por el viento C 
(en grados Fahrenheit) es 

C = 35.74 + 0.62157 - 35.75v° 16 + 0.42757V 016 

donde v es la velocidad del viento en millas por hora y T es la 
temperatura en grados Fahrenheit. La velocidad del viento es 
23+ 3 millas por hora y la temperatura es 8° ± 1°. Utilizar dC 
para estimar el posible error propagado y el error relativo ma- 
ximos al calcular la frialdad producida por el viento. (Fuente: 
National Oceanic and Atmospheric Administration) 

34. Aceleracion La aceleracion centripeta de una particula que se 
mueve en un circulo es a = v 2 /r, donde v es la velocidad y r es 
el radio del circulo. A proximar el error porcentual maximo al 
medir la aceleracion debida a errores de 3% en v y 2% en r. 

35. Volumen Un abrevadero tiene 16 pies de largo (ver la figura). 
Sus secciones transversales son triangulos isosceles en los que los 
dos lados iguales miden 18 pulgadas. El angulo entre los dos lados 
igualeses 6. 

a) Expresar el volumen del abrevadero en funcion de 0 
y determinar el valor de 0 para el que el volumen es ma¬ 
ximo. 

b ) El error maximo en las mediciones lineales es de media pul- 
gada y el error maximo en la medida del angulo es 2°. 
A proximar el cambio a partir del volumen maximo. 




37. Potencia La potencia electrica P esta dada por P = E 2 /R, 
donde E es el voltaje y R es la resistencia. A proximar el maxi¬ 
mo error porcentual al calcular la potencia si se aplican 120 
volts a una resistencia de 2 000 ohms y los posibles errores por- 
centuales al medir E y R son 3 y 4%, respectivamente. 

38. Resistencia La resistencia total R de dos resistencias conec- 
tadas en paralelo es 



A proximar el cambio en R cuando R ± incrementa de 10 ohms a 
10.5 ohms y R 2 decrece de 15 ohms a 13 ohms. 

39. Inductancia La inductancia L (en microhenrys) de un hilo 
recto no magnetico en el vacio es 

L = O.O0O2l(hy - 0.75) 

donde h es la longitud del hilo en milimetros y r es el radio de 
una seccion transversal circular. Aproximar L cuando r = 
2 ± ^milimetros y h = IOO ± ^ milimetros. 

40. Pendulo El periodo T de un pendulo de longitud L es 
T = 2ir^/TJg , donde g es la aceleracion de la gravedad. Un 
pendulo se Neva de la zona del canal, donde g = 32.09 pies/s 2 , 
a Groenlandia, dondeg = 32.23 pies/s 2 . Debido al cambio en la 
temperatura, la longitud del pendulo cambia de 2.5 pies a 2.48 
pies. Aproximar el cambio en el periodo del pendulo. 

En los ejercicios 41 a 44, mostrar que la funcion es diferen- 
ciable, hallando los valores de y e 2 Q ue se dan en l a defi- 
nicion de diferenciabilidad y verificar que e ± y e 2 -^0 cuando 
(Ax,Aj^->(QQ). 

41. f{x, y) = x 2 - 2x + y 42. f{x, y) = x 2 + y 2 

43. fix, y) = a' 2 }' 44. fix, y) = St — lOy + y 3 


En los ejercicios 45 y 46, utilizar la funcion para demostrar que 
a) 0) y fj/ft 0) existen, y b) f no es diferenciable en (ft 0). 


f 3+ 

45. fix,y) = \x 4 + y 2 

lo, 

f 5* 2 y 

46. f(x,y) = \x 3 + y 3 ' 

lo, 


(x, y) * (0, 0) 
U.y) = (0,0) 

(*+*( 0 , 0 ) 
(*+ = (0,0) 


Figura para 35 Figura para 36 

36. Deportes U n jugador de beisbol en el jardin central seencuen- 
tra aproximadamente a 330 pies de una camara de television que 
esta en la base. Un bateadorgolpea una pelota que sale hacia una 
valla situada a una distancia de 420 pies de la camara (ver la 
figura). 

a) La camara gira 9° para seguir la carrera. Aproximar el 
numero de pies que el jugador central tiene que correr para 
atrapar la pelota. 

b ) La posicion del jugador central podriatenerun error hastade 
6 pies y el error maximo al medir la rotacion de la camara 
de 1°. Aproximar el maximo error posible en el resultado del 
inciso a). 


47. M ostrar que si f(x, y) es diferenciable en (x 0 , y 0 ), entonces f(x, y 0 ) 
es diferenciable en x = x 0 . Usar este resultado para probar que 
f(x, y) = Jx 2 + y 2 no es diferenciable en (0, 0). 


Para discusion 


48. Considerar la funcion f(x, y) = V* 2 + y 2 - 

a) Evaluar f(3,1) y f(3.05, 1.1). 

b) Usar los resultados del inciso a) para calcular Az. 

c) Usar la diferencial total dz para aproximar Az. Comparar 
los resultados con los del inciso b). 
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Regia de la cadena para funciones de varias variables 


■ Utilizar la regia de la cadena para funciones de varias variables. 

■ Hallar las derivadas parciales implicitamente. 


Regia de la cadena para funciones de varias variables 



© © 


Regia de la cadena: una variable depen- 
diente w, es funcion de x y y las que a su vez 
son funciones de t. Este diagrama represen- 
ta la derivada de w con respecto a t 

Figura 13.39 


El trabajo con diferenciales de la seccion anterior proporciona las bases para la extension 
de la regia de la cadena a funciones de dos variables. Hay dos casos: el primer caso cuan- 
do w es una funcion de x y y, donde x y y son funciones de una sola variable indepen¬ 
diente r. (La demostracion de esteteorema se da en el apendiceA.) 


TEOREMA 13.6 REGLA DE LA CADENA: UNA VARIABLE INDEPENDIENTE 


Sea w = fix, y), donde / es una funcion derivable de x y y. Si x = g(t) y y = h[t), 
donde g y h son funciones derivables de t, entonces w es una funcion diferenciable de 

t. y 


dw _ dw dx dw dy 
dt dx dt dy dt' 


Ver figura 13.39. 


EJEMPLO I Regia de la cadena con una variable independiente 

Sea w = x 2 y - y 2 , dondex = sen t y y = e'. Hallar dw/dt cuando t = 0. 

Solucion De acuerdo con la regia de la cadena para una variable independiente, se tiene 

dw _ dw dx ^ dw dy 
dt dx dt dy dt 

= 2xy(C0S t ) + (x 2 — 2 y)e‘ 

= 2(sen t)(e ‘)(cos t) + (sen 2 1 - 2e)e’ 

= 2e' sen t cos t + e< sen 2 1 - 2e 2t . 

Cuando t = 0, se sigue que 

dw _ _ 

~dt ~ ~ 

La regia de la cadena presentada en esta seccion proporciona tecnicas alternativas para 
resolver muchos problemas del calculo de una sola variable. A si, en el ejemplo 1, se 
podrian haber usado tecnicas para una sola variable para encontrar dw/dt expresando 
primero w como funcion de t, 

w = x 2 y — y 2 

= (sen t) 2 (e r ) - (e 1 ) 2 
= e‘ser\ 2 t - e 2t 

y derivando despues como de costumbre. 
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y 

I 



-4 


y 

A 

4— t =71 



-4 


Trayectorias de dos objetos que recorren 
orbitas elipticas 

Figura 13.40 


La regia de la cadena en el teorema 13.6 puede extenderse a cualquier numero de va¬ 
riables. Por ejemplo, si cada x i es una funcion derivable de una sola variable t, entonces 
para 

w = f{x v x 2 ,..., x n ) 

se tiene 

dw _ dw dx i dw dx 2 + + dw dx n 

dt dx 2 dt dx 2 dt dx n dt ' 


EJEMPLO 2 Aplicacion de la regia de la cadena a velocidades 
o ritmos de cambio relacionados 


Dos objetos recorren trayectorias elipticas dadas por las ecuaciones parametricas siguientes. 

x 1 =4cosr y y 1 =2senr Primerobjeto. 

x 2 = 2 sen 2 1 y y 2 =3cc&2l Segundo objeto. 

iA que velocidad o ritmo cambia la distancia entre los dos objetos cuando t = 7 r? 


Solucion En la figura 13.40 se puede ver que la distancia s entre los dos objetos esta dada 
por 

s = JTx 2 - xj 2 + (y 2 - y^ 2 

y que cuando t = v, se tiene x 1 = -4,y 1 =0,x 2 =0,y 2 = 3 y 

s = V(0 + 4 ) 2 + (3 - 0 ) 2 = 5. 


Cuando t = tt, las derivadas parciales des son las siguientes. 


ds 

(■ x 2 x l) 

dx ± 

J(x 2 - xj 2 + (y 2 - yi ) 2 

ds 

~{yz - yi) 

dy ± 

V(x 2 - x j) 2 + (y 2 - yj 2 

ds 

(x 2 ~ JCl) 

dx 2 

J(x 2 - X ]) 2 + (y 2 - yj 2 

ds 

(}'2 ~ Vl) 

dy 2 

V(x 2 - xj 2 + (y 2 - yi ) 2 


= -i(0+4)=- 

=ri<3-o) = - 


4 

5 
3 
5 


= ^(0 + 4) = 
= ^(3 - 0 ) = 


4 

5 
3 
5 


Cuando t = tt, las derivadas dex 1( y v x 2 y y 2 son 


^P=-4senr = 0 ^ = 2cosr=-2 

dt dt 

^ = 4 cos 2r = 4 = _ gsen 2 1 = 0. 

dt dt 

Por tanto, usando la regia de la cadena apropiada, se sabe que la distancia cambia a una 
velocidad 0 ritmo 


ds 

dt 


ds dx 1 ds dy 1 ds dx 2 ds dy 2 
dx 1 dt dy ± dt dx 2 dt dy 2 dt 



22 
5 ' 
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En el ejemplo 2, observese ques es funcion de cuatro variables intermedias, x v y v x 2 
y y 2 , cada una de las cuales es a su vez funcion de una sola variable t. Otro tipo de funcion 
compuesta es aquella en la que las variables intermedias son, a su vez, funciones de mas 
de una variable. Por ejemplo, si w = f(x, y), donde x = g(s, t) y y = his, t ), se sigue que 
w es funcion de s y t, y se pueden considerar las derivadas parciales de w con respecto a s 
y t. U na manera de encontrar estas derivadas parciales es expresar w explfcitamente como 
funcion de s y t sustituyendo las ecuaciones x = #(.?, t) y y = h(s,t) en la ecuacion 
w = fix, y) . A si se pueden encontrar las derivadas parciales de la manera usual, como se 
muestra en el ejemplo siguiente. 


EJEMPLO 3 Hallar derivadas parciales por sustitucion 

Hallar dw/ds y dw/dt para w = 2xy, donde x = s 2 + t 2 y y = s/t. 


Solucion Se comienza por sustituir x = s 2 + t 2 y y = s/t en la ecuacion w = 2xy para 
obtener 


w 


2xy = 2 (s 2 + f 2 ) -) = 21-1- st 


Despues, para encontrar dw/ds, se mantiene t constante y se deriva con respecto a v. 

— = 2(— + t 
ds \ t 


_ 6s 2 + 2? 2 
t 

De manera similar, para hallar dw/dt, se mantiene s constante y se deriva con respecto a t 
para obtener 


dw 

~dt 



1st 2 - 2s 3 
t 2 ' 


El teorema 13.7 proporciona un metodo alternative para hallar las derivadas parciales del 
ejemplo 3, sin expresar w explfcitamente como funcion desy t. 



La regia de la cadena: dos variables 
independientes 

Figura 13.41 


TEOREMA 13.7 REGLA DE LA CADENA: DOS VARIABLES INDEPENDIENTES 

Sea w =f(x, y), donde/es una funcion diferenciable dex y y. Si x = g(s, t)y y = h(s, t ) 
son tales que las derivadas parciales de primer orden dx/ds, dxldt, dylds y dyldt existen, 
entonces dw/ds y dw/dt existen y estan dadas por 

dw _ dw dx dw dy dw _ dw dx + dw dy 

ds dx ds dy ds ^ dt dx dt dy df 


(DEMosTRAciofr Para obtener dwlds, se mantiene constante t y se aplica el teorema 13.6 
para obtener el resultado deseado. De manera similar, para obtener dwldt se mantiene 
constante v y se aplica el teorema 13.6. 


«»»■» La regia de la cadena en este teorema se muestra esquematicamente en la figura 13.41. ■ 
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EJEMPLO 4 Regia de la cadena con dos variables independientes 

Utilizar la regia de la cadena para encontrar dw/ds y dw/dt, dada 
w = 2xy 

donde x = s 2 + t 2 y y = s/t. 

Solucion Notese que estas mismas derivadas parciales fueron calculadas en el ejemplo 
3. Esta vez, usando el teorema 13.7, se puede mantener constante t y derivar con respecto 
a ^ para obtener 

dw _ dw dx dw dy 
ds dx ds dy ds 

= 2y(2s) + 2x(j) 

= 2(jj(2v) + 2(.v 2 ’ + r 2 )^yj Sustituirv por (s/t) y a- por s 2 + t 2 . 

4s 2 | 2^ 2 + 2r 2 
t t 

= 6s 2 + 2 1 2 
t 

De manera similar, manteniendo s constante se obtiene 

dw _ dw dx + dw dy 
dt dx dt dy dt 

= 2y(2t) + 2 x (jrj 

= 2^yj(2r) + 2(.v 2 + r 2 )^— Sustituir v por (s/t) y .v por s 2 + t 2 . 

. 2 s 3 + 2st 2 

= 4,-— 

_ 4sr 2 — 2s 3 — 2 st 2 

~ t 2 

_ 2 st 2 — 2s 3 

~ T 2 _ 

La regia de la cadena del teorema 13.7 tambien puede extenderse a cualquier numero 
de variables. Por ejemplo, si w es una funcion diferenciable de n variables x v x 2 ,. . .,x n , 
donde cadax,. esunafunciondiferenciabledem variables t v t 2 ,. . ., t m , entonces para 

w = f{x v x 2 ,. . ., x n ) 

se obtiene lo siguiente. 

dw _ dw dx 1 ^ dw dx 2 + dw dx n 

dt 1 dx 1 dt ± dx 2 dt 1 dx n dt 1 

dw dw dx i dw dx 2 dw dx n 

— =--- + ■ ■ ■ H-- 

dt 2 dx ± dt 2 dx 2 dt 2 dx n dt 2 

dw _ dw dx i dw dx 2 + dw dx n 

dt m dx l dt m + dx 2 dt m + + dX n dt m 
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EJEMPLO 5 Regia de la cadena para una funcion de tres variables 

Hallar dw/ds y dw/dt si s = ly t = 2tt, dada la funcion 

w = xy + yz + xz 

donde x = s cost, y = s sen t y z = t. 

Solucion Por extension del teorema 13.7, se tiene 

dw _ dw dx + dw dy + dw dz 

ds dx ds dy ds dz ds 

— (y + z)(cosf) + (x + z)(senf) + (y + x)(0) 

= (y + z)(cos t) + (x + z)(sen*). 

Cuando s = ly t = 2 it, se tiene x = 1, y = 0 y z = 2 tt. A si, dw/ds = (0 + 27r)(l) + 
(1 + 2tt)(0) = 2tt. Y 

dw _ dw dx ^ dw dy + dw dz 

dt dx dt dy dt dz dt 

= (y + z)(—ssent) + (x + z)(^ cosr) + (y + x)(l) 
y si s = 1 y t = 277, se sigue que 

5 = (0 + 2tt)(0) + (1 + 2t7)(1) + (0 + 1)(1) 

= 2 - 2 -. _ 


Derivacion o diferenciacion parcial implfcita 

Esta seccion concluye con una aplicacion de la regia de la cadena para determinar la 
derivada de una funcion definida impUcitamente. Supongase quex y y estan relacionadas 
por la ecuacion F(x, y) = 0, donde se supone que >> = fix) es funcion derivable de x. Para 
hallar dy/dx, se podria recurrir a las tecnicas vistas de la seccion 2.5. Sin embargo, se vera 
que la regia de la cadena proporciona una util alternativa. Si se considera la funcion dada 
por 


w = Fix, y ) = Fix, fix)) 

se puede aplicar el teorema 13.6 para obtener 


dw 

dx 




Como w = Fix,y) = Opara todax en el dominio de /, se sabe qu edw/dx = Oy se tiene 

Fxix ' y) fx + F > ix ' y) fx = °- 

Ahora, si F y {x,y) # 0, se puede usar el hecho de que dx/dx = 1 para concluir que 

dy = _Fjpc 1 yf_ 
dx F y ix,y) 


U n procedimiento similar puede usarse para encontrar las derivadas parciales de funciones 
de varias variables definidas implicitamente. 
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TEOREMA 13.8 REGLA DE LA CADENA: DERIVACIONIMPLICITA 


Si la ecuacion F(x,y) = 0define ay implicitamente como funcion derivable dex, 
entonces 


dy = Fj^y) 
dx F y (x,y)' 


Fjx, y) * o. 


Si la ecuacion F(x,y,z) = 0define a z implicitamente como funcion diferenciable 
de x y y, entonces 


dz _ F x (x,y,z) 
dx Fjx, y,z) 



F y (x,y,z) 

Fjx, y,z)' 


F z (x,y,z) * 0. 


Este teorema puede extenderse a funciones diferenciables definidas implicitamente de 
cualquier numero de variables. 

EJEMPLO 6 Hallar una derivada implicitamente 

Hallar dy/dx, dada la ecuacion y 3 + y 2 - 5y - x 2 + 4 = 0. 

Solucion Se comienza por definir una funcion F 
Fix, y) = y 3 + y 2 - 5y - x 2 + 4. 

Despues, usando el teorema 13.8, setiene 

Fjx.y) = -2x y F y (x, y) = 3y 2 + 2y - 5 
porlo que 

dy = Fjx, y) = ~(-2x) = 2x 

dx F y (x, y) 3y 2 + 2y - 5 3y 2 + 2y — 5’ 

«!'»-■ Comparar la solucion del ejemplo 6 con la solucion del ejemplo 2 en la seccion 
2.5. ■ 

EJEMPLO 7 Hallar derivadas parciales implicitamente 

Encontrar dz/dx y dz/dy, dada la ecuacion 3x 2 z - x 2 y 2 + 2z 3 + 3yz - 5 = 0. 

Solucion Para aplicar el teorema 13.8, sea 

F(x, y, z) = 3 x 2 z — x^ 2 + 2 z 3 + 3 'yz — 5. 

Entonces 

F x (x, y, z) = 6 xz — 2xy 2 
F y (x,y,z) = — 2x 2 y + 3z 
Fjx, y, z) = 3x 2 + 6z 2 + 3y 

con lo que 

dz _ Fjx, y, z) _ 2xy 2 - 6xz 

dx Fjx, y, z) 3x 2 + 6z 2 + 3y 
dz _ Fjx, y, z) _ 2x 2 y - 3z 
dy Fjx, y, z) 3x 2 + 6z 2 + 3y' 
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13.5 


Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 4, hallar dw/dt utilizando la regia de la cade¬ 
na apropiada. 


1. w = x 2 + y 2 
x = 2t, y = 3t 

3. w = x sen y 

x — e l , y = it — t 


2. w = Jx 2 + y 1 
x = COS t, y = e f 

4. w = In - 

x = cost, y = sen t 


En los ejercicios 5 a 10, hallar dw/dt a) utilizando la regia de la 
cadena apropiada y b ) convirtiendo w en funcion de t antes de 
derivar. 

5. w = xy, x = e l , y = e~ 2t 

6 . w = C0S(x — y), x = t 2 , y = 1 

7. w = x 2 + y 2 + z 2 , x = COS t, y = sen t, z = e* 

8. w = xy cos z, x = t, y = t 2 , z = arccos t 

9. w = xy + xz + yz, x = t — 1, y = t 2 — 1, z = t 

10. w = xy 2 + x 2 z + yz 2 , x = t 2 , y = 2t, z — 2 


En los ejercicios 19 a 22, hallar dw/dry dw/dO a) utilizando la 
regia de la cadena apropiada y b ) convirtiendo w en una funcion 
de r y 0 antes de derivar 

1 9. w = —, x= d 2 , y = r+ 6, z = r- 6 

X 

20. w = x 2 - 2xy + y 2 x = r + 0, y = r - 6 

21. w = arctan x = r cos 6, y = r sen e 

X 

22. w = V25 - Sx 2 - by 2 , x = r COS 0, y = r sen 0 

En los ejercicios 23 a 26, hallar dw/dsy dn/dtutilizando la regia 
de la cadena apropiada. 

23. w = xyz, x = s + t, y = s — t, z — st 2 

24. w = x 2 + y 2 + z 2 , x = t sen s, y = t COS s, z = st 2 

25. w = ze^, x = s — t, y = s + t, z = st 

26. w = x COS yz, x = s 2 , y = t 2 , z — s — 2t 

En los ejercicios 27 a 30, hallar dy/dx por derivacion implicita. 


M ovimiento de un proyectil En los ejercicios 11 y 12 se dan las 
ecuaciones parametricas de las trayectorias de dos proyectiles. 

que velocidad o ritmo cambia la distancia entre los dos obje- 
tos en el valor de t dado? 


11 . x 2 = 10 cos 2 1 , y 1 = 6 sen 2 1 
x 2 = 1 cos t, y 2 = 4 sen t 

t = 77/2 

12. ^ = 4872 1 , yi = 4872 1 - 16? 2 
x 2 = 4873 1, y 2 = 48 1 - 16 1 2 

t = 1 


Primer objeto. 
Segundo objeto. 

Primer objeto. 
Segundo objeto. 


En los ejercicios 13 y 14, hallar cFl/l/d 2 utilizando la regia de la 
cadena apropiada. Evaluar cPw/dP en el valor de t dado. 


13. w = ln(x + y), x = e t , y = e t = 0 

x 2 

14. w = x = t 2 , y = t + 1, t = 1 

y 

En los ejercicios 15 a 18, hallar dw/dsy dn/dtutilizando la regia 
de la cadena apropiada y evaluar cada derivada parcial en los 
valores de S y t dados. 


Funcion 

15. w = x 2 + y 2 

x = s + t, y = s — t 

16. w = y 3 — 3x 2 y 
x = e s , y = e l 

17. w = sen(2x + 3y) 

x = s F t, y = s - t 

18. w = x 2 - y 2 

x = s COS t, y = s sen t 


Punto 

s = 1, t= 0 
s=-l, t = 2 
5 = 0, t = y 


27. x 2 — xy + y 2 — x + y = 0 

28. sec xy + tan xy + 5 = 0 


29. InT * 2 + y 2 + x + y = 4 
x 


30. 


x 2 + y 2 


— y 2 = 6 


En los ejercicios 31 a 38, hallar las primeras derivadas parciales 
de z por derivacion implicita. 


31. x 2 + y 2 + z 2 = 1 
33. x 2 + 2yz + z 2 = 1 
35. tan(x + y) + tan(y + z) = 1 
37. e xz + xy = 0 


32. xz + yz + xy = 0 
34. x + sen(y + z) = 0 
36. z = e x sen(y + z) 

38. x In y + y 2 z + z 2 = 8 


En los ejercicios 39 a 42, hallar las primeras derivadas parciales 
de w por derivacion implicita. 

39. xy + yz ~ wz + wx = 5 

40. x 2 + y 2 + z 2 - 5yw + 10w 2 = 2 

41. COS xy + sen yz F WZ = 20 

42. w — 7* — y — 7y — z = 0 

Funciones homogeneas Una funcion f es homogenea de grado 
n si f(tx, t]/} = tPfix, En los ejercicios 43 a 46, a) mostrar que 
la funcion es homogenea y determinar n, y b) mostrar que 

xf*(x,y) + yfy(x,y) = nf(x,^. 


43. f(x, y) = 


xy 




44. f(x, y) = x 3 - 3xy 2 + y 3 


45. /(x, y) = e x ! y 


46. /(x, y) = 


7-v 2 +. 
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47. Sean w =j{x, y), x = g(t) y y = h(t), donde/, g y h son diferen- 
ciables. Usar la regia de la cadena apropiada para encontrar 
dwldt cuando t = 2 dada la siguiente tabla de valores. 


9(2) 

h( 2) 

9X2) 

m 

f x ( 4,3) 

fy( 4,3) 

4 

3 

-1 

6 

-5 

7 


48. Sean w = f[x, y), x = g(s, t) y y = h(t), donde/, g y h son dife- 
renciables. Usar la regia de la cadena apropiada para encontrar 
w s [ 1 , 2) y w t ( 1 , 2) dada la siguiente tabla de valores. 


9(1,2) 

h( 1,2) 

9s(V 2) 

Ml, 2) 

4 

3 

-3 

5 


9t( 1,2) 

M 1,2) 

f x (4,3) 

fy( 4,3) 

-2 

8 

-5 

7 


Desarrollo de conceptos 


49. Sea w =f(x,y) una funcion donde x y y son funciones de 
una sola variable t. Dar la regia de la cadena para hallar 

dw/dt. 

50. Sea w =f(x,y) una funcion donde x y y son funciones de 
dos variables s y t. Dar la regia de la cadena para hallar 

dw/ds y dw/dt. 

51. Si f(x,y) = 0, dar la regia para hallar Jy/Jx implicitamente. 
Si f(x,y,z) = 0, dar la regia para hallar dz/dx y dz/dy 
implicitamente. 


Para discusion 


52. Considerar la funcion /(x, y, z) =xyz, donde x = t 2 ,y = It, 

z - e~K 

a) Usar la regia de la cadena apropiada para encontrar df/dt. 

b ) Escribir / como una funcion de t y entonces encontrar 
df/dt. Explicar por que este resultado es el mismo que el 
del inciso a). 


53. Volumen y area superficial El radio de un cilindro circular 
recto se incrementa a razon de 6 pulgadas por minuto, y la altura 
decrece a razon de 4 pulgadas por minuto. iCual es la razon de 
cambio del volumen y del area superficial cuando el radio es 12 
pulgadas y la altura 36 pulgadas? 

54. Volumen y area superficial Repetir el ejercicio 53 con un 
cono circular. 

55. Ley de los gases ideales Segun la ley de I os gases i deales 
pV = mRT, donde R es una constants m es una masa constante 
y p y v son funciones del tiempo. Hallar dT/dt, la velocidad o 
el ritmo de cambio de la temperatura con respecto al tiempo. 

56. Area Sea d el angulo entre los lados iguales de un triangulo 
isosceles y sea x la longitud de estos lados. Si x se incrementa a 
razon de \ metro por hora y 0 se incrementa a razon de 77/90 
radianes por hora, hallar la tasa de incremento del area cuando 

x = 6y 6 = it/ 4 . 


57. Momenta de inercia Un cilindro anular tiene un radio inte¬ 
rior de n y un radio exterior de r 2 (ver la figura). Su momenta 
de inercia es I = r 2 2 ) donde m es la masa. Los dos 

radios se incrementan a razon de 2 centimetros por segundo. 
Hallar la velocidad al que varia/en el instanteen que los radios 
son 6 y 8 centimetros. (Suponer que la masa es constante.) 



Figura para 57 Figura para 58 

58. Volumen y area superficial Los dos radios del tronco de un 
cono circular recto se incrementan a razon de 4 centimetros por 
minuto y la altura se incrementa a razon de 12 centimetros por 
minuto (ver la figura). Hallar a que velocidad cambian el volu¬ 
men y el area superficial cuando los radios son 15 y 25 cen¬ 
timetros, respectivamente, y la altura es de 10 centimetros. 

59. M ostrar que (dw/du) + (dw/dv) = 0 para w =f(x, y), x = u - v 
y y = v — u. 

60. Verificarel resultado del ejercicio 59 con 

w = (x — y) Sen (y - x). 

61. Considerar la funcion w = /(x f y) f en la que x = rcosO y 
y = r sen 0. Demostrar: 


a) 


dw dw „ dw sen 6 

- = —COS0- TZ - 

dx dr dd r 


dw 

dy 


dw 

-—sen 0 + 

dr 


dw COS 6 

dO r 


b ) 


/ dw\ 2 + / dw\ 2 

\te) + lay/ 





2 


62. Verificar el resultado del ejercicio 61 b con w = arctan(y/x). 

63. Ecuaciones de Cauchy-Riemann Dadas las funciones u(x,y) 
y v(x,y), verificar que las ecuaciones diferenciales Cauchy- 
Riemann 


du _ dv du _ dv 
dx dy ^ dy dx 


pueden escribirse en coordenadas polares como 


du 

dr 


1 dv 
r dO 


dv 

dr 


1 du 
r dd' 


64. Verificarel resultado del ejercicio 63 con las funciones 
u InVx 2 + y 2 y v = arctan^. 

65. Demostrar que si } (x, y) es homogenea de grado n, entonces 

xf x (x,y) + yf y (x, y) = nf{x,y). 


[Sugerencia : Sea g{t) = f(tx, ty) = t n f(x, y). Hallar g'(t) y 
despues hacer t = 1] 
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13.6 


Derivadas direccionales y gradientes 


■ Hallar y usar las derivadas direccionales de una funcion de dos variables. 

■ Hallar el gradiente de una funcion de dos variables. 

■ Utilizar el gradiente de una funcion de dos variables en aplicaciones. 

■ Hallar las derivadas direccionales y el gradiente de funciones de tres variables. 


Derivada direccional 



z=f(x,y> 


Figura 13.42 


y 



Figura 13.43 


Suponer que se esta en la colina de la figura 13.42 y se quiere determinar la inclinacion de 
la colina respecto al ejez. Si la colina esta representada porz= f{x, y), se sabe como deter- 
minar la pendiente en dos direcciones diferentes: la pendiente en la direccion dey esta dada 
por la derivada parcial f y (x, y), y la pendiente en la direccion dex esta dada por la derivada 
parcial f x (x, y). En esta seccion se vera que estas dos derivadas parciales pueden usarse para 
calcular la pendiente en cualquier direccion. 

Para determinar la pendiente en un punto de una superficie, se definira un nuevo tipo 
de derivada llamada derivada direccional. Sea z= fix, y) una superficie y PiXg, y 0 ) un 
punto en el dominio de f, como se muestra en la figura 13.43. La "direccion" de la deriva¬ 
da direccional esta dada por un vector unitario 

u = cos Oi + sen 9j 

donde 6 es el angulo que forma el vector con el eje x positivo. Para hallar la pendiente 
deseada, se reduce el problema a dos dimensiones cortando la superficie con un piano ver¬ 
tical que pasa por el punto P y es paralelo a u, como se muestra en la figura 13.44. Este 
piano vertical corta la superficie formando una curva C. La pendiente de la superficie en 
(x^, y 0 , fCv y 0 )) en la direccion de u se define como la pendiente de la curva C en ese 
punto. 

De manera informal, se puede expresar la pendiente de la curva C como un limite 
analogo a los usados en el calculo de una variable. El piano vertical utilizado para formar 
C corta el piano xy en una recta L, representada por las ecuaciones parametricas, 

X = Xj) + t cos 9 


y 


y = y 0 + tsen 9 

de manera que para todo valor de t, el punto Q(x, y) se encuentra en la recta L. Para cada 
uno de los puntos P y Q, hay un punto correspond!ente en la superficie. 



Curva: C 


z Superficie: 

z = f(x, y) 

x (*o, V(*o.y 0 )) 

(x, y, f(x, yi 


Cv yo- f(><0' %)) Punto sobre p - 

(x, y, f(x, y)) Punto sobre 0. 

Como la distancia entre P y Q es 

V(x- xjj) 2 + (y- y 0 ) 2 = V(tcos W + (tsen W 
= 1*1 

se puede escribir la pendiente de la recta secante que pasa por (x^, y 0 , f(x^, y 0 )) y 
(x, y, f(x, yj) como 

fix, y) - fixp, y 0 ) = fixp + tcos 9, y 0 + tsen 9} - fjxp, y 0 ) 
t t 


Figura 13.44 


Por ultimo, haciendo que t se aproxime a 0, se Mega a la definicion siguiente. 
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DEFINICION DE LA DERIVADA DIRECCIONAL 

Sea f una funcion de dos variables xy y, y sea u = cos 6 i + sen 0j un vector uni- 
tario. Entonces la derivada direccional de fen la direccion de u, que se denota 
D u f,es 

D„ f(x ,yl = IIm ^+tosfty+tsen»)-fixy» 
siempre que este limite exista. 


Calcular derivadas direccionales empleando esta definicion es lo mismo que encontrar 
la derivada de una funcion de una variable empleando el proceso del limite (seccion 2.1). 
Una formula "de trabajo" mas simple para hallar derivadas direccionales emplea las 
derivadas parciales f x y f y 


TEOREMA 13.9 DERIVADA DIRECCIONAL 

Si f es una funcion diferenciable de xy y, entonces la derivada direccional de f en 
la direccion del vector unitario u = cos 9i + sen 0j es 

D„ fix. y) = fjx y) cos 0 + f/x, y) sen 9. 


C DEMosTRAcioiT : Dado un punto fijado (x 0 , y 0 ), sea x = x 0 + f cos 9 y sea y = y 0 + 
tsen 9. Ahora, sehace g(t) = f(x,y). Como / es diferenciable, sepuedeaplicar la reglade 
la cadena del teorema 13.6 para obtener 

g'(t) = Ux, y)x'(t) + fyx, )/)y'(t) = fj,x, y) cos 6 + fyx, y) sen 9. 

Si t = 0, entonces x = Xq y y = y 0 , por tanto 

g'( 0) = fjxg, y 0 ) cos 9 + f/Xo, y 0 ) sen 9. 

De acuerdo con la definicion de g'(t), tambien es verdad que 


gf(0) = lim 


9(0 ~ 9(0) 

t 


|fm fiXp + tcos 9, y 0 + tsen 9) - f(^, y 0 ) 

t-^Q t 


Por consiguiente, D u f(Xo, y 0 ) = ffa, y 0 ) cos 9 + y 0 ) sen 9. 


Hay una cantidad infinita de derivadas direccionales en un punto dado de una super- 
ficie, una para cada direccion especificada por u, como se muestra en la figura 13.45. Dos 
de estas son las derivadas parciales f x y f y 


X 



Superficie: 
z = f(x, y) 


El vector u 


1. En la direccion del ejex positivo (9 = 0): u = cos 0 i + sen 0 j = i 

D; fix, y) = fjx, y) cos 0 + fyx, y) sen 0 = fjx, y) 

2. En la direccion del ejey positivo (9 = 77-/2): u = cos^i + sen^j = j 

Dj fix, y) = fyx, y) cos | + fyx, y)sen| = fyx, y) 


Figura 13.45 
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EJEMPLO I Hallar una derivada direccional 

Hallar la derivada direccional de 

f(x, y) = 4 - x 2 - \y 2 Superficie. 

en (1, 2) en la direccion de 

( 7r\. / 7r\. 

u = ICOSyli + Iseny Ij. Direccion. 


Superficie: 

f{x, y) = 4 - x 2 - Y 



Figura 13.46 


Solucion Como f x y f y sor\ continuas, f es diferenciable, y se puede aplicar el teorema 
13.9. 

D u f(x, y) = fjx, y) cos 0 + fjx, y) sen e 
= (-2x) cos 6 + ^“jsen d 
Evaluando en 6 = tt/3, x= 1 y y = 2se obtiene 
D u f(l,2) = (-2)(|) + (-l/^ 



« —1.866. Ver la figura 13.46. 


«»»» La figura 13.46 muestraque la derivada direccional se puede interpretar como la pendiente 
de la superficie en el punto (1, 2, 2) en la direccion del vector unitario u. ■ 

Se ha especificado la direccion por medio de un vector unitario u. Si la direccion esta 
dada por un vector cuya longitud no es 1, se debe normalizar el vector antes de aplicar la 
formula del teorema 13.9. 



EJEMPLO 2 Hallar una derivada direccional 

Hallar la derivada direccional de 

f(x, y) = x 2 sen 2y Superficie. 

en (1, 77 / 2 ) en la direccion de 

v = 3i — 4j. Direccion. 

Solucion Como f x y ^son continuas, f es diferenciable, y se puede aplicar el teorema 
13.9. Se comienza por calcular un vector unitario en la direccion de v. 

v 3. 4. 

u = jo? = jri - jrj = cos 0i + sen 0j 

Usando este vector unitario, se tiene 
D u fix, y) = 

D " f ( 1, 2 ") = 


(2xsen2y)(cos d) + (2x 2 cos 2y)(sen0) 


(2 sen 77 ) 7 + (2 cos 77 ) -y 


(o)m + (-2)(^ 

8 
5' 


Figura 13.47 


Ver la figura 13.47. 
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z 


ix,y,f(x,y)) 



X 

El gradiente de / es un vector en el piano xy 

Figura 13.48 


El gradiente de una funcion de dos variables 

El gradiente de una funcion de dos variables es una funcion vectorial de dos variables. 
Esta funcion tiene multiples aplicaciones importantes, algunas de las cuales se describen 
mas adelante en esta misma seccion. 


DEFINICION DE GRADIENTE DE UNA FUNCION DE DOS VARIABLES 

Sea z = f(x, y) una funcion de xy ytal que f x y ^existen. Entonces el gradiente 
de f, denotado por Vf(x, y), es el vector 

Vf(x, y) = fjx, y)i + fy(x, y) j. 

Vfse lee como "nabla f". Otra notacion para el gradiente es grad f(x, y). En la 
figura 13.48 hay que observar que para cada (x, y), el gradiente Vf(x, y) es un vector 
en el piano (no un vector en el espacio). 


El sfmbolo V no tiene ningun valor. Es un operador de la misma manera que d/dxes un 
operador. Cuando V opera sobre f(x, y), produce el vector Vf(x, y). ■ 


EJEMPLO 3 Hallar el gradiente de una funcion 

Hallarel gradiente de f(x,y) = ylnx+ xy 2 en el punto (1, 2). 
Solucion Utilizando 

Ux, y) = ~ x + y 2 y fjx y> = in x + 2xy 


se tiene 


Vf(x, y) = 
En el punto (1, 
Vf(l, 2) = 


(x + y2 )‘ + (lnx+ 

2 ), el gradiente es 

+2 2 )i + [lnl + 2(l)(2)]j 


= 6i + 4j. 


Como el gradiente de f es un vector, se puede expresar la derivada direccional de f en 
la direccion de u como 

D„ f(x, y) = [ Ux, y)i + fyx, y)j] • [cos 6i + sen 0j]. 

En otras palabras, la derivada direccional es el producto escalar del gradiente y el vector 
direccion. Este util resultado se resume en el teorema siguiente. 


TEOREMA 13.10 FORMA ALTERNATIVA DE LA DERIVADA DIRECCIONAL 

Si f es una funcion diferenciable de xy y, entonces la derivada direccional de f en 
la direccion del vector unitario u es 

D„ fix, y) = Vf(x, y) ■ u. 
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Superficie: 
f[x, y) = 3x 2 - 2y 2 





Figura 13.49 


EJEMPLO 4 Hallar una derivada direccional usando Vf(x, y) 

Hallar la derivada direccional de 
fix, y) = 3x 2 - 2y 2 

en (-f, 0), en la direccion de p (-|, 0) a 0(0,1). 


Solucion Como las derivadas de f son continuas, fes diferenciable y se puede aplicar el 
teorema 13.10. Un vector en la direccion especificada es 

Pd = V = (o + |)i + (1 - 0)j 

y un vector unitario en esta direccion es 

v 3. 4. 

U = W = 5 , + 5 J ' 


Vector unitario en la direccion d ePQ. 


Como Vf(x, X) = U x - X) i + fyi x ’ y)i = 6M - 4yj, el gradiente en o) es 

oj = — + Oj. Gradiente en 0). 

Por consiguiente, en (-f, 0) la derivada direccional es 


M-7. 0 =vr --,o -u 


- ( - 2 1 + Oj j • + 5 j 

27 
10 ' 


Derivada direccional en (-§, o). 


Ver la figura 13.49. 


Aplicaciones del gradiente 

Se ha visto ya que hay muchas derivadas direccionales en un punto (x,y) de una superfi¬ 
cie. En muchas aplicaciones, se desea saber en que direccion moverse de manera que 
f{x, X crezca mas rapidamente. Esta direccion se llama la direccion de mayor ascenso, y 
viene dada por el gradiente, como se establece en el teorema siguiente. 


■«!»« La parte 2 del teorema 13.11 
dice que en el punto (x y), fcrece mas 
rapidamente en direccion del gradiente, 
Vf(x, y). ■ 


TEOREMA 13.11 PROPIEDADES DEL GRADIENTE 
Sea f diferenciable en el punto (x, y). 

1. Si Vf(x, X = 0, entonces D u f(x, y) = 0 para todo u. 

2 . La direccion de maximo incremento de f esta dada por Vf(x,X' El valor maximo 
de D„ fix, X es ||Vf(x, y)||. 

3. La direccion d eminimo incremento de f esta dada por -Vf(x, y). El valor mfnimo 
de D u f(x, X es -\\Vf(x,X\\- 
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M aximo 
incremento 



El gradiente de / es un vector en el piano xy 
que apunta en direccion del maximo incremen¬ 
to sobre la superficie dada por z = /(x, y) 

Figura 13.50 


Curvas de nivel: 

T(x, y) = 20- 4x 2 -y 2 


y 

A 

5 



La direccion del maximo incremento de la 
temperatura en (2, — 3) esta dada por 
- 16i + 6j 

Figura 13.51 


( demostracion ) si Vf(x, y) = 0, entonces en cualquier direccion (con cualquier u), se 
tiene 

D u f(x, y) = Vf(x, y) ■ u 

= (Oi + Oj) • (cos 0i + sen 0j) 

= 0 . 

Si Vf(x, y) # 0, sea <p el angulo entre Vf(x, y) y un vector unitario u. Usando el producto 
escalar se puede aplicar el teorema 11.5 para concluir que 

D u fix, y) = Vf(x, y) • u 

= ||Vf(x, y)|| ||u 11 cos cf> 

= ||Vf(x, y)|| cos <£ 

y se sigue que el valor maximo de D u f(x, y) se presentara cuando cos <j> = 1. Por tanto, 
cf> = 0, y el valor maximo de la derivada direccional se tiene cuando u tiene la misma 
direccion que Vf(x, y). Este valor maximo de D u f(x, y) es precisamente 

||Vf(x, y)|| cos </> = ||Vf(x, 3 ^||. 

De igual forma, el valor minimo de D u f(x, y) puede obtenerse haciendo <p = tt de manera 
que u apunte en direccion opuesta a Vf(x, y), como se muestra en la figura 13.50. 


Para visualizar una de las propiedades del gradiente, imaginar a un esquiador que 
desciende por una montana. Si f(x, y) denota la altitud a la que se encuentra el esquiador, 
entonces -Vf(x, y) indica la direccion de acuerdo con la brujula que debe tomar el 
esquiador para seguir el camino de descenso mas rapido. (Recuerdese que el gradiente 
indica una direccion en el piano xy y no apunta hacia arriba ni hacia abajo de la ladera de 
la montana.) 

Otra ilustracion del gradiente es la temperatura T(x, y) en cualquier punto (x, y) de una 
placa metalica plana. En este caso, VT(x, yj da la direccion de maximo aumento de tem¬ 
peratura en el punto (x, y), como se ilustra en el ejemplo siguiente. 

EJEMPLO 5 Hallar la direccion de maximo incremento 

La temperatura en grados Celsius en la superficie de una placa metalica es 
T(x, y) = 20 — 4x 2 - y 2 

dondex y y se miden en centimetros. £En que direccion a partir de (2, -3) aumenta mas 
rapido la temperatura? iCual es la tasa o ritmo de crecimiento? 

Solucion EI g rad i ente es 

VT(x, y) = TJx, y)i + Tj/x, y)j 
= -8xi - 2yj. 

Se sigue que la direccion de maximo incremento esta dada por 
VT(2, -3) = -16i + 6j 

como se muestra en la figura 13.51, y la tasa de incremento es 
||VT(2, -3)|| = V256 + 36 
= 7292 

= 17.09° por centimetre. 















Curvas de nivel: 

T(x, y) = 20- 4x 2 -y 2 


y 



-5 


Trayectoria seguida por un rastreador 
termico 

Figura 13.52 
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Lasolucion del ejemplo 5 puede entenderse erroneamente. Aunqueel gradiente apun- 
ta en la direccion de maxi mo incremento de la temperatura, no necesariamente apunta 
hacia el punto mas caliente de la placa. En otras palabras, el gradiente proporciona una 
solucion local para encontrarun incremento relativo de la temperatura en el punto (2, -3). 
Una vez que se abandona esa position, la direction de maxi mo incremento puede cam- 
biar. 


EJEMPLO 6 Hallar la trayectoria de un rastreador termico 

U n rastreador termico se encuentra en el punto (2, -3) sobre una placa metalica cuya tem¬ 
peratura en (x, y) es 

T(x, y) = 20 - 4x 2 - y 2 . 

Hallar la trayectoria del rastreador, si este se mueve continuamente en direccion de maxi- 
mo incremento de temperatura. 


Solucion Representese la trayectoria por la funcion de posicion 
r(i) = x(t)i + y{t)j. 

U n vector tangente en cada punto (x(t), y(0) esta dado por 
,, A dx. dry. 

rW '* , + 5 J ' 


Como el rastreador busca el maximo incremento de temperatura, las direcciones de r '(() y 
VT(x, y) = -8M - 2yj son iguales en todo punto de la trayectoria. A si, 


-8x = 



-2y = 


k 


dy 

dt 


donde Ardepende de t Despejando en cada ecuacion dt/ke igualando los resultados, se 
obtiene 


dx _ dy 
-8x“ -2y 

La solucion de esta ecuacion diferencial es x= Cy 4 . Como el rastreador comienza en el 
punto (2, -3), se puede determinar que C = 2/81. Por tanto, la trayectoria del rastreador 
del cal or es 



La trayectoria se muestra en la figura 13.52. 


En la figura 13.52, la trayectoria del rastreador (determinada por el gradiente en cada 
punto) parece ser ortogonal a cada una de las curvas de nivel. Esto resulta claro cuando se 
considera que la temperatura T(x, y) es constante en cada una de las curvas de nivel. Asf, 
en cualquier punto (x, y) sobre la curva, la velocidad o razon de cambio de T en direccion 
de un vector unitario tangente u es 0, y se puede escribir 

Vf(x, y) • u = D u T(x, y) = 0. U es un vector unitario tangente. 


Puesto que el producto escalar de Vf(x, y) y u es 0, se puede concluir que deben ser orto- 
gonales. Este resultado se establece en el teorema siguiente. 
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TEOREMA 13.12 EL GRADIENTE ES NORMAL A LAS CURVAS DE NIVEL 

Si f es diferenciable en (Xq, y 0 ) y Vf(x^, y 0 ) # 0, entonces Vf(x^, y 0 ) es normal 
(ortogonal) a la curva de nivel que pasa por (Xq, y 0 ). 


EJEMPLO 7 Hallar un vector normal a una curva de nivel 

Dibujar la curva de nivel que corresponde a c = 0 para la funcion dada por 
f(x,y) = y- senx 

y hallar un vector normal a varios puntos de la curva. 

Solucion La curva de nivel para c = 0 esta dada por 

0 = y - senx 
y = senx 

como se muestra en la figura 13.53a. Como el vector gradiente de fen (x, y) es 

Vf(x,y) = f x (x, y)i + fyx,y )j 
= -cosxi + j 

se puede utilizar el teorema 13.12 para concluir que Vf(x, y) es normal a la curva de nivel 
en el punto (x, y). Algunos vectores gradiente son 

Vf(-7T,0) = i+j 



Vf(0, 0) = -i + j 



Estos vectores se muestran en la figura 13.53b. 


y El gradiente 



a) La superficie esta dada por f{x, y) = y - sen x 

Figura 13.53 


b ) La curva de nivel esta dada por f(x, y) = 0. 
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z 



Vf( 2,-1, 1) = 4i — 2j — 4k 


Superficie de nivel y vector gradiente en 
(2, -1,1) para f(x, y, z) = x 1 +y 1 - 4z 

Figura 13.54 


Funciones de tres variables 

Las definiciones de derivada direccional y gradiente se pueden extender de manera natu¬ 
ral a funciones de tres o mas variables. Como a menudo pasa, algo de la interpretacion 
geometrica se pierde al generalizar funciones de dos variables a funciones de tres varia¬ 
bles. Por ejemplo, no se puede interpretar la derivada direccional de una funcion de tres 
variables como una pendiente. 

Las definiciones y propiedades de la derivada direccional y del gradiente de una fun¬ 
cion detres variables se dan en el resumen siguiente. 


DERIVADA DIRECCIONAL Y GRADIENTE PARA FUNCIONES DE TRES VARIABLES 

Sea f una funcion dex, y y z, con derivadas parciales de primer orden continuas. La 
derivada direccional de f en direccion de un vector unitario u = ai + bj + ck esta 
dada por 

D„ fix, y, z) = af x ix, y, z) + bfyx, y, z) + cfjix, y, z). 

EI gradiente de f se defi ne como 

Vf(x, yz) = fjx, y z)i + fjx, y z)j + fix, y, z)k. 

Las propiedades del gradiente son: 

1 . D u f{x, y, z) = Vfix, yz) • u 

2 . Si Vf(x, y,z) = 0, entonces D u f(x, y,z) = 0 para toda u. 

3. La direccion d e maximo incremento de f esta dada por Vf(x,y, z). El valor maxi- 
mo de D u fix, y 4 es 

||Vf(x, y, 2)\\. Valor maximo de D u f(x, y, 2). 

4. La direccion d eminimo incremento de f esta dada por -Vf(x, y, 2). El valor mini- 
mo de D u fix, y 4 es 

— HV/tx, y, 4||- Valor mlnimo de D„ f(x,y, 2). 


■'[■»-» El teorema 13.12 se puede generalizar a funciones detres variables. Bajo las hipotesis ade- 
cuadas, 

Vf(*b, y 0 ,2b) 

es normal a la superficie de nivel a traves de (x^, y 0 , ^). ■ 

EJEMPLO 8 Hallar el gradiente para una funcion de tres variables 

Hallar Vf(x, y, $ para la funcion dada por 
fix, y 4 = x 2 + y 2 - 4z 

y hallar la direccion de maximo incremento de f en el punto (2, -1,1). 

Solucion El vector gradiente esta dado por 

Vf(x, y,z) = fix, y, z )i + tyx, y, z»j + fix, y, 4k 
= 2xi + 2yj - 4k. 

Portanto, la direccion de maximo incremento en (2, -1,1) es 
Vf(2, -1, l) = 4i — 2j — 4k. 


Ver la figura 13.54. 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 12, hallar la derivada direccional de la fun- 
cion en P en direccion de v. 

1. f(x, y) = 3x - 4xy + 9y, P (1, 2), v = |i 4- |j 

2. f(x, y) = x 3 - y 3 , P(4, 3), v = ^ (i + j) 

3. f(x, y) = xy, P(0, -2), v = j(i + 73 j) 

4. f(x,y)=^ P( 1,1), v = — j 

5. h(x, y) = e* sen y, P (l, y), v = -i 

6. g(x, y) = arccos xy, P (1, 0), v = j 

7. g(x, y) = Jx 2 + y 2 , P( 3, 4), y = 3i - 4j 

8. h(x, y) = e-( x2+ y 2 \ P(0, 0), v = i + j 

9. f(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 , P(1,1,1), v = ^(i - j + k) 

10. f(x, y, z) = xy + yz + xz, P (1, 2, -1), v = 2i + j - k 

11. h(x, y, z) = xyz, P (2,1,1), v h (2, 1, 2) 

12. h(x, y,z) = x arctan yz, P (4,1,1), v = (1, 2, -1) 


En los ejercicios 13 a 16, hallar la derivada direccional de la fun- 
cion en direccion de u = cos 0 i + sen0j. 

13. f(x, y) = x 2 + y 2 , e = j 

14. f(x, y) = e = -§ 

15. f(x, y) = sen (2x + y), e = y 

16. g(x, y) = xex, e = -y 


En los ejercicios 17 a 20, hallar la derivada direccional de la fun- 
cion en Pen direccion de Q. 

17. f(x, y) = x 2 + 3y 2 , P (1,1), Q (4, 5) 

18. f(x, y) = cos(x + y), P (0, n), Q ^y, oj 

19. g(x, y, z) = xye 2 , P (2, 4, 0), 0 (0, 0, 0) 

20. h(x, y, z) = ln(x + y + z), P(1, 0, 0), 0(4, 3,1) 

En los ejercicios 21 a 26, hallar el gradiente de la funcion en el 
punto dado. 

21. f(x,y ) = 3x + 5y 2 + 1, (2,1) 

22. g(x, y) = 2 xe^ x , (2, 0) 

23. z = ln(x 2 - y), (2,3) 

24. z = cos(x 2 + y 2 ), (3, -4) 

25. w = 3x 2 - 5y 2 + 2z 2 , (1, 1, -2) 

26. i/i/ = xtan(y + z), (4, 3, -1) 


En los ejercicios 27 a 30, utilizar el gradiente para hallar la 
derivada direccional de la funcion en P en la direccion de Q* 

27. g(x, y) = x 2 + y 2 + 1, P (1, 2), Q (2, 3) 

28. fix, y) = 3x 2 - y 2 + 4, P (-1, 4), 0 (3, 6) 

29. f(x, y) = e y sen x, P (0, 0), Q (2,1) 

30. fix, y) = sen 2xcosy, P(tt, 0), q(^, tt) 


En los ejercicios 31 a 40, hallar el gradiente de la funcion y el 
valor maximo de la derivada direccional en el punto dado. 



Funcion 


Punto 


31. 

f(x.y) = 

x 2 + 2xy 

(1,0) 


32. 

f(x, y) = 

x + y 

y + 1 

(0,1) 


33. 

h(x, y) = 

xtany 

1 

( 7 ) 

1 

34. 

h(x, y) = 

y cos(x - 

y) 1 

(»■!) 

1 

35. 

II 

ye _x 

(0, 5) 


36. 

II 


y 2 i 

(1,2) 


37. 

f(x,y,z) 

= 7TT 

y 2 + z 2 i 

(1, 4, 2) 

38. 

W = r- 

7i 

1 

-x 2 -y 

2 -z 2 

(0, 0, 0) 

39. 

w = xy 2 i 

?2 

(2,1,1) 

40. 

f(x,y,z) 

= xe yz 

(2, 0, - 

-4) 


En los ejercicios 41 a 46, utilizar la funcion fix, = 3 — - — -. 

J Id 


41. Dibujar la grafica de f en el primer octante y marcar el punto 
(3, 2, 1) sobre la superficie. 

42. Hallar D u f( 3, 2), donde u = cos Oi + sen 0j, usando cada 
valor dado defl. 


a) e = f 


b)e = 2 f 
dM=-f 


43. Hallar f( 3, 2), donde u = ^usando cada vector v dado. 

v 


a) v = i + j 

b) v = -3i - 4j 

c) v es el vector que va de (1, 2) a (- 2, 6). 

d ) v es el vector que va de (3, 2) a (4, 5). 


44. HallarVf(x, y). 

45. Hallar el valor maximo de la derivada direccional en (3, 2). 

46. Hallar un vector unitario de u ortogonal a Vf(3, 2) y calcular 
D u f(3, 2). Analizarel significado geometrico del resultado. 
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I nvestigacion En los ejercicios 47 y 48, a) utilizar la grafica 
para estimar las componentes del vector en la direccion de la 
tasa maxima de incremento en la funcion en el punto dado. 
b ) Hallar el gradiente en el punto y compararlo con el estimado 
del inciso a). C) ^En que direccion decrece mas rapido la fun¬ 
cion? Explicar. 

47. f(x, y) = yq(x 2 - 3 xy+ y 2 ), 48. f(x : y) = ]yjx, 

( 1 , 2 ) ( 1 , 2 ) 


En los ejercicios 51 a 54, hallar un vector normal a la curva de 
nivel f(K y> = Cen P. 


51. f(x, y) = 6 - 2x - 3y 
c = 6, P(0,0) 

53. f(x, y ) = xy 

c = -3, P(—1,3) 


52. f(x, y) = x 2 + y 2 
c = 25, P (3, 4) 

54. f (x, y) = 2 * 2 
7 x 2 + y 2 

c = i p(i,D 



En los ejercicios 55 a 58, a) encontrar el gradiente de la funcion 
en P, b) encontrar un vector normal unitario para la curva de 
nivel f(x, y) = C en P, C) encontrar la recta tangente a la curva de 
nivel f(x, y) = C en P, y d) trazar la curva de nivel, el vector uni¬ 
tario normal y la recta tangente en el piano xy. 


55. f (x, y) = 4x 2 - y 
c = 6, P(2, 10) 

57. f (x, y) = 3x 2 - 2y 2 
c = 1,P(1, 1) 


56. f(x, y) = x - y 2 
c = 3, P (4, -1) 

58. fix, y) = 9x 2 + 4y 2 
c = 40, P(2, -1) 


U&9 49. I nvestigacion Considerar la funcion 

fix, y) = x 2 - y 2 


en el punto (4, -3, 7). 

a) Utilizar un sistema algebraico por computadora para dibujar la 
superficie dada por esa funcion. 

b ) Determinar la derivada direccional D u f(4, -3) como fun¬ 
cion de 0, donde u = cos Oi + sen 0j. Utilizar un sistema 
algebraico por computadora para representar graficamente la 
funcion en el intervalo [0, 2it). 

c ) Aproximar los ceros de la funcion del inciso b) e interpretar 
cada uno en el contexto del problema. 

d) Aproximar los numeros criticos de la funcion del inciso b ) e 
interpretar cada uno en el contexto del problema. 

e) Hallar ||Vf(4, -3)|| y explicar su relacion con las respuestas 
del inciso d). 

f) Utilizar un sistema algebraico por computadora para represen¬ 
tar graficamente la curva de nivel de la funcion fen el nivel 
c= 7. En esta curva, representar graficamente el vector en la 
direccion deVf(4, -3), y establecer su relacion con la curva 
de nivel. 

50. I nvestigacion Considerar la funcion 


fix, y) = 


8 y 

1 + x 2 + y 2 


a) Verificar analiticamente que la curva de nivel de fix, y) para 
el nivel c = 2 es un circulo. 

b) En el punto (V3, 2) sobre la curva de nivel para la cual c =2, 
dibujar el vector que apunta en direccion de la mayor tasa o 
ritmo de incremento de la funcion. 

c) En el punto (V3, 2) sobre la curva de nivel, dibujar el vector 
cuya derivada direccional sea 0. 

d) Utilizar un sistema algebraico por computadora para repre¬ 
sentar graficamente la superficie y verificar las respuestas a 
los incisos a) a c). 


Desarrollo de conceptos 


59. Definir la derivada de la funcion z= f(x, y) en la direccion 
deu = cos Oi + sen 0j. 

60. Redactar un parrafo que describa la derivada direccional de 
la funcion f en la direccion de u = cos 0i + sen 0j cuando 
a) 0 = 0°y b) 0 = 90°. 

61. Definir el gradiente de una funcion de dos variables. Dar las 
propiedades del gradiente. 

62. Dibujar la grafica de una superficiey elegir un punto P sobre 
la superficie. Dibujar un vector en el piano xy que indique la 
direccion de mayor ascenso sobre la superficie en P . 

63. Describir la relacion del gradiente con las curvas de nivel de 
una superficie dada por z = fix, y). 


Para discusion 


64. Considerar la funcion f(x, y) = 9 - x 2 - y 2 . 

a) Trazar la grafica de f en el primer octante y graficar el 
punto (1, 2, 4) sobre la superficie. 

b) Encontrar D u f(l, 2), donde u = cos 0i + sen 0j. para 
0 = - ji 14. 

c ) Repetir el inciso b) para 0 = jtl 3. 

d) Encontrar Vf(l, 2) y ||Vf(l, 2)||. 

e) Encontrar un vector unitario u ortogonal para Vf(l, 2) y 
calcular D u f(l, 2). Discutir el significado geometrico del 
resultado. 


65. Distibucion de temperatura La temperatura en el punto (x, y) 
de una placa metalica es 

T = ——— 
x 2 + y 2 ' 

Hallar la direccion de mayor incremento de calor en el punto 
(3, 4). 
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66. Topografia La superficie de una montana se modela median- 
te la ecuacion h(x , y) = 5 000 - 0.00 lx 2 - 0.004y 2 . Un mon- 
tanista se encuentra en el punto (500,300,4 390). ^En que direc¬ 
cion debe mo verse para ascender con la mayor rapidez? 


b ) Hallar las direcciones, sobre la placa en el punto (3,5), en las 
que no hay cambio en el calor. 

c) Hallar la direccion de mayor incremento de calor en el punto 
(3,5). 


67. Topografia La figura muestra un mapa topografico utilizado 
por un grupo de excursionistas. Dibujar las trayectorias de 
descenso mas rapidas si los excursionistas parten del punto A y 
si parten del punto B. 



68. Meteorologia Los meteorologos miden la presion atmosferica 
en milibares. A partir de estas observaciones elaboran mapas 
climaticos en los que dibujan las curvas de igual presion atmos¬ 
ferica (isobaras) (ver la figura). Son curvas de nivel de una fun- 
cion P(x,y) que dan la presion en cualquier punto. Dibujar los 
gradientes de las isobaras en los puntos A, B y C. Aunque no se 
conocen las magnitudes de los gradientes, sus longitudes relati- 
vas pueden estimarse. ^En cual de los tres puntos es la veloci- 
dad del viento mayor si la velocidad del viento se incrementa 
conforme el gradiente de presion aumenta? 



Ifl.V 72. Investigation Un equipo de oceanografos esta elaborando un 
mapa del fondo del oceano para ayudar a recuperar un barco 
hundido. Utilizando el sonido, desarrollan el modelo 

D = 250 + 30x 2 + 50 sen^, o <x<2,0<y<2 

donde D es la profundidad en metros, y x y y son las distancias 
en kilometres. 

a) Utilizar un sistema algebraico por computadora para repre- 
sentar graficamente la superficie. 

b) Como la grafica del inciso a) da la profundidad, no es un mapa 
del fondo del oceano. ^Como podrfa modificarse el modelo para 
que se pudiera obtener una grafica del fondo del oceano? 

c) ^Cual es la profundidad a la que se encuentra el barco si se 
localiza en las coordenadas x = lyy = 0.5? 

d) Determinar la pendiente del fondo del oceano en la direccion 
del eje x positivo a partir del punto donde se encuentra el 
barco. 

e) Determinar la pendiente del fondo del oceano en la direccion 
del eje y positivo en el punto donde se encuentra el barco. 

/) Determinar la direccion de mayor tasa de cambio de la pro¬ 
fundidad a partir del punto donde se encuentra el barco. 

^Verdadero o falso? En los ejercicios 73 a 76, determinar si la 

declaracion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 

dar un ejemplo que demuestre que es falsa. 

73. Si /(x,y) = Vl _ v 2 - y 2 , entonces D u f( 0,0) = 0 para todo 
vector unitario u. 

74. Si /(x,y) = x + y, entonces — 1 < D u f(x,y) < 1. 

75. Si D u /(x,y) existe, entonces D u f(x,y) = — D_ u /(x,y). 

76. Si D u f(x 0 , y 0 ) = c para todo vector unitario u, entonces c = 0. 

77. Hallar una funcion/tal que 

V/= e*cosyi — £*senyj + z k. 

78. Considerar la funcion 


Rastreador termico En los ejercicios 69 y 70, hallar la trayecto- 
ria de un rastreador termico situado en el punto P de una placa 
metalica con un campo de temperatura T(x,y). 

Campo de temperatura Punto 

69. F(x,y) = 400 - 2x 2 - y 2 P(10,10) 

70. T(x,y) = 100 - x 2 - 2y 2 P(4, 3) 

71. Temperatura La temperatura en el punto (x, y) de una placa 
metalica se modela mediante 

P(x,y) = 400e~( x2+y ^ 2 , x > 0,y > 0. 

a) Utilizar un sistema algebraico por computadora para repre- 
sentar graficamente la funcion de distribucion de tempe¬ 
ratura. 


f 4xy 

f( x ,y) = \x 2 + y 2 ’ 

y el vector unitario u 


(x,y) + (0,0) 
(x,y) = (0,0) 

= 7 ! (i+j) - 


^Existe la derivada direccional de/en P( 0, 0) en la direccion 
de u? Si/(0,0) estuviera definido en 2 en vez de 0, ^existirfa la 
derivada direccional? 

79. Considerar la funcion /(x, y) = 3/xy. 

a) Demostrar que/es continua en el origen. 

b) Demostrar que/^ y f existen en el origen, pero que la deriva¬ 
da direccional en el origen en todas las demas direcciones no 
existe. 

Ml\ tm c ) Usar un sistema algebraico por computadora para graficar/ 
cerca del origen a fin de verificar las respuestas de los incisos 
a) y b). Explicar. 
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Pianos tangentes y rectas normales 


■ Hallar ecuaciones de pianos tangentes y rectas normales a superficies. 

■ Hallar el angulo de inclination de una recta en el espacio. 

■ Comparar los gradientes Vf (x, y) y VF (x, y, z). 


EXPLORACI6N 

Bolas de billar y rectas normales 

En cada una de las tres figuras la 
bola en movimiento esta a punto de 
golpear una bola estacionaria en el 
punto P. Explicar como utilizar la 
recta normal a la bola estacionaria 
en el punto P para describir el 
movimiento resultante en cada una 
de las bolas. Suponiendo que todas 
las bolas en movimiento tengan la 
misma velocidad, icual de las bolas 
estacionarias adquirira mayor veloci¬ 
dad? iCual adquirira menor veloci¬ 
dad? Explicar el razonamiento. 


Recta normal 
a la bola 
estacionaria 
en el punto P 

\ 




Bola 

estacionaria 


Recta normal 
a la bola 



Recta normal 
a la bola 


estacionaria 
en el punto P 



Plano tangente y recta normal a una superficie 

Hasta ahora las superficies en el espacio se han representado principalmente por medio de 
ecuaciones de la forma 

z= f(x,y). Ecuacion de una superficies. 

Sin embargo, en el desarrollo que sigue, es conveniente utilizar la representacion mas ge¬ 
neral F(x, y, z) = 0. U na superficie S dada por z = f(x, y), se puede convertir a la forma 
general defi niendo F como 

F(x, y, z) = f(x, y) - z. 

Puesto que f(x, y) - z= 0, se puede considerar S como la superficie de nivel de F dada 
por 

F(x, y, Z) = 0. Ecuacion alternativa de la superficie S. 

EJEMPLO I Expresar una ecuacion de una superficie 

Dada la funcion 

F(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 - 4 
describir la superficie de nivel dada por F(x, y, z) = 0. 

Solucion La superficie de nivel dada por F(x, y, z) = 0 puede expresarse como 
x 2 + y 2 + z 2 = 4 

la cual es una esfera de radio 2 centrada en el origen. 

Se han visto muchos ejemplos acerca de la utilidad de rectas normales en aplicaciones 
relacionadas con curvas. Las rectas normales son igualmente importantes al analizar super¬ 
ficies y soli dos. Porejemplo, considerese la colision dedos bolas de billar. Cuando una bola 
estacionaria es golpeada en un punto P de su superficie, se mueve a lo largo de la lfnea de 
impactodeterrninada por Py por el centra de la bola. El impacto puede ser de dos maneras. 
Si la bola que golpea se mueve a lo largo de la lfnea de impacto, se detiene y transfiere todo 
su momenta a la bola estacionaria, como se muestra en la figura 13.55. Si la bola que gol¬ 
pea no se mueve a lo largo de la lfnea de impacto, se desvfa a un lado o al otro y retiene 
parte de su momenta. La transferencia de parte de su momenta a la bola estacionaria ocurre 
a lo largo de la lfnea de impacto, sin tener en cuenta la direccion de la bola que golpea, 
como se muestra en la figura 13.56. A esta lfnea de impacto se le llama recta normal a la 
superficie de la bola en el punto P . 



Figura 13.55 


Figura 13.56 
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Superficies: 
F(x, y, z) =0 



Plano tangente a la superficie SenP 

Figura 13.57 


En el proceso de hallar una recta normal a una superficie, se puede tambien resolver 
el problema de encontrar un piano tangente a la superficie. Sea S una superficie dada por 

F(x r y,z) = 0 

y sea P(x^, y 0 , z^ un punto en S. Sea C una curva en Sque pasa por P definida por la fun- 
cion vectorial 

r(t) = x(0i + y(6j + z(t)k. 

Entonces, para todo t, 

F(At), y(t), z(t)) = 0. 

Si F es diferenciable y x'(t),y'(t) y z'(t) existen, se sigue por la regia de la cadena que 
0 = F'(0 

= F x (x, y z)x'(t) + F y {x, y, Z)y'(t) + F z (x, y z)z'(t). 

En (xb, yo. Zq), la forma vectorial equivalente es 

0 = VF(*b, y 0 , Zq) • r'(^). 

Gradiente Vector 
tangente 

Este resultado significa que el gradiente en P es ortogonal al vector tangente de toda curva 
en Sque pase por P. Por tanto, todas las rectas tangentes en S se encuentran en un piano que 
es normal a VF(^, y 0 , Zq) y contiene a P, como se muestra en la figura 13.57. 


DEFINICION DE PLANO TANGENTE Y RECTA NORMAL 


Sea F diferenciable en un punto P(Xq, y 0 , Zq) de la superficie Sdada por 
F(x, y, ^ = 0 tal que VF(^, y 0 , * 0. 

1. AI piano que pasa por P y es normal a VF(^,, y 0 , Zq) se le llama piano tangente a 
SenP. 

2. A la recta que pasa por P y tiene la direccion de VF(x^, y 0 , z^ se le llama recta 
normal a S en P. 


En el resto de esta seccion, se supone VF(^, y 0 , * 0 a menos que se establezca lo con- 

trario. ■ 

Para hallar una ecuacion para el piano tangente a S en y 0 , z^, sea (x, y, 4 un punto 
arbitrario en el piano tangente. Entonces el vector 

v = (x - >o)i + (y - y 0 )j + (z ~ 3))k 

se encuentra en el piano tangente. Como VF(x^, y 0 , z^ es normal al piano tangente 
en (Xq, y 0 , Zq), debe ser ortogonal a todo vector en el piano tangente, y se tiene 
VF(Xq, y 0 , Zq) • v = 0, lo que demuestra el resultado enunciado en el teorema siguiente. 


TEOREMA 13.13 ECUACION DEL PLANO TANGENTE 


Si F es diferenciable en (x^, y 0 , Zq), entonces una ecuacion del piano tangente a la 
superficie dada por F(x, y, z) = 0 en (x^>, y 0 , Zq) es 

FJxq, y 0 , Zq)(x - Xq) + F y (xQ, y 0 , ZqHy - y 0 ) + F z (Xq, y 0 , Zq)(z - Zq) = 0. 








Superficie: 

z 2 - 2x 2 - 2y 2 - 12 =0 


6 - 



Plano tangente a la superficie 

Figura 13.58 
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EJEMPLO 2 Hallar una ecuacion de un piano tangente 

Hallar una ecuacion del piano tangente al hiperboloide 
z 2 - 2x 2 - 2 y 2 = 12 
en el punto (1, -1,4). 

Solucion Se comienza por expresar la ecuacion de la superficie como 
z 2 - 2x 2 - 2y 2 - 12 = 0. 

Despues, considerando 

F(x, y, z) = z 2 - 2x 2 - 2y 2 - 12 
se tiene 

F x (x, y,z)= - 4x, F y (x, y z) = - 4y y F z (x, y, z) = 2z. 

En el punto (1, -1, 4) las derivadas parciales son 

F x (l, -1, 4) = -4, F y (l, -1, 4) = 4 y ' F z (l, -1,4) = 8. 

Por tanto, una ecuacion del piano tangente en (1, -1, 4) es 
-4(x- 1) + 4(y + 1) + 8(z- 4) = 0 
-4x+ 4 + 4y + 4 + 8z- 32 = 0 
-4x+ 4y+ 8z- 24 = 0 
x-y-2 z+6 = 0. 

La figura 13.58 muestra una parte del hiperboloide y el piano tangente. 

tecnologia A Igunas herramientas de graficacion tridimensionales pueden repre- 
sentar pianos tangentes a superficies. He aqui dos ejemplos. 



Esfera: x 2 + y 2 + z 2 = 1 Paraboloide: z = 2 — x 2 — y 2 


Para hallar la ecuacion del piano tangente en un punto a una superficie dada por 
z = f(x, y), se define la funcion F mediante 

F(x, y,z) = f(x, y) - z. 

Despues se da S por medio de la superficie de nivel F(x, y, z) = 0, y por el teorema 13.13 
una ecuacion del piano tangente a S en el punto (Xq, y 0 , Zq) es 


f x (>< 0 ' Yo)( x - xd + y 0 )(y - y 0 ) - (z - zj = o. 
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EJEMPLO 3 Hallar una ecuacion del piano tangente 


Hallar la ecuacion del piano tangente al paraboloide 
z= 1 - ^(x 2 + 4y 2 ) 
en el punto (l, 1 , 5 ). 


Solucion De z = f(x, y) = 1 - ^(x 2 + 4y 2 ), se obtiene 
fx(x,y)=4 | O f x ( 1 , 1 ) = -| 


Superficie: 
z = l-i(x 2 +4y 2 ) 



Figura 13.59 


fy(X.y) = ~y O f y (l, 1) = 

A si, una ecuacion del piano tangente en (l, 1, 5 ) es 
f x (l, l)(x — 1 ) + f y ( 1 , l)(y- 1 ) - |z- |) = 0 

-|(x- 1 ) - |<y- 1 ) - ( 2 -|) = 0 

14 ^ 3 . 

^x--y-z + - = °. 

Este piano tangente se muestra en la figura 13.59. 


El gradiente VF(x,y, 4 proporciona una manera adecuada de obtener ecuaciones de 
rectas normales, como se muestra en el ejemplo 4. 


EJEMPLO 4 Hallar una ecuacion de una recta normal 
a una superficie 


Hallar un conjunto de ecuaciones simetricas para la recta normal a la superficie dada por 
xyz= 12 en el punto (2, -2, -3). 


Superficie: xyz = 12 



Solucion Se comienza por hacer 
F(x, y, z) = xyz - 12. 

Entonces, el gradiente esta dado por 

VF(x, y, 4 = F x (x, y, z)i + F y (x, y, z)j + F z (x, y, 4k 
= yzi + .xzj + xfo. 

y en el punto (2, -2,-3) setiene 

VF( 2, -2, -3) = ( -2)(-3)i + (2)(- 3)j + (2)(- 2)k 
= 6 i — 6 j — 4k. 

La recta normal en (2, -2,-3) tiene numeros de direccion 0 directores 6 , -6 y -4, y el 
conjunto correspond!ente de ecuaciones simetricas es 

x-2_y+2_z+3 
6 -6 “ -4 ' 

Ver la figura 13.60. 
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Saber que el gradiente VF(x, y, z) es normal a la superficie F(x, y, z) = 0 permite 
resolver diversos problemas relacionados con superficies y curvas en el espacio. 


EJEMPLO 5 Hallar la ecuacion de una recta tangente a una curva 


EI i psoi de: x 2 + 2y 2 + 2z 2 =20 



Describir la recta tangente a la curva de interseccion de las superficies 

x 2 + 2y 2 + 2z 2 = 20 E lipsoide. 

X 2 + y 2 + Z = 4 Paraboloide. 

en el punto (0,1, 3), como se muestra en la figura 13.61. 


Solucion Para comenzar, se calculan los gradientes de ambas superficies en el punto 
(0,1, 3). 


E lipsoide 

F(x, y, z) = x 2 + 2y 2 + 2Z 2 - 20 
VF(x, y, z) = 2xi + 4yj + 4zk 
VF(0,1, 3) = 4j + 12k 


Paraboloide _ 

G(x ; y, z) = x 2 + y 2 + z - 4 
VG(x, y, z) = 2xi + 2yj + k 
VG(0,1, 3) = 2j + k 


Paraboloide: x 2 +y 2 + z = 4 

Figura 13.61 


El producto vectorial de estos dos gradientes es un vector tangente a ambas superficies en 
el punto (0,1, 3). 


VF(0,1, 3) x VG(0,1, 3) 


0 

0 


j 

4 

2 


k 

12 

1 


= -20i. 


Por tanto, la recta tangente a la curva de interseccion de las dos superficies en el punto 
(0,1, 3) es una recta paralela al eje x y que pasa por el punto (0,1, 3). 


El angulo de inclinacion de un piano 

Otrousodel gradiente VF(x, y, z) esdeterminarel angulo de inclinacion del piano tangente 
a una superficie. El angulo de inclinacion de un piano se define como el angulo 
0 (0 < 0 < 77 / 2 ) entre el piano dado y el piano xy, como se muestra en la figura 13.62. 
(El angulo de inclinacion deun piano horizontal es por definicion cero.) Como el vector k 
es normal al piano xy, se puede utilizar la formula del coseno del angulo entre dos pianos 
(dado en la seccion 11.5) para concluir que el angulo de inclinacion de un piano con vec¬ 
tor normal n esta dado por 


|n • k| |n • k| 

COS 6 = .. I, = —n—n—• Angulo de inclinacion de un piano. 

n k n 


Z 



Angulo de inclinacion 

Figura 13.62 















950 


CAPITULO 13 Funciones de varias variables 


EJEMPLO 6 Hallar el angulo de inclinacion de un piano tangente 

Hallar el angulo de inclinacion del piano tangente al elipsoide 

x 2 y 2 z 2 , 

—v - —i— =1 

12 12 3 

en el punto (2, 2,1). 


Solution Si se hace 

x 2 v 2 T 2 

F(x, y, z) = + J 2 + J ~ 1 



Figura 13.63 


el gradiente de F en el punto (2, 2,1) esta dado por 
VF(x, y, z) = + y k 

VF(2, 2,1) = |i + |j + |k. 

Como VF(2, 2,1) es normal al piano tangente y k es normal al piano xy, se sigue que el 
angulo de inclinacion del piano tangente esta dado por 

|VF(2, 2,1) • k| 2/3 ft 

l|VF(2, 2,1)|| V(I73F + (1/3) 2 + (2/3) 2 V 3 
lo cual implica que 



como se muestra en la figura 13.63. 


Un caso especial del procedimiento mostrado en el ejemplo 6 merecemencion especial. El 
angulo de inclinacion e del piano tangente a la superficiez= f(x, y) en (% y 0 , esta dado por 


cos d = 


_ 1 _ 

>/[ U*o, y 0 )] 2 + [ fyl*o' yo)] 2 + !' 


Formula alternativa para el angulo 
de inclinacion (ver ejercicio 77). 


Comparacion de los gradientes Vf(x, y) y VF(x, y, z) 

Esta seccion concluye con una comparacion de los gradientes Vf(x,y) y VF(x,y,z). 
En la seccion anterior se vio que el gradiente de una funcion f de dos variables es normal 
a las curvas de nivel de f. Especfficamente, el teorema 13.12 establece que si f es diferen- 
ciable en (Xq, y 0 ) y y 0 ) # 0, entonces Vf(^, y 0 ) es normal a la curva de nivel que 
pasa por (Xq, y 0 ). Habiendo desarrollado rectas normales a superficies, ahora se puede 
extender este resultado a una funcion detres variables. La demostracion del teorema 13.14 
se deja como un ejercicio (ver ejercicio 78). 


TEOREMA 13.14 EL GRADIENTE ES NORMAL A LAS SUPERFICIES DE NIVEL 


Si F es diferenciable en (Xq, y 0 , %) y VF(^, y 0 , # 0, entonces VF(^,, y 0 , Zq) es 

normal a la superficie de nivel que pasa por Cx^, y 0 , Zq). 


AI trabajar con los gradientes Vf(x, y) y VF(x, y, 4, hay que recordar que Vf(x, y) es 
un vector en el piano xy y VF(x, y, z) es un vector en el espacio. 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 4, describir la superficie de nivel 
F(x,y,z) = 0. 

1. F(x,y,z ) = 3x - 5y + 3z - 15 

2. F(x,y,z ) =x 2 + y 2 + z 2 - 25 

3. F (x, y, z) = 4x 2 + 9y 2 - 4z 2 

4. F (x, y, z) = 16x 2 - 9y 2 + 36z 


En los ejercicios 5 a 16, hallar un vector unitario normal a la 
superficie en el punto dado. [Sugerencia: Normalizar el vector 

gradiente VF (x, y, z).] 


Superficie 

Punto 

5. 3x + 4y + 12z = 0 

(0, 0, 0) 

6. x + y + z = 4 

(2, 0, 2) 

7. x 2 + y 2 + z 2 = 6 

(1, 1, 2) 

8. z = Vx 2 + y 2 

(3, 4, 5) 

9. z = x 3 

(2,-1, 8) 

10. x 2 y 4 - z = 0 

(1, 2,16) 

11. x 2 + 3y + z 3 = 9 

(2,-1, 2) 

12. x 2 y 3 - y 2 z + 2xz 3 = 4 

(-1,1,-1) 

13. ln( y ! z ) - 0 

(1, 4, 3) 

14. ze x2 -y 2 -3 = 0 

(2, 2, 3) 

15. z - x sen y = 4 

M 

16. sen (x - y) - z = 2 

/ 77 77 3\ 

\3’ 6'~2j 


En los ejercicios 17 a 30, hallar una ecuacion del piano tangente 
a la superficie en el punto dado. 

17. z = x 2 + y 2 + 3 18. f(x, y) = ^ 

( 2 , 1 , 8 ) ( 1 , 2 , 2 ) 

z z 




20. g(x, y) = arctan p (1, 0, 0) 

21. g(x, y) = x 2 + y 2 , (1,-1, 2) 


22. 

f(x,y) = 

x 2 - 2xy + y 2 , (1, 2,1) 

23. 

z = 2 - 

;x - y, 

(3,-1,1) 

24. 

z = e x (sen y + 1), |o, y, 2j 

25. 

h (x, y) = 

In Vx 2 

+ y 2 , (3,4, In 5) 

26. 

h (x, y) = 

cos y, 

44 ) 

27. 

x 2 + 4y 2 

+ z 2 = 

36, (2,-2,4) 

28. 

x 2 + 2z 2 

= y 2 : 

(1.3, -2) 

29. 

xy 2 + 3x 

— z 2 = 

8, (1,-3,2) 

30. 

x = y(2z 

-3), 

(4, 4, 2) 


En los ejercicios 31 a 40, hallar una ecuacion del piano tangente 
y hallar ecuaciones simetricas para la recta normal a la superfi¬ 
cie en el punto dado. 

31. x + y + z = 9, (3, 3, 3) 

32. x 2 + y 2 + z 2 = 9, (1, 2, 2) 

33. x 2 + y 2 + z = 9, (1, 2, 4) 

34. z = 16 - x 2 - y 2 , (2, 2, 8) 

35. z = x 2 - y 2 , (3, 2, 5) 

36. xy - z = 0, (-2, -3, 6) 

37. xyz = 10, (1, 2, 5) 

38. z = ye 2x Y, (0, 2, 2) 

39. z = arctan^, (l,l,j) 

40. y Inxz 2 = 2, (e, 2,1) 

En los ejercicios 41 a 46, a) encontrar ecuaciones simetricas de la 
recta tangente a la curva de interseccion de las superficies en el 
punto dado, y b) encontrar el coseno del angulo entre los vectores 
gradiente en este punto. Establecer si son ortogonales o no las 
superficies en el punto de interseccion. 

41. x 2 + y 2 = 2, z = x, (1,1,1) 

42. z = x 2 + y 2 , z = 4 — y, (2, -1, 5) 

43. x 2 + z 2 = 25, y 2 + z 2 = 25, (3, 3, 4) 

44. z = Vx 2 + y 2 , 5x - 2y + 3z = 22, (3, 4, 5) 

45. x 2 + y 2 + z 2 = 14, x - y - z = 0, (3,1, 2) 

46. z = x 2 + y 2 , x + y + 6z = 33, (1, 2, 5) 

En los ejercicios 47 a 50, encontrar el angulo de inclinacion 0 del 
piano tangente a la superficie en el punto dado. 

47. 3x 2 + 2y 2 - z = 15, (2, 2, 5) 

48. 2xy - z 3 = 0, (2, 2, 2) 

49. x 2 - y 2 + z = 0, (1, 2, 3) 

50. x 2 + y 2 = 5, (2, 1, 3) 
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En los ejercicios 51 a 56, encontrar el (los) punto(s) sobre la 
superficie en la cual el piano tangente es horizontal. 

51. z = 3 — x 2 — y 2 + 6 y 

52. z = 3x 2 + 2y 2 - 3x + 4y - 5 

53. z = x 2 - xy + y 2 - 2x - 2y 

54. z = 4x 2 + 4xy - 2y 2 + 8 x - 5y - 4 

55. z = 5xy 

56. z = xy + - + - 

x y 

En los ejercicios 57 y 58, demostrar que las superficies son tan- 
gentes a cada una en el punto dado para demostrar que las 
superficies tienen el mismo piano tangente en este punto. 

57. x 2 + 2y 2 + 3z 2 = 3, x 2 + y 2 + z 2 + 6 x - lOy + 14 = 0, 
(- 1 , 1 , 0 ) 

58. x 2 + y 2 + z 2 - 8 x - 12y + 4z + 42 = 0, x 2 + y 2 + 2z = 7, 
(2, 3,-3) 

En los ejercicios 59 y 60, a) demostrar que las superficies inter- 
secan en el punto dado y b ) demostrar que las superficies tienen 
pianos tangentes perpendiculares en este punto. 

59. z = 2xy 2 , 8 x 2 - 5y 2 - 8 z = -13, (1,1, 2) 

60. x 2 + y 2 + z 2 + 2x - 4y - 4z - 12 = 0, 

4x 2 + y 2 + 16z 2 = 24, (1,-2,1) 


67. I investigation Considerar la funcion 

,M = (?TwTIj 

en los intervals -2<x<2y0<y<3. 

a) Hallar un conjunto de ecuaciones parametricas de la recta 
normal y una ecuacion del piano tangente a la superficie en 
el punto ( 1 , 1 , 1 ). 

b) Repetir el inciso a) con el punto (— 1 , 2 , —f). 

tfEEl c) Utilizar un sistema algebraico por computadora y representar 
graficamente la superficie, las rectas normales y los pianos 
tangentes encontrados en los incisos a) y b). 

68 . Investigation Considerar la funcion 

r/ x seny 

f(x.y) = -^ L 


en los intervalos -3<x<3y0<y<27r. 

a) Hallar un conjunto de ecuaciones parametricas de la recta 
normal y una ecuacion del piano tangente a la superficie en 
el punto 



b) Repetir el inciso a) con el punto , -j. 

Ctt* c ) Utilizar un sistema algebraico por computadora y representar 
graficamente la superficie, las rectas normales y los pianos 
tangentes calculados en los incisos a) y b ). 


61. Encontrar un punto sobre el elipsoide x 2 + 4y 2 + z 2 = 9 don- 
de el piano tangente es perpendicular a la recta con ecuaciones 
parametricas 

x = 2 - 4t, y = 1 + 8t y z = 3 - 2t. 

62. Encontrar un punto sobre el hiperboloide x 2 + 4y 2 - z 2 = 1 
dondeel piano tangente es paralelo al piano x + 4 y - z = 0 . 


Desarrollo de conceptos 


63. Dar la forma estandar de la ecuacion del piano tangente a 
una superficie dada por F(x, yz) = 0 en (Xq, y 0 , Zq). 

64. En algunas superficies, las rectas normales encualquier punto 
pasan por el mismo objeto geometrico. «;Cual es el objeto 
geometrico comun en una esfera? «;Cual es el objeto geometri¬ 
co comun en un cilindro circular recto? Explicar. 

65. Analizar la relacion entreel piano tangente a una superficie 
y la aproximacion por diferenciales. 


Para discusion 


66 . Considerar el cono eliptico dado por 
x 2 — y 2 + z 2 = 0 . 

a) Encontrar una ecuacion del piano tangente en el punto 
(5, 13,-12). 

b) Encontrar ecuaciones simetricas de la superficie normal 
en el punto (5,13, -12). 


69. Considerar las funciones 

f(x, y) = 6 - x 2 - y 2 / 4 y g(x, y) = 2x + y 

a) Hallar un conjunto de ecuaciones parametricas de la recta tan¬ 
gente a la curva de interseccion de las superficies en el punto 
(1, 2, 4), y hallar el angulo entre los vectores gradientes. 

b) Utilizar un sistema algebraico por computadora y representar 
graficamente las superficies. Representar graficamente la 
recta tangente obtenida en el inciso a). 

70. Considerar las funciones 

f(x, y) 716 - x 2 - y 2 + 2x - 4y 

y 

/? B _ 

gix, y) = —Vl - 3x 2 + y 2 + 6x + 4y. 

a) Utilizar un sistema algebraico por computadora y representar 
graficamente la porcion del primer octante de las superficies 
representadas por f y g. 

b) Hallar un punto en el primer octante sobre la curva interseccion 
y mostrar que las superficies son ortogonales en este punto. 

c) Estas superficies son ortogonales a lo largo de la curva inter¬ 
seccion. iDemuestra este hecho el inciso b)? Explicar. 

En los ejercicios 71 y 72, probar que el piano tangente a la super¬ 
ficie cuadrica en el punto (x 0 , y 0 , z 0 ) puede expresarse en la forma 
dada. 

x 2 v 2 z 2 

71. Elipsoide: -=■ + 73 + -= = 1 

M a 2 b 2 c 2 

Pl ano 

a 2 b 2 c 2 
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2 2 2 

72. Hiperboloide: ^ ^ = 1 

a A b A c z 


x 0 x y 0 y zoz 

Plano: —7 + —-z - -r = 1 

a z b A c z 

73. Demostrar que todo piano tangente al cono 

z 2 = a 2 x 2 + b 2 y 2 


pasa por el origen. 

74. Sea / una funcion derivable y considerese la superficie 
z = xf(y/x). Mostrar que el piano tangente a cualquier punto 
P(x 0 , y 0 , Zq) de la superficie pasa por el origen. 

75. Aproximacion Considerar las aproximaciones siguientes pa¬ 
ra una funcion f(x, y) centrada en (0,0). 


Aproximacion lineal: 

P\(x,y) =/(0,0) + f x (0,0)x + f y (0,0)y 
Aproximacion cuadratica: 

P 2 (x,y) =/(0,0) + f x (0,0)x + f y (0,0)y + 

5.4(0, 0)x 2 + 4(0, 0)xy + \fj 0, 0)y 2 


PR0YECT0 DE TRABAJ0 


Flora silvestre 


La diversidad de la flora silvestre en una pradera se puede medir con- 
tando el numero de margaritas, lirios, amapolas, etc. Si existen n 
tipos de flores silvestres, cada una en una proporcion p { respecto a la 
poblacion total, se sigue que p x + p 2 + • • • + p n = 1. La medida 
de diversidad de la poblacion se define como 

n 

H = - ^jPi log 2 Pi- 

i — 1 


En esta definicion, se entiende que p t lo g 2 p t = 0 cuando p t = 0. 
Las tablas muestran las proporciones de flores silvestres en una 
pradera en mayo, junio, agosto y septiembre. 

Mayo 


Tipo de flor 

1 

2 

3 

4 

Proporcion 

5 

16 

5 

16 

5 

16 

1 

16 


[Observar que la aproximacion lineal es el piano tangente a la 

superficie en (0, 0,/(0, 0)).] 

a) Hallar la aproximacion lineal a f(x,y) = e^~ y ^ centrada en 

( 0 , 0 ). 

b) Hallar la aproximacion cuadratica a f(x,y) = gb-;y) centra¬ 
da en (0, 0). 

c ) Si v = 0 en la aproximacion cuadratica, ^para que funcion se 
obtiene el polinomio de Taylor de segundo orden? Responder 
la misma pregunta para y = 0. 

d) Completar la tabla. 


X 

y 

f(x,y) 

P,(x,y) 

p 2 (x, y) 

0 

0 




0 

0.1 




0.2 

0.1 




0.2 

0.5 




1 

0.5 





e ) Utilizar un sistema algebraico por computadora y representar 
graficamente las superficies z = f(x, y), z = P 1 (x, y) y z = 
P 2 (x,y). 

76. Aproximacion Repetir el ejercicio 75 con la funcion f(x, y) = 
cos (x + y). 

77. Demostrar que el angulo de inclinacion 0 del piano tangente a la 
superficie z = f(x , y) en el punto (jt 0 , y 0 ,z 0 ) esta dado por 


tus V — -- 

dJJx o,;yo)] 2 + [f y (x o,j 0 )] 2+ 1 
78. Demostrar el teorema 13.14. 


Junio 


Tipo de flor 

1 

2 

3 

4 

Proporcion 

i 

4 

l 

4 

1 

4 

l 

4 


Agosto 


Tipo de flor 

1 

2 

3 

4 

Proporcion 

i 

4 

0 

i 

4 

1 

2 


Septiembre 


Tipo de flor 

1 

2 

3 

4 

Proporcion 

0 

0 

0 

1 


a) Determinar la diversidad de flores silvestres durante cada mes. 
^Como se interpretaria la diversidad en septiembre? ^Que mes 
tiene mayor diversidad? 

b) Si la pradera contiene 10 tipos de flores silvestres en propor¬ 
ciones aproximadamente iguales, la diversidad de la poblacion 
^es mayor o menor que la diversidad de una distribucion similar 
con 4 tipos de flores? ^Que tipo de distribucion (de 10 tipos de 
flores silvestres) producirfa la diversidad maxima? 

c ) Sea H n la diversidad maxima de n tipos de flores silvestres. 
^Tiende H n a algun limite cuando n —» oo? 

PARA MAYOR INFORMACION Los biologos utilizan el concep- 
to de diversidad para medir las proporciones de diferentes tipos de 
organismos dentro de un medio ambiente. Para mas informacion 
sobre esta tecnica, ver el articulo “Information Theory and Biological 
Diversity” de Steven Kolmes y Kevin Mitchell en la UMAP Modules. 
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CAPITULO 13 Funciones de varias variables 


13.8 


Extremos de funciones de dos variables 


■ Hallar extremos absolutos y relativos de una funcion de dos variables. 

■ Utilizar el criterio de las segundas derivadas parciales para hallar un extremo relativo 
de una funcion de dos variables. 


Extremos absolutos y extremos relativos 


Superficie 
z= f(x, y 



cerrada R 

R contiene algun(os) punto(s) donde 
/(x, y) es un minimo y algun(os) punto(s) 
donde/(x, y) es un maximo 

Figura 13.64 


En el capitulo 3 se estudiaron las tecnicas para hallar valores extremos de una funcion de 
una (sola) variable. En esta seccion se extienden estas tecnicas a funciones de dos varia¬ 
bles. Por ejemplo, en el teorema 13.15 se extiende el teorema del valor extremo para una 
funcion de una sola variable a una funcion de dos variables. 

Considerese la funcion continua f de dos variables, definida en una region acotada 
cerrada R. Los valores f(a, b) y f(c, d) tales que 

f(a, b) < fix, y) < f(c, d) (a, b) y (c, d) estan en R. 

para todo (x, y) en R se conocen como el minimo y maximo de f en la region R, como se 
muestra en la figura 13.64. Recuerdese de la seccion 13.2 que una region en el piano es 
cerrada si contiene todos sus puntos frontera. El teorema del valor extremo se refiereauna 
region en el piano que es cerrada y acotada. A una region en el piano se le llama acotada 
si es una subregion de un disco cerrado en el piano. 


TEOREMA 13.15 TEOREMA DEL VALOR EXTREMO 

Sea f una funcion continua de dos variables x y y definida en una region acotada 
cerrada R en el piano xy. 

1. Existe por lo menos un punto en R, en el que ftoma un valor minimo. 

2. Existe por lo menos un punto en R, en el que f toma un valor maximo. 


A un minimo tambien se le llama un minimo absoluto y a un maximo tambien se le 
llama un maximo absoluto. Como en el calculo de una variable, se hace una distincion 
entre extremos absolutos y extremos relativos. 



Extremos relativos 

Figura 13.65 


DEFINICION DE EXTREMOS RELATIVOS 

Sea f una funcion definida en una region R que contiene Cx^yb). 

1. La funcion f tiene un minimo relativo en (Xq, y 0 ) si 

f(x,y) > Rxq, y 0 ) 

para todo (x,y) en un disco abierto que contiene (x^yg). 

2. La funcion f tiene un maximo relativo en {Xq, y 0 ) si 

f(x,y) < f(*o, y 0 ) 

para todo (x,y) en un disco abierto que contiene (x^yo). 


Decir que f tiene un maximo relativo en (x^,y 0 ) significa que el punto (x^,y 0 , 2 o) es 
por lo menos tan alto como todos los puntos cercanos en la grafica dez= f(x,y). De ma- 
nera similar, f tiene un minimo relativo en (x^,,y 0 ) si (x^,y 0 ,^) es por lo menos tan bajo 
como todos los puntos cercanos en la grafica. (Ver la figura 13.65.) 
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Karl Weierstrass (1815-1897) 

Aunque el teorema del valor extremo habla 
sido ya utilizado antes por los matematicos, 
el primero en proporcionar una 
demostracion rigurosa fue el matematico 
aleman Karl Weierstrass. Weierstrass tam- 
bien proporciono justificaciones rigurosas 
para muchos otros resultados matematicos 
ya de uso comun. A el se deben muchos de 
los fundamentos logicos sobre los cuales se 
basa el calculo moderno. 


Para localizar los extremos relativos de f, se pueden investigar los puntos en los que 
el gradiente de f es 0 o los puntos en los cuales una de las derivadas parciales no exista. 
Tales puntos se llaman puntos criticos de f. 


DEFINICION DE LOS PUNTOS CRITICOS 

Sea f definida en una region abiertaR que contiene Cx^yg). El punto (x^yg) es un 
punto critico de f si se satisface una de las condiciones siguientes: 

1- U><0' Yo) = oy fy(Xo, y 0 ) = 0 
2. f x (Xo, Yo) o f y {xQ, y 0 ) no existe. 


Recuerdese del teorema 13.11 que si f es diferenciable y 

Vf(*b,yo) = fxiXo'Yo )' 1 + f y ix O' y 0 )j 
= Oi + Oj 

entonces toda derivada direccional en (^yg) debeser 0. Esto implica que la funcion tiene 
un piano tangente horizontal al punto (.Xg,yg), como semuestraen lafigura 13.66. AI pare- 
cer, tal punto es una localizacion probable para un extremo relativo. Esto es ratificado por 
el teorema 13.16. 


Superficie: 
z = f(x,y) 


(x 0 ,y 0 ,z 0 ) 



Maximo relativo 

Figura 13.66 


Superficie: 



Minimo relativo 


TEOREMA 13.16 LOS EXTREMOS RELATIVOS SE PRESENTAN SOLO EN PUNTOS CRITICOS 


Si f tiene un extremo relativo en Cx^yg) en una region abierta R, entonces (x^, es 
un punto critico de f. 


EXPLORACION 

Utilizar una herramienta de graficacion para representar 
z = x 3 - 3xy + y 3 

usando las cotas 0<x<3, 0<y<3y 
-3 < z < 3. Esta vista parece sugerir que la superfi¬ 
cie tuviera un minimo absoluto. Pero, 
ilo tiene? 
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Superficie: 

f[x, y) = 2x 2 + y 2 + 8x-6y+ 20 



La funcion z = f(x, y) tiene un minimo 
relativo en (-2, 3) 

Figura 13.67 


Superficie: 

f(x, y) = 1 - (x 2 +y 2 ) 1/3 



f x (x , y) y f y (x, y) estan indefinidas en 
( 0 , 0 ) 

Figura 13.68 


EJEMPLO I Hallar un extremo relativo 

Hallar los extremos relativos de 

fix, y) = 2x 2 + y 2 + 8x - 6y + 20. 

Solucion Para comenzar, encontrar los puntos criticos de f. Como 
fjx, y) = 4x + 8 Derivada parcial con respecto a x. 


y 


f y (x, y) = 2y — 6 Derivada parcial con respecto a y. 

estan definidas para todo xy y, los unicos puntos criticos son aquellos en los cuales las 
derivadas parciales de primer orden son 0. Para localizar estos puntos, se hacen f x (x,y) y 
f y (x,X) igual a 0, y se resuelven las ecuaciones 

4x+8=0 y 2y-6=0 

para obtener el punto critico (-2,3). Completando cuadrados, se concluye que para todo 
(x, y) ± (-2,3) 

f(x, y) = 2(x + 2) 2 + (y - 3) 2 + 3 > 3. 

Portanto, un minimo relativo de fseencuentra en (-2,3). El valor del minimo relativo es 
f{- 2,3) = 3, como se muestra en la figura 13.67. 

El ejemplo 1 muestra un minimo relativo que se presenta en un tipo de punto critico; 
el tipo en el cual ambos f x {x,y) y f y (.x,y) son 0. En el siguiente ejemplo se presenta un 
maximo relativo asociado al otro tipo de punto critico; el tipo en el cual f x (x,y) o /j,(x,y) 
no existe. 


EJEMPLO 2 Hallar un extremo relativo 

Determinar los extremos relativos de f(x, y) = 1 - (x 2 + y 2 ) 1/3 . 
Solucion Como 


fjx y> 


2x 

3( X 2 + y 2)2/3 


Derivada parcial con respecto a x. 


y 


f y (x,y) = 


2y 

3(x 2 + y 2 ) 2 / 3 


Derivada parcial con respecto a y. 


se sigue que ambas derivadas parciales existen para todo punto en el piano xy salvo para 
(0, 0). Como las derivadas parciales no pueden ser ambas 0 a menos que x y y sean 0, se 
concluye que (0, 0) es el unico punto critico. En la figura 13.68 se observa que f (0, 0) es 
1. Para cualquier otro (x, y) es claro que 

fix, y) = 1 - (x 2 + y 2 ) 1/3 < 1. 

Por tanto, f tiene un maximo relativo en (0,0). 


■'[■»-» En el ejemplo 2, f x (x,y) = Opara todo punto distinto de (0, 0) en el ejey. Sin embargo, 
como f y (x, y) no es cero, estos no son puntos criticos. Recuerdese que una de las derivadas parciales 
debe no existir o las dos deben ser 0 para tener un punto critico. ■ 
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Punto silla en (0, 0, 0): 
/*( 0 , 0 ) = /,( 0 , 0 ) = 0 

Figura 13.69 


El criterio de las segundas derivadas parciales 

El teorema 13.16 afirma que para encontrar extremos relativos solo se necesita examinar 
los valores de f(x,y) en los puntos criticos. Sin embargo, como sucede con una funcion de 
una variable, los puntos criticos de una funcion de dos variables no siempre son maximos 
o minimos relativos. A Igunos puntos criticos dan puntos silla que no son ni maximos re¬ 
lativos ni minimos relativos. 

Como ejemplo de un punto critico que no es un extremo relativo, considerese la super- 
ficie dada por 


f(x, y) = y 2 — x 2 Paraboloide hiperbolico. 

que se muestra en la figura 13.69. En el punto (0, 0), ambas derivadas parciales son 0. Sin 
embargo, la funcion f no tiene un extremo relativo en este punto ya queen todo disco abier- 
to centrado en (0, 0) la funcion asume valores negativos (a lo largo del ejex) y valores po¬ 
sitives (a lo largo del ejey). Portanto, el punto (0, 0, 0) es un punto silla de la superficie. 
(El termino "punto silla” viene del hecho de que la superficie mostrada en la figura 13.69 
se parece a una silla de montar.) 

En lasfuncionesde losejemplos 1 y 2, fue relativamente facil determinar los extremos 
relativos, porque cada una de las funciones estaba dada, o se podia expresar, en forma de 
cuadrado perfecto. Con funciones mas complicadas, los argumentos algebraicos son 
menos adecuados y es mejor emplear los medios analfticos presentados en el siguiente cri¬ 
terio de las segundas derivadas parciales. Es el analogo, para funciones de dos variables, 
del criterio de las segundas derivadas para las funciones de una variable. La demostracion 
de este teorema se deja para un curso de calculo avanzado. 


TEOREMA 13.17 CRITERIO DE LAS SEGUNDAS DERIVADAS PARCIALES 

Sea f una funcion con segundas derivadas parciales continuas en una region abierta 
que contiene un punto (a, b ) para el cual 

f x (a, b) = O y f y (a, b) = O. 

Para buscar los extremos relativos de f, considerese la cantidad 
d = fja, b) fja, b) - [ fja, b)] 2 . 

1. Si d > Oy fja, b) > O, entonces f tiene un minimo relativo en (a, b). 

2. Si d > Oy fja, b) < O, entonces f tiene un maximo relativo en (a, b). 

3. Si d < O, entonces (a, b, f(a, b)) es un punto silla. 

4. Si d = 0 el criterio no Neva a ninguna conclusion. 


«!'»■» Si d > O, entonces fj^a, b) y fyy(a,b) deben tener el mismo signo. Esto significa que 
fja, b) puede sustituirse por f w (a, b) en las dos primeras partes del criterio. ■ 


Un recurso conveniente para recordar la formula de d en el criterio de las segundas 
derivadas parciales lo da el determinante 2x2 


d = 


fja, b) 
fja, b) 


fja, b) 
fja, b) 


donde fja, b) = fja, b) de acuerdo al teorema 13.3. 
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z 



f(x, y ) = -x 3 + 4xy - 2y 2 + 1 

Figura 13.70 


Ax, y)=x 2 y 2 


Z 



Siy = 0, entonces f(x,y) = 

entonces f(x, _y) = 0 

Figura 13.71 


EJEMPLO 3 Aplicacion del criterio de las segundas derivadas parciales 

Identificar los extremos relativos de f(x 9 y) = — x 3 + 4xy — 2y 2 + 1. 

Solucion Para comenzar, se identifican los puntos criticos de/. Como 

f x {x,y) = -3x 2 + 4y y f y (x,y ) = 4x - 4y 

existen para todo x y y 9 los unicos puntos criticos son aquellos en los que ambas derivadas 
parciales de primer orden son 0. Para localizar estos puntos, se igualan a 0 f x (x 9 y) y 
f y (x 9 y) y se obtiene — 3x 2 + 4y = 0 y 4x — 4y = 0. De la segunda ecuacion se sabe que 
x = y 9 y por sustitucion en la primera ecuacion, se obtienen dos soluciones: y = x = 0 y 
y = x = f. Como 

f xx {x,y) = -6x, f yy (x, y) = -4 y f xy (x, y) = 4 

se sigue que, para el punto critico ( 0 , 0 ), 

d=fj0,0)f yy (0,0) - [f xy ( 0 , 0)] 2 = 0 - 16 < 0 

y, por el criterio de las segundas derivadas parciales, se puede concluir que ( 0 , 0 , 1 ) es un 
punto silla. Para el punto critico (f, f), 



= — 8 (— 4 ) - 16 
= 16 
> 0 


y como f xx ( f, f) = —8 < 0 se concluye que/tiene un maximo relativo en ( 3 , 3 ), como se 
muestra en la figura 13.70. 

Con el criterio de las segundas derivadas parciales pueden no hallarse los extremos 
relativos por dos razones. Si alguna de las primeras derivadas parciales no existe, no se 
puede aplicar el criterio. Si 

d = f xx {a,b)f yy {a,b) - [f xy (a,b)f = 0 

el criterio no es concluyente. En tales casos, se pueden tratar de hallar los extremos me- 
diante la grafica o mediante algun otro metodo, como se muestra en el siguiente ejemplo. 

EJEMPLO 4 Cuando el criterio de las segundas derivadas 
parciales no es concluyente 

Hallar los extremos relativos de f(x 9 y) = x 2 y 2 . 

Solucion Como/.(x,y) = 2xy 2 y f y (x 9 y) = 2x 2 y, se sabe que ambas derivadas parciales 
son igual a0siv = 0oy = 0.Es decir, todo punto del eje x o del eje y es un punto criti¬ 
co. Como 

f xx {x,y) = 2y 2 , fyy(x,y) = 2x 2 y f xy {x,y) = 4xy 

se sabe que six = 0 oy = 0 , entonces 

d = f xx ix,y)f yy {x,y) - [f xy (x,y)] 2 
= 4x 2 y 2 — 16x 2 y 2 = - 12x 2 y 2 = 0. 

Por tanto, el criterio de las segundas derivadas parciales no es concluyente, no funciona. Sin 
embargo, como f(x 9 y) = 0 para todo punto en los ejes xoyy f(x 9 y) = x 2 y 2 > 0 en todos 
los otros puntos, se puede concluir que cada uno de estos puntos criticos son un minimo 
absoluto, como se muestra en la figura 13.71. 
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Los extremos absolutos de una f unci on se pueden presentar de dos maneras. Primero, 
algunos extremos relativos tambien resultan ser extremos absolutos. A si, en el ejemplo 1, 
f(- 2,3) es un minimo absolute de la funcion. (Por otro lado, el maximo relativo encon- 
trado en el ejemplo 3 no es un maximo absolute de la funcion.) Segundo, los extremos 
absolutos pueden presentarse en un punto frontera del dominio. Esto se ilustra en el ejem¬ 
plo 5. 



Figura 13.72 


EJEMPLO 5 Encontrar extremos absolutos 

Hallar los extremos absolutos de la funcion 
f(x, y) = sen xy 

en la region cerrada dada por 0 < x < 77 - y 0 < y < 1 . 

Solucion La expresion de las derivadas parciales 
f x (x,y) = ycosxy y f y (x,y) = xcosxy 

permite ver que todo punto en la hiperbola dada por xy = 77-/2 es un punto critico. En 
todos estos puntos el valor de f es 

f(x, y) = sen ^ = 1 

el cual se sabe que es el maximo absolute, como se muestra en la figura 13.72. El otro 
punto critico de f que se encuentra en la region dada es (0,0). Este punto da un minimo 
absolute de 0, ya que 

0 < xy < 7r 

implica que 

0 < sen xy < 1 . 

Para localizar otros extremos absolutos se deben considerar las cuatro fronteras de la 
region formadas por las trazas, de los pianos verticales x= 0, x =n, y = 0 y y = 1. Al ha- 
cer esto, se encuentra que sen xy = 0 en todos los puntos del ejex, en todos los puntos del 
ejey y en el punto (v, 1). Cada uno de estos puntos es un minimo absolute de la superfi- 
cie, como se muestra en la figura 13.72. 


Los conceptos de extremos relativos y puntos criticos pueden extenderse a funciones 
de tres 0 mas variables. Si todas las primeras derivadas parciales de 

w = f(x v x 2 , x 3 ,. . . ,x n ) 

existen, puede mostrarse que se presenta un maximo 0 un minimo relativo en (x 1( x 2 , 
x 3 ,..., x n ) solo si cada una de las primeras derivadas parciales en ese punto es 0. Esto sig- 
nifica que los puntos criticos se obtienen al resolver el sistema de ecuaciones siguiente. 

f Xl (Xi, X 2 , X 3 , . . .,Xn) = 0 

f x (x v x 2 , x 3 ,. x n ) = 0 

f x (Xi, x 2 , x 3 .X„) = 0 

La extension del teorema 13.17 a tres 0 mas variables tambien es posible, aunque no se 
considerate en este texto. 
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13.8 


Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 6, identificar los extremos de la funcion 
reconociendo su forma dada o su forma despues de completar 
cuadrados. Verificar los resultados empleando derivadas par- 
ciales para localizar los puntos criticos y probar si son extremos 
relativos. 

1 . g(x, y) = (x - l ) 2 + (y - 3 ) 2 

2 . g(x, y) = 5 - (x - 3 ) 2 - (y + 2 ) 2 

3. f(x,y) = Vx 2 + y 2 + 1 

4. f(x, y) = V25 - (x - 2) 2 - y 2 

5. f(x, y) = x 2 + y 2 + 2x - 6 y + 6 

6 . f(x, y) = -x 2 - y 2 + lOx + 12y - 64 



En los ejercicios 7 a 16, examinar la funcion para localizar los 
extremos relativos. 

7. f (x, y) = 3x 2 + 2y 2 - 6 x - 4y + 16 

8 . f(x, y ) = -3x 2 - 2y 2 + 3x - 4y + 5 

9. f(x, y) = -x 2 - 5y 2 + lOx - lOy - 28 

10 . f{x, y) = 2x 2 + 2xy + y 2 + 2x - 3 

11 . z = x 2 + xy + \y 2 - 2 x + y 

12 . z = -5x 2 + 4xy - y 2 + 16x + 10 

13. fix, y) = Jx 2 + y 2 

14. h(x, y) = (x 2 + y 2 ) 1/3 + 2 

15. gix, y) — 4 — |x| — |y| 16. fix, y) = \x + y| - 2 



En los ejercicios 17 a 20, utilizar un sistema algebraico por compu- 
tadora y representar la superficie y localizar los extremos rela¬ 
tivos y los puntos silla. 


x 2 + y 2 + 1 

18. fix, y) = y 3 - 3yx 2 - 3 y 2 - 3x 2 + 1 

19. z = (x 2 + 4y 2 )eL~ x2 -y 2 

20 . z=&y 

En los ejercicios 21 a 28, examinar la funcion para localizar los 
extremos relativos y los puntos silla. 

21 . h (x, y) = 8 Ox + 80y - x 2 - y 2 

22 . gix, y) = x 2 - y 2 - x - y 

23. g(x, y) = xy 

24. h (x, y) = x 2 - 3xy - y 2 

25. fix, y) = x 2 - xy - y 2 - 3x - y 



En los ejercicios 29 y 30, buscar los extremos de la funcion sin 
utilizar los criterios de la derivada. Utilizar un sistema alge¬ 
braico por computadora y representar graficamente la superfi¬ 
cie. iSugerenaa: Por observacion, determinar si es posible que z 
sea negativo. ^Cuando zes igual a 0?) 


29. 


r (x-y) 4 
x 2 + y 2 


30. 


(x 2 - y 2 ) 2 

x 2 + y 2 


Z 



Para pensar En los ejercicios 31 a 34, determinar si hay un 
maximo relativo, un minimo relativo, un punto silla, o si la infor- 
macion es insuficiente para determinar la naturaleza de la fun¬ 
cion fix, ^ en el punto critico 

31. fj Xq, y 0 ) = 9, fjx^, y 0 ) = 4, = 6 

32. 4(Xo : y 0 ) = -3, fjx^, y 0 ) = - 8, f xy (x 0 ,y 0 ) = 2 

33. fjxo, y 0 ) = - 9, fJXo, y 0 ) = 6, y 0 ) = 10 

34. y 0 ) = 25, y 0 ) = 8, yx 0 , y 0 ) = 10 
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35. Unafuncion f tiene segundas derivadas parciales continuas en 
una region abierta que contiene el punto critico (3, 7). La fun- 
cion tiene un minimo en (3, 7) y d > 0 para el criterio de las 
segundas derivadas parciales. Determinar el intervalo para 
U a 7) si U3,7) = 2y y3,7) = 8. 

36. Unafuncion f tiene segundas derivadas parciales continuas en una 
region abierta que contiene el punto critico (a, b ). Si fj^a, b) y 
f^a, ib) tiene signos opuestos, <;que implica esto? Explicar. 

En los ejercicios 37 a 42, a) hallar los puntos criticos, deter¬ 
minar los extremos relativos, C) indicar los puntos criticos en los 
cuales el criterio de las segundas derivadas parciales no es con- 
cluyente, y d} usar un sistema algebraico por computadora para 
trazar la funcion, clasificando cualesquiera puntos extremos y 
puntos silla. 

37. f(x,y ) = x 3 + y 3 

38. f(x,y) = x 3 + y 3 - 6x 2 + 9y 2 + 12x+ 27y + 19 

39. f(x,y ) = (x- l) 2 (y + 4) 2 

40. fix, y) = V(x- 1) 2 + (y + 2) 2 

41. fix, y) = x 2/3 + y 2 ' 3 42. fix, y) = (x 2 + y 2 ) 2/3 

En los ejercicios 43 y 44, hallar los puntos criticos de la funcion 
y, por la forma de la funcion, determinar si se presenta un ma- 
ximo o un minimo relativo en cada punto. 

43. f (x, y, z) = x 2 + (y - 3) 2 + (z + l) 2 

44. f (x, y,z) = 9 - [x(y - 1 )(z + 2)] 2 


En los ejercicios 45 a 54, hallar los extremos absolutos de la fun¬ 
cion en la region R. (En cada caso, R contiene sus puntos fron- 
tera.) Utilizar un sistema algebraico por computadora y confir- 
mar los resultados. 

45. f(x, y) = x 2 - 4 xy + 5 

R = {(x, y) : 1 < x < 4, 0 < y < 2} 

46. f(x, y) = x 2 + xy, R = {(x, y): |x| < 2, \y\ < 1} 


47. f (x, y) = 12 - 3x - 2y 


R: La region triangular en el piano xy con vertices (2, 0), (0,1) 
y(i,2) 

48. f(x,y) = (2x- y) 2 

R\ La region triangular en el piano xy con vertices (2, 0), (0,1) 

y (X 2) 

49. fix, y) = 3x 2 + 2y 2 - 4y 

R\ Laregionenel piano xy acotada por las graficas dey = x 2 y 
y= 4 

50. f(x, y) = 2x - 2xy + y 2 

R: La region en el piano xy acotada por las graficas dey = x 2 y 

y= i 


51. 


52. 


53. 


f(x,y) = x 2 + 2xy + y 2 R = {(x,y): < 2, |>i < 1} 

fix, y) = x 2 + 2xy + y 2 R = {(x, y): x 2 + y 2 < 8} 

f( X y) =_^_ 

,y ' (x 2 + l)(y 2 + 1) 


R = { (x,y): 0 < x < 1, 0 < y < 1} 

f (x u, = _^_ 

,yj (x 2 + l)(y 2 + 1) 

R = {(x, y): x > 0, y > 0, x 2 + y 2 < 1} 


Desarrollo de conceptos 


55. La figura muestra las curvas de nivel de una funcion descono- 
cida f(x,y). iQue informacion, si es que hay alguna, puede 
darseacerca defen el punto 4? Explicar el razonamiento. 




Figura para 55 Figura para 56 

56. La figura muestra las curvas de nivel de una funcion des- 
conocida f(x, y). iQ ue informacion, si es que hay alguna, 
puede darse acerca defen los puntos4, B, C y D? Explicar 
el razonamiento. 


En los ejercicios 57 a 59, dibujar la grafica de una funcion 
arbitraria f que satisfaga las condiciones dadas. Decir si la 
funcion tiene extremos o puntos silla. (Hay muchas respues- 
tas correctas.) 


57. f x (x,y) >0y f y (x,y) < 0para todo (x,y). 

58. Todas las primerasy segundas derivadas parciales def son 0. 

59. f x ( 0, 0) = 0, f y { 0, 0) = 0 


U*' y> 


< 0 , 

> 0 , 


x< 0 
x> O' 


fyU y) 


> 0 , 

< 0 , 


y< 0 
y> 0 


fjx, y) > o, f w (x, y) < 0 y fjx, y) = 0 para todo (x,y). 


Para discusion 


60. Considerar las funciones 

f (x, y) = x 2 - y 2 y g(x, y) = x 2 + y 2 . 

a) Demostrar que ambas funciones tienen un punto critico en 
( 0 , 0 ). 

b ) Explicar como f y g se comportan de manera diferente en 
este punto critico. 


cVerdadero O falso? En los ejercicios 61 a 64, determinar si la 
declaracion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
dar un ejemplo que demuestre que es falsa. 

61. Si f tiene un maximo relativo en (x^,y 0 ,z^, entoncesj x (x 0 , y 0 ) 

= f y(* 0 . y 0 ) = o. 

62. Si f x (x 0 , y 0 ) = f y (x 0 , y 0 ) = 0, entonces f tiene un maximo relativo 
en (x 0 , y 0 , z 0 ). 

63. Entre cualesquiera dos minimos relativos de f, aqui debe estar al 
menos un maximo relativo de f. 

64. Si f es continua para todo x y y y tiene dos minimos relativos, 
entonces f debe tener un maximo relativo por lo menos. 


54. 
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Aplicaciones de los extremos de funciones de dos variables 


■ Resolver problemas de optimizacion con funciones de varias variables. 

■ Utilizar el metodo de mmimos cuadrados. 


Problemas de optimizacion aplicada 

En esta seccion se veran algunas de las muchas aplicaciones de los extremos de funciones 
de dos (o mas) variables. 


EJEMPLO I Hallar un volumen maxi mo 


( 0 , 0 , 


8)4 


1 


Plano: 

6r + 4y + 3z = 24 



Una caja rectangular descansa en el piano xy con uno de sus vertices en el origen. El ver- 
tice opuesto esta en el piano 

6x + 4y + 3z = 24 

como se muestra en la figura 13.73. Hallar el volumen maximo de la caja. 

Solucion Sean x, y y z el largo, ancho y la altura de la caja. Como un vertice de la caja 
se encuentra en el piano 6x + 4y + 3z = 24, se sabe que z — ^(24 — 6x — 4 y), y asi se 
puede expresar el volumen xyz de la caja en funcion de dos variables. 

V(x, y) = (jc)0)[|( 24 - 6c - 4 y)] 

= ^(24xy — 6 x 2 y — 4ry 2 ) 

Igualando a 0 las primeras derivadas parciales 

V x (x,y ) = l(24y ~ 12xy - 4y 2 ) = |(24 - 12c - 4y) = 0 

V y (x,y) = ^(24x - 6x 2 — 8ry) = ^ 6v — 8)) = 0 


se obtienen los puntos criticos (0, 0) y (|, 2 ). En (0, 0) el volumen es 0, asi que ese punto 

no proporciona un volumen maximo. En el punto (| f 2), se puede aplicar el criterio de las 
segundas derivadas parciales. 


rnmim En muchos problemas practi- 
cos, el dominio de la funcion a opti- 
mizar es una region acotada cerrada. 
Para encontrar los puntos mmimos o 
maximos, no solo se deben probar los 
puntos criticos, sino tambien los va- 
lores de la funcion en los puntos fron- 


Vjx.y) = - Ay 
Vyy(x, y) = 

V xy (x,y) = l(24-12x-8y) 

Como 

vJi 2)v„(i 2 ) - [vj, 2 )] 2 - (-ffi(-f) - (-I ) 2 - f > 0 


y 

vJi 2 ) = - 8 < 0 


se concluye de acuerdo con el criterio de las segundas derivadas parciales que el vo¬ 
lumen maximo es 

v{i 2 ) = |24(|)(2) - 6f|) 2 (2j - 4(|)(2 2 )] 

= ^ unidades cubicas. 


Notese que el volumen es 0 en los puntos frontera del dominio triangular de V. 
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PARA MAYOR INFORM ACION 

Para mas informacion sobre el uso de 
la matematica en la economia, ver el 
articulo “Mathematical Methods of 
Economics” de Joel Franklin en The 
American Mathematical Monthly. 


En las aplicaciones de los extremos a la economia y a los negocios a menudo se tiene 
mas de una variable independiente. Por ejemplo, una empresa puede producir varios mo- 
delos de un mismo tipo de producto. El precio por unidad y la ganancia o beneficio por 
unidad de cada modelo son, por lo general, diferentes. La demanda de cada modelo es, a 
menudo, funcion de los precios de los otros modelos (asi como su propio precio). El si- 
guiente ejemplo ilustra una aplicacion en la que hay dos productos. 

EJEMPLO 2 Beneficio maximo 

Un fabricante de articulos electronicos determina que la ganancia o beneficio P (en 
dolares) obtenido al producir x unidades de un reproductor de DVD y y unidades de un 
grabador de DVD se aproxima mediante el modelo 

P(x, y) = 8x + lOy - (0.001)(x 2 + xy + y 2 ) - 10000. 

Hallar el nivel de produccion que proporciona una ganancia o beneficio maximo. ^Cual es 
la ganancia maxima? 

Solucion Las derivadas parciales de la funcion de beneficio son 

Pjx, >’) = 8 - (0.001) (2* + y) y P y (x, y) = 10 - (O.OOl)U + 2y). 
Igualando estas derivadas parciales a 0, se obtiene el sistema de ecuaciones siguiente. 

8 - (0.001)(2c + y) = 0 
10 - (0.001)(x + 2y) = 0 

Despues de simplificar, este sistema de ecuaciones lineales puede expresarse como 

2x + y = 8 000 
x + 2y = 10 000. 

Resolviendo el sistema se obtiene x— 2 000 y y = 4 000. Las segundas derivadas parciales 
de P son 

PJ2 000, 4 000) = -0.002 
P yy (2 000, 4 000) = -0.002 
PC2 000, 4 000) = -0.001. 

xy 

Como P xx < 0 y 

P xx (2 000, 4 000)7^(2 000, 4 000) - [P xy (2 000, 4 000 )] 2 = 

(- 0 . 002) 2 - (- 0 . 001) 2 > 0 

se concluye que el nivel de produccion con x = 2 000 unidades y y = 4 000 unidades pro¬ 
porciona el beneficio maximo. El beneficio maximo es 

P(2 000, 4 000) = 8(2 000) + 10(4 000) - 

(0.001)[2 000 2 + 2 000(4 000) + 4 000 2 )] - 10 000 
= $18 000 . 

IlW En el ejemplo 2 se supuso que la planta industrial puede producir el numero requerido de 
unidades para proporcionar el beneficio maximo. En la practica, la produccion estara limitada por 
restricciones fisicas. En la seccion siguiente se estudiaran tales problemas de optimizacion. ■ 
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CAPITULO 13 


Funciones de varias variables 


y 



Suma de los cuadrados de los errores: 
S = d\ + d-2 + 

Figura 13.76 


El metodo de minimos cuadrados 

En muchos de los ejemplos en este texto se han empleado modelos matematicos, como 
en el caso del ejemplo 2, donde se utiliza un modelo cuadratico para el beneficio. Hay 
varias maneras para desarrollar tales modelos; una es la conocida como el metodo de mi¬ 
nimos cuadrados. 

A1 construir un modelo para representar un fenomeno particular, los objetivos son 
simplicidad y precision. Por supuesto, estas metas entran a menudo en conflicto. Por ejem¬ 
plo, un modelo lineal simple para los puntos en la figura 13.74 es 

y = 1.8566c - 5.0246. 

Sin embargo, la figura 13.75 muestra que si se elige el modelo cuadratico, ligeramente mas 
complicado,* es 

y = 0.1996c 2 - 0.7281c + 1.3749 

se logra mayor precision. 

y y= 1.8566* - 5.0246 y = 0.1996* 2 - 0.7281* + 1.3749 


y 




Como medida de que tan bien se ajusta el modelo y = f(x) a la coleccion de puntos 
{(* 1 , ?]), (x 2 , >’ 2 ), (x 3 , V 3 ), . . . , (x n , >’„)} 

se pueden sumar los cuadrados de las diferencias entre los valores reales y y los valores 
dados por el modelo para obtener la suma de los cuadrados de los errores o errores 
cuadraticos 


S — ^ ~ yi\ 2 - Suma de los cuadrados de los errores o errores cuadraticos. 

i=l 

Graficamente, S puede interpretarse como la suma de los cuadrados de las distancias ver- 
ticales entre la grafica de/y los puntos dados en el piano (los puntos de los datos), como 
se muestra en la figura 13.76. Si el modelo es perfecto, entonces S = 0. Sin embargo, cuan- 
do la perfeccion no es posible, podemos conformarnos con un modelo que haga minimo 
el valor de S. Por ejemplo, la suma de los errores cuadraticos en el modelo lineal en la figu¬ 
ra 13.74 es S ~ 17. En estadistica, al modelo lineal que minimiza el valor de S se le llama 
recta de regresion o por minimos cuadrados. La demostracion de que esta recta real- 
mente minimiza S requiere minimizar una funcion de dos variables. 


* En el ejercicio 37 se describe un metodo para hallar el modelo de minimos cuadrados para una coleccion de 
datos. 
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Adrien-Marie Legendre (1752-1833) 

El metodo de minimos cuadrados lo intro- 
dujo el matematico trances Adrien-Marie 
Legendre. Legendre es mejor conocido por 
su trabajo en geometria. De hecho, su texto 
“Elementos de Geometria” fue tan popular 
en Estados Unidos que se uso durante un 
periodo de mas de 100 anos y hubo 33 edi- 
ciones. 


TEOREMA 13.18 RECTA DE REGRESION DE MINIMOS CUADRADOS 

La recta de regresion de minimos cuadrados para {(x 1? y x ), (x 2 , y 2 )> • • • • (* n > 
y n )} esta dada por /(x) = ax + b, donde 

n n n 

"2 Vi “ S *i2 - v i 

« = —, - 7‘ % 

n l x i - [1 x i) 

1=1 M= 1 ' 


b = iS ^ 


( DEMOSTRACION ) Sea S(a , b ) la suma de los cuadrados de los errores para el modelo 
f(x) = ax + b y el conjunto de puntos dado. Es decir, 


S(a, b) = 2 [/(•*,) - y,] 2 

i=l 

= ^ (ax t + b - y,.) 2 

i = 1 

donde los puntos (x-, y-) representan constantes. Como S es una funcion de a y b, se pueden 
usar los metodos de la seccion anterior para encontrar el valor mmimo de S. Las primeras 
derivadas parciales de S son 


S a (a, b ) = £ 2x i {ax i + b - y ; ) 

i = 1 

= 2 xf + 2 b^ x- - 2^ x Ji 

i = i i=i i= i 

S b (a, b) = 2 2(ax- + fc - 

i = 1 

n n 

= 2 a^ *,• + 2nZ? — 2^ j y i . 
f=\ i=i 


Igualando estas dos derivadas parciales a 0, se obtienen los valores de a y b que indica el teo- 
rema. Se deja como ejercicio aplicar el criterio de las segundas derivadas parciales (ver ejer- 
cicio 47) para verificar que estos valores de a y b dan un minimo. 


Si los valores de x estan simetricamente distribuidos respecto al eje y, entonces 
X x- = 0 y las formulas para a y b se simplifican: 

n 


2 w 

i = 1 



i= 1 


y 


b 




Esta simplificacion es a menudo posible mediante una traslacion de los valores x. Por 
ejemplo, si los valores x en una coleccion de datos son los anos 2005, 2006, 2007, 2008 y 
2009, se puede tomar 2007 como 0. 
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CAPITULO 13 


Funciones de varias variables 


EJEMPLO 3 Hallar la recta de regresion de mmimos cuadrados 

Hallar la recta de regresion de mmimos cuadrados para los puntos (—3, 0), (— 1, 1), (0, 2) 

y (2,3). 

Solucion La tabla muestra los calculos necesarios para hallar la recta de regresion de 
mmimos cuadrados usando n = 4. 


TECNOLOGIA Muchas calcu- 
ladoras tienen “incorporados” pro- 
gramas de regresion de mmimos 
cuadrados. Se puede utilizar una 
calculadora con estos programas 
para reproducir los resultados del 
ejemplo 3. 


X 

y 

xy 

X 2 

-3 

0 

0 

9 

-1 

i 

-1 

1 

0 

2 

0 

0 

2 

3 

6 

4 

n 

2 x ; = _2 
i = 1 

n 

2 Jt = 6 

i = 1 

2 ™ = 5 

i = 1 

jN = 14 

i = 1 


y 



Recta de regresion de minimos cuadrados 

Figura 13.77 


Aplicando el teorema 13.18 se obtiene 


a 


y 


b 


x,y, 

i = 1 

i=i 


n n 

2 i Vi 

i = 1 i = 1 



4(5) - (—2)(6) 
4(14) - (-2 ) 2 


_ 8 _ 

13 


l 

n 


J * - 


6 -^(- 2 ) 


47 

26' 


La recta de regresion de mmimos cuadrados es f(x) = como se muestra en la 

figura 13.77. 



Ejercicios 


En los ejercicios 1 y 2, hallar la distancia minima del punto al 
piano x — y + z = 3. ( Sugerencia : Para simplificar los calcu¬ 
los, minimizar el cuadrado de la distancia.) 

1. (0,0,0) 2. (1,2,3) 

En los ejercicios 3 y 4, encontrar la distancia minima desde el 
punto a la superficie z = — 2x — 2y. ( Sugerencia : En el 

ejercicio 4, usar la operacion raiz de una herramienta de grafi- 
cacion.) 

3. (-2, -2,0) 
ft* 4. (0, 0, 2) 

En los ejercicios 5 a 8, hallar tres numeros positivos x, y y z que 
satisfagan las condiciones dadas. 

5. El producto es 27 y la suma es minima. 

6. La suma es 32 y P = xy 2 z es maxima. 

7. La suma es 30 y la suma de los cuadrados es minima. 

8. El producto es 1 y la suma de los cuadrados es minima. 


9. CostOS Un contratista de mejorias caseras esta pintando las 
paredes y el techo de una habitacion rectangular. El volumen de 
la habitacion es de 668.25 pies cubicos. El costo de pintura de 
pared es de $0.06 por pie cuadrado y el costo de pintura de techo 
es de $0.11 por pie cuadrado. Encontrar las dimensiones de la 
habitacion que den por resultado un minimo costo para la pintu¬ 
ra. ^Cual es el minimo costo por la pintura? 

10. Volumen maxi mo El material para construir la base de una 
caja abierta cuesta 1.5 veces mas por unidad de area que el mate¬ 
rial para construir los lados. Dada una cantidad fija de dinero C, 
hallar las dimensiones de la caja de mayor volumen que puede 
ser fabricada. 

11. Volumen maximo El volumen de un elipsoide 



= 1 


es Airabc/?). Dada una suma fija a + b + c, mostrar que el elip¬ 
soide de volumen maximo es una esfera. 
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12 . 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


Volumen maxi mo Mostrar que la caja rectangular de volumen 
maximo inscrita en una esfera de radio r es un cubo. 

Volumen y area exterior Mostrar que una caja rectangular de 
volumen dado y area exterior minima es un cubo. 

Area Un comedero de secciones transversales en forma de 
trapecio se forma doblando los extremos de una lamina de alu- 
minio de 30 pulgadas de ancho (ver la figura). Hallar la seccion 
transversal de area maxima. 



Ingreso maximo Una empresa fabrica dos tipos de zapatos 
tenis, tenis para correr y tenis para baloncesto. El ingreso total de 
x 1 unidades de tenis para correr y x 2 unidades de tenis de balon¬ 
cesto es R = — 5x x — 8 x 2 — 2x x x 2 + 42x x + 102x 2 , donde x x 
y x 2 estan en miles de unidades. Hallar las x, y x 2 que maximizan 
el ingreso. 

Ganancia 0 beneficio maximo Una empresa fabrica velas en 
dos lugares. El costo de produccion de x, unidades en el lugar 1 
es 

C x = 0.02x 2 + 4x x + 500 

y el costo de produccion de x 2 unidades en el lugar 2 es 
C 2 = 0.05x 2 + 4x 2 + 275. 

Las velas se venden a $15 por unidad. Hallar la cantidad que 
debe producirse en cada lugar para aumentar al maximo el be¬ 
neficio P = 15(x x + x 2 ) — C x — C 2 . 

Ley de Hardy-Weinberg Los tipos sangumeos son genetica- 
mente determinados por tres alelos A, B y O. (Alelo es 
cualquiera de las posibles formas de mutacion de un gen.) Una 
persona cuyo tipo sangumeo es AA, BB u 00 es homocigotica. 
Una persona cuyo tipo sangumeo es AB, AO o BO es hetero- 
cigotica. La ley Hardy-Weinberg establece que la proporcion P 
de individuos heterocigotica en cualquier poblacion dada es 


19. C OSft) mini mo Hay que construir un conducto para agua desde 
el punto P al punto S y debe atravesar regiones donde los costos 
de construccion difieren (ver la figura). El costo por kilometro 
en dolares es 3k de P a Q, 2k de Q a R y k de R a S. Hallar x y y 
tales que el costo total C se minimice. 



20. Distancia Una empresa tiene tres tiendas de ventas al menudeo 
localizadas en los puntos (0, 0), (2, 2) y (—2, 2) (ver la figura). La 
direccion planea construir un centra de distribucion localizado de 
tal manera que la suma S de las distancias del centra a las tiendas 
sea minimo. Por la simetrfa del problema es claro que el centra de 
distribucion se localizara en el eje y, y por consiguiente S es una 
funcion de una variable y. Utilizando las tecnicas presentadas en el 
capitulo 3, calcular el valor de y requerido. 



-2 


-2 - 


- 2 , 2 ) 

* ^ —(x, y) 

d i '-'v ' 7 


(4,2) 


I I ' ' I t, I I I 


( 0 , 0) 2 


Figura para 20 Figura para 21 

21 . / nvestigacion Las tiendas de ventas al menudeo descritas en el 
ejercicio 20 se localizan en (0, 0), (4, 2) y (—2, 2) (ver la figura). 
La localizacion del centra de distribucion es (x, y), y por consi¬ 
guiente la suma S de las distancias es una funcion de x y y. 
a) Escribir la expresion que da la suma S de las distancias. 
Utilizar un sistema algebraico por computadora y representar 
S. /Tiene esta superficie un minimo? 


P(p , q , r ) = 2 pq + 2 pr + 2qr 

donde p representa el porcentaje de alelos A en la poblacion, q 
representa el porcentaje de alelos B en la poblacion y r repre¬ 
senta el porcentaje de alelos O en la poblacion. Utilizar el hecho 
de que p + q + r = 1 para mostrar que la proporcion maxi- 
ma de individuos heterocigoticos en cualquier poblacion es 3 . 

/ ndice de diversidad de Shannon Una forma de medir diversi- 


b) Utilizar un sistema algebraico por computadora y obtener S x 
y S y . Observar que resolver el sistema S x = 0 y S y = 0 es muy 
diffcil. Por tanto, aproximar la localizacion del centro de dis¬ 
tribucion. 

c ) Una estimacion inicial del punto crftico es (x,,y,) = (1, 1). 
Calcular — V£(l, 1 ) con componentes — 5 ^( 1 , 1 ) y —S y ( 1 , 1 ). 
iQu6 direccion es la dada por el vector — VS( 1 , 1)7 

d) La segunda estimacion del punto critico es 


dad de especies es usar el Indice de diversidad de Shannon H. Si 
un habitat consiste de tres especies, A, B y C, su indice de diver¬ 
sidad de Shannon es 

H = —x In x — y In y — z In z 

donde x es el porcentaje de especies A en el habitat, y es el por¬ 
centaje de especies B en el habitat y z es el porcentaje de 
especies C en el habitat. 

a) Usar el factor d ex + j + z- 1 para demostrar que el valor 
maximo de H ocurre cuando x = y = z = 3. 

b) Usar el resultado del inciso a) para demostrar que el valor 
maximo de H en este habitat es de In 3. 


(x 2 , y 2 ) = (xj - S x {x v yJt, y 1 - S y (x v yjt). 

Si se sustituyen estas coordenadas en S(x, y), entonces S se 
convierte en una funcion de una variable t. Hallar el valor de 
t que minimiza S. Utilizar este valor de t para estimar (x 2 , y 2 ). 

e) Realizar dos iteraciones mas del proceso del inciso d) para 
obtener (x 4 , y 4 ). Dada esta localizacion del centro de dis¬ 
tribucion, /,cual es la suma de las distancias a las tiendas al 
menudeo? 

f) Explicar por que se uso — V5'(x, y) para aproximar el valor 
minimo de S. / En que tipo de problemas se usarfa VS(x, y) ? 
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22. I nvestigacion Repetir el ejercicio 21 con tiendas de ventas al 
menudeo localizadas en los puntos (—4, 0), (1, 6) y (12, 2). 


Desarrollo de conceptos 


23. Con las propias palabras, describir la estrategia para la solu- 
cion de problemas de aplicacion de mmimos y maximos. 

24. Con las propias palabras, describir el metodo de mmimos 
cuadrados para elaborar modelos matematicos. 


En los ejercicios 25 a 28, a) hallar la recta de regresion de mi- 
nimos cuadrados y b ) calcular S, la suma de los errores al 
cuadrado. Utilizar el programa para regresion de una herra- 
mienta de graficacion para verificar los resultados. 


25. 


27. 




26. 


28. 



2 — 


(5, 2) 

(4,2) # *6,2) 
(3,1) (4,1) 


(1,0) (3,0) 

M, H I I 


1 2\ 3 4 

( 2 , 0 ) 


5 6 


1 En los ejercicios 29 a 32, hallar la recta de regresion de mmimos 
cuadrados para los puntos dados. Utilizar el programa de regresion 
de una herramienta de graficacion para verificar los resultados. 
Utilizar la herramienta de graficacion para trazar los puntos y re- 
presentar la recta de regresion. 


29. (0,0), (1, 1), (3, 4), (4, 2), (5, 5) 

30. (1,0), (3,3), (5,6) 

31. (0, 6), (4, 3), (5, 0), (8, -4), (10, -5) 

32. (6, 4), (1, 2), (3, 3), (8, 6), (11, 8), (13, 8) 


' 33. M odelo matematico En la tabla se muestran las edades x (en 
anos) y las presiones arteriales sistolicas y de siete hombres. 


Edad, x 

16 

25 

39 

45 

49 

64 

70 

Presion 
arterial 
sistolica, y 

109 

122 

150 

165 

159 

183 

199 


34. M odelo matematico El gerente de tienda quiere conocer la 
demanda y de una barra de energia en funcion del precio x. Las 
ventas diarias a tres precios diferentes de la barra de energia se 
muestran en la tabla. 


Precio, x 

$1.29 

$1.49 

$1.69 

Demanda, y 

450 

375 

330 



a) Utilizar el programa de regresion de una herramienta de grafi¬ 
cacion para hallar la recta de regresion de mmimos cuadra¬ 
dos para los datos. 

b) Usar el modelo para estimar la demanda cuando el precio es 
$1.59. 

M odelo matematico Un agronomo prueba cuatro fertilizantes 
en los campos de cultivo para determinar la relacion entre la 
produccion de trigo y (en bushels por acre) y la cantidad de fer- 
tilizante x (en cientos de libras por acre). Los resultados se 
muestran en la tabla. 


Fertilizante, x 

1.0 

1.5 

2.0 

2.5 

Rendimiento, y 

32 

41 

48 

53 


Utilizar el programa de regresion de una herramienta de grafi¬ 
cacion para hallar la recta de regresion de mmimos cuadrados 
para los datos, y estimar la produccion para una aplicacion de 
160 libras de fertilizante por acre. 

36. M odelo matematico La tabla muestra los porcentajes x y los 
numeros y (en millones) de mujeres en la fuerza laboral en 
determinados anos. (Fuente: U.S. Bureau of Labor Statistics) 


Ano 

1970 

1975 

1980 

1985 

Porcentaje, x 

43.3 

46.3 

51.5 

54.5 

Numero, y 

31.5 

37.5 

45.5 

51.1 


Ano 

1990 

1995 

2000 

2005 

Porcentaje, x 

57.5 

58.9 

59.9 

59.3 

Numero, y 

56.8 

60.9 

66.3 

69.3 


M a) Utilizar el programa para regresion de una herramienta de 
graficacion para hallar la recta de regresion de mmimos 
cuadrados para los datos. 

b) Segun este modelo, ^aproximadamente cuantas mujeres 
ingresan a la fuerza laboral por cada incremento de un punto 
en el porcentaje de mujeres en la fuerza laboral? 

37. Hallar un sistema de ecuaciones cuya solucion proporcione 
los coeficientes a, b y c para el modelo cuadratico de regresion 
de mmimos cuadrados y = ax 2 + bx + c para los puntos 
(xj, y x ), (x 2 , y 2 ),. . ., (x n , y n ) minimizando la suma 

n 

S(a, b, c) — ^ (y- — ax 2 — bx t — c) 2 . 

i = . i 


a) Utilizar el programa de regresion de una herramienta de grafi¬ 
cacion para hallar la recta de regresion de mmimos cuadrados 
para los datos. 

b) Utilizar una herramienta de graficacion para trazar los datos y 
representar el modelo. 

c ) Utilizar el modelo para aproximar la variacion en la presion 
arterial sistolica por cada incremento de un ano en la edad. 


Para discusion 


38. La suma de las longitudes y el tamano (perimetro de una sec- 
cion transversal) de un paquete llevado por un servicio de 
entrega a domicilio no puede exceder 108 pulgadas. 
Encontrar las dimensiones del paquete rectangular de mas 
grande volumen que puede ser enviado. 
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En los ejercicios 39 a 42, utilizar el resultado del ejercicio 37 
para hallar el modelo cuadratico de regresion de mmimos cua- 
drados para los puntos dados. Usar el programa de regresion de 
una herramienta de graficacion para confirmar los resultados. 
Utilizar la herramienta de graficacion para trazar los puntos y 
representar la curva de regresion de minimos cuadrados. 

39. (-2, 0), (- 1, 0), (0, 1), (1, 2), (2, 5) 

40. (-4,5), (-2,6), (2,6), (4,2) 

41. (0, 0), (2, 2), (3, 6), (4, 12) 42. (0, 10), (1, 9), (2, 6), (3, 0) 

43. M odelo matematico Despues de que fue desarrollado un nue- 
vo turbopropulsor para un motor de automovil, se obtuvieron los 
datos experimentales siguientes de velocidad y en millas por 
hora a intervalos x de dos segundos. 


Tiempo, x 

0 

2 

4 

6 

8 

10 

Velocidad, y 

0 

15 

30 

50 

65 

70 


a ) Hallar un modelo cuadratico de regresion de mmimos 
cuadrados para los datos. Utilizar una herramienta de grafi¬ 
cacion para confirmar los resultados. 

b ) Utilizar una herramienta de graficacion para trazar los puntos 
y representar el modelo. 

44. M odelo matematico La tabla muestra la poblacion mundial y 
(en miles de millones) para cinco diferentes anos. Considerar que 
x = 8 representa el ano 2008. (Fuente: U.S. Census Bureau, 
International Data Base) 


Ano, x 

1998 

2000 

2002 

2004 

2006 

Poblacion, y 

5.9 

6.1 

6.2 

6.4 

6.5 


a) Utilizar el programa de regresion de una herramienta de 
graficacion para hallar la recta de regresion de minimos 
cuadrados para los datos. 

b ) Utilizar el programa de regresion de una herramienta de 
graficacion para hallar el modelo cuadratico de regresion de 
mmimos cuadrados para los datos. 

c) Utilizar una herramienta de graficacion para trazar los datos 
y representar los modelos. 

d) Utilizar ambos modelos para estimar la poblacion mundial 
en el ano 2014. ^Como difieren los dos modelos cuando se 
extrapola hacia el futuro? 


45. M odelo matematico Un meteorologo mide la presion atmos- 
ferica P (en kilogramos por metro cuadrado) a una altitud h (en 
kilometros). Los datos se muestran en la tabla. 


Altitud, h 

0 

5 

10 

15 

20 

Presion, P 

10 332 

5 583 

2 376 

1 240 

517 


a) Utilizar el programa de regresion de una herramienta de 
graficacion para hallar una recta de regresion de mmimos 
cuadrados para los puntos ( h , In P). 

b) El resultado del inciso a) es una ecuacion de la forma In P = 
ah + b. Expresar esta forma logarftmica en forma exponencial. 

c) Utilizar una herramienta de graficacion para trazar los datos 
originales y representar el modelo exponencial del inciso b). 

d) Si una herramienta de graficacion puede ajustar modelos lo- 
garitmicos a datos, utilizarla para verificar el resultado del 
inciso b). 

46. Modelo matematico Los puntos terminales del intervalo de 
vision se llaman punto proximo y punto lejano del ojo. Con la 
edad, estos puntos cambian. La tabla muestra los puntos proxi- 
mos y (en pulgadas) a varias edades x (en anos). (Fuente: 
Ophtalmology & Physiological Optics) 


Edad, x 

16 

32 

44 

50 

60 

Punto proximo, y 

3.0 

4.7 

9.8 

19.7 

39.4 


a) Hallar un modelo racional para los datos tomando el reci- 
proco o inverso de los puntos proximos para generar los pun¬ 
tos (x, 1/y). Utilizar el programa para regresion de una he¬ 
rramienta de graficacion para hallar una recta de regresion de 
mmimos cuadrados para los datos revisados. La recta resul- 
tante tiene la forma 1/y = ax + b. Despejar y. 

b) Utilizar una herramienta de graficacion para trazar los datos 
y representar el modelo. 

c) ^Puede utilizarse el modelo para predecir el punto proximo 
en una persona de 70 anos? Explicar. 

47. Usar el criterio de las segundas derivadas parciales para ve¬ 
rificar que las formulas para ay b proporcionadas en el teorema 
13.18 llevan a un rmnimo. 

n / n \2 

Sugerencia: Considerar el hecho que n^ xf > ( ^ xJ . 

i=l \i = l / 


PR0YECT0 DE TRABAJ0 


Construccion de un oleoducto 

Una empresa petrolera desea construir un oleoducto desde su 
plataforma A hasta su refineria B. La plataforma esta a 2 millas de la 
costa, y la refineria esta 1 milla tierra adentro. Ademas, Ay B estan a 
5 millas de distancia una de otra, como se muestra en la figura. 



El costo de construccion del oleoducto es $3 millones por milla 
en el mar, y $4 millones por milla en tierra. Por tanto, el costo del 
oleoducto depende de la localizacion del punto P en la orilla. ^Cual 
seria la ruta mas economica para el oleoducto? 

Imaginar que hay que redactar un informe para la empresa 
petrolera acerca de este problema. Sea x la distancia mostrada en la 
figura. Determinar el costo de construir el oleoducto de A a P, y el 
costo de P a B. Analizar alguna trayectoria muestra para el oleoduc¬ 
to y sus costos correspondientes. Por ejemplo, ^cual es el costo de la 
ruta mas directa? Utilizar despues el calculo para determinar la ruta 
del oleoducto que minimiza el costo. Explicar todos los pasos del 
desarrollo e incluir una grafica pertinente. 
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CAPITULO 13 Funciones de varias variables 


13.10 


Multiplicadores de Lagrange 


■ Entender el metodo de los multiplicadores de Lagrange. 

■ Utilizar los multiplicadores de Lagrange para resolver problemas de optimizacion con 
restricciones. 

■ Utilizar el metodo de multiplicadores de Lagrange con dos restricciones. 


Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) 

El metodo de los multiplicadores de 
Lagrange debe su nombre al matematico 
frances Joseph Louis Lagrange. Lagrange 
presento el metodo por primera vez en su 
famoso trabajo sobre mecanica, escrito 
cuando tenia apenas 19 anos. 


Multiplicadores de Lagrange 


M uchos problemas de optimizacion tienen restricciones, o ligaduras, para los valores que 
pueden usarse para dar la solucion optima. Tales restricciones tienden a complicar los pro¬ 
blemas de optimizacion porque la solucion optima puede presentarse en un punto frontera 
del dominio. En esta seccion se estudia una ingeniosa tecnica para resolver tales problemas. 
E s el metodo de los multiplicadores de Lagrange. 

Para ver como funciona esta tecnica, supongase que se quiere hallar el rectangulo de 
area maxima que puede inscribirse en la el ipse dada por 


Sea (x, y) el vertice del rectangulo que se encuentra en el primer cuadrante, como se mues- 
tra en la figura 13.78. Como el rectangulo tiene lados de longitudes 2x y 2y, su area esta 
dada por 

f{x,y) = 4xy. Funcion objetivo. 

Sequieren hallar x y y tales que fix, y) es un maximo. La eleccion de (x, y) esta restringi- 
da a puntos del primer cuadrante que estan en la el ipse 


^ + z ! =1 

y 4 2 


Restriccion. 


Ahora, considerese la ecuacion restrictiva o de ligadura como una curva de nivel fija de 


fay) = | + 5 ? 

Las curvas de nivel de f representan una familia de hiperbolas/(x,y) = 4ry = A. En esta 
familia, las curvas de nivel que satisfacen la restriccion dada corresponden a hiperbolas que 
cortan a laelipse. Es mas, para maximizar f(x,y), se quiere hallar la hiperbola que justo sa- 
tisfaga la restriccion. La curva de nivel que hace esto es la que es tangente a la elipse, como 
se muestra en la figura 13.79. 



Funcion objetivo: f(x, y) = 4 xy 

Figura 13.78 


Curvas de nivel/: 



Figura 13.79 
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Para encontrar la hiperbola apropiada se usa el hecho de que dos curvas son tangentes en 
un punto si y solo si sus vectores gradiente son paralelos. Esto significa que Vf(x,y) debe 
ser un multiplo escalar de Vg(x,y) en el punto detangencia. En el contexto de los proble- 
mas de optimizacion con restricciones, este escalar se denota con la letra griega A (lamb¬ 
da minuscula del alfabeto griego). 

V/(x,y) = AVg(x,y) 

AI escalar A se le conoce como un multiplicador de Lagrange. El teorema 13.19 da las 
condiciones necesarias para la existencia de tales multiplicadores. 


TEOREMA 13.19 TEOREMA DE LAGRANGE 


Sean fyg funciones con primeras derivadas parciales continuas, y tales que f tiene 
un extremo en un punto (x 0 , y 0 ) sobre la curva suave de restriccion g(x,y) = c. 

Si Vg(x 0 , y 0 ) =1= 0 , entonces existe un numero real A tal que 

V/'(x 0 , y 0 ) = AVg(x 0 , y 0 ). 


Se puede demostrar que el 
teorema de Lagrange tambien es vali- 
do para funciones de tres variables, 
usando un argumento similar con 
superficies de nivel y con el teorema 
13.14. l 


(DEMQSTRftciofO Para empezar, se representa la curva suave dada por g(x,y) = c mediante 
la funcion vectorial 

r(r) = x(t) i + y(t) j, r'(t) # 0 

donde x' y y' son continuas en un intervalo abierto /. Se define la funcion h como 
h(t) = f(x(t),y(t)). Entonces, como f(x 0 ,y 0 ) es un valor extremo de f, se sabe que 

h(t 0 ) = f(x(t 0 ), y(t 0 )) =f(x 0 ,y 0 ) 

es un valor extremo de h. Esto implica que h'(t 0 ) = 0, y, por la regia de la cadena, 

h'(t 0 ) = f x (x 0 ’ yo) x '( ( o) + fy( x o- >’o)>' , (?o) = W(x 0 - >’o) • r '(t 0 ) = o. 

A si, V/(x 0 , V 0 ) es ortogonal a r'(/ 0 ). Por el teorema 13.12, Vg(x 0 ,y 0 ) tambien es ortogonal 
a r'0 o ). Por consiguiente, los gradientes V/(x 0 ,y 0 ) y Vg(x 0 ,y 0 ) son paralelos y debe exis- 
tir un escalar A tal que 

V/(x 0 ,y 0 ) = AV^(x 0 ,y 0 ). 


El metodo de los multiplicadores de Lagrange emplea el teorema 13.19 para encon¬ 
trar los valores extremos de una funcion / sujeta a una restriccion. 


Como se vera en los ejem- 
plos 1 y 2, el metodo de los multipli¬ 
cadores de Lagrange requiere resolver 
sistemas de ecuaciones no lineales. 
Esto a menudo requiere de alguna 
manipulacion algebraica ingeniosa. ■ 


METODO DE LOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE 


Sean fyg funciones que satisfacen las hipotesis del teorema de Lagrange, y 
sea / una funcion que tiene un minimo o un maximo sujeto a la restriccion 
g(x,y) = c. Para hallar el minimo o el maximo de /, seguir los pasos descritos a 
continuacion. 

1. Resolver simultaneamente las ecuaciones V/(x,y) = \Vg(x,y) y g(x,y) = c 
resolviendo el sistema de ecuaciones siguiente. 

f x (x, y) = A g x (x, y) 
f y (x,y ) = A g y (x,y) 
g(x, y) = c 

2. Evaluar / en cada punto solucion obtenido en el primer paso. El valor mayor 
da el maximo de / sujeto a la restriccion g(x,y) = c, y el valor menor da el 
minimo de / sujeto a la restriccion g(x,y) = c. 
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CA PI T U L 0 13 


Funciones de varias variables 


Problemas de optimizacion con restricciones o ligaduras 

En el problems presentado al principio de esta seccion, se queria maximizar el area de un 
rectangulo inscrito en una elipse. El ejemplo 1 muestra como usar los multiplicadores de 
Lagrange para resolver este problema. 


EJEMPLO I Multiplicador de Lagrange con una restriccion o ligadura 

Hallar el valor maxi mo de f{x,y) = 4xy donde x > 0 y y > 0, sujeto a la restriccion 

(x 2 /3 2 ) + (y 2 / 4 2 ) = 1. 


mmm El ejemplo 1 tambien puede 
resolverse utilizando las tecnicas 
aprendidas en el capitulo 3. Para ver 
como se hace esto, calcular el valor 
maximo de A = Axy dado que 


Para empezar, de la segunda ecuacion 
se despejay y seobtiene 

y = 179^1?. 

Despues se sustituye este valor en la 
primera ecuacion para obtener 

A = 4x(|V9 — x 2 ). 

Por ultimo, se usan las tecnicas del 
capitulo 3 para maximizar A. ■ 


Solucion Para comenzar, sea 

g(x, y) = ^ | 2 =L 

Igualando V/( x,y) = 4yi + 4cj y AVg(x,y) = (2Ax/9)i + (Ay/8) j, se puede obtener el 


si sterna de ecuaciones siguiente. 

2 

4y = gAx 

f x (x,y) = A g x (x,y). 

«—1 |00 

II 

3 

f y (x,y ) = A g y (x,y). 

^+^=1 

3 2 4 2 

Restriccion. 


De la primera ecuacion, se obtiene A = 18y/x, que sustituido en la segunda ecuacion da 




x 2 = —y 2 

16 y 


Sustituyendo en la tercera ecuacion x 2 por este valor se tiene 


1/ 9 


9V16 


nh^y 2 +^y 2 =i O y 2 = 8. 


16 


Asf, y = +272. Como se requiere quey > 0, se elige el valor positivo y se halla que 


9 

2 2 
x = 16 • y ’ 2 

9 9 

- + 6 ® -1 


X = 


72 ' 


Por tanto, el valor maximo de / es 

f(j, = 4xy = 4(A_)(2 72) = 24. 


72 . 


N otese que el expresar la restriccion como 


s( x ’ y) = | +1 = 1 


g(x, y) = ^ ^ - 1 = 0 


no afecta la solucion, la constante se elimina cuando se calcula Vg. 
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EJEMPLO 2 Una aplicacion a la economla 

La funcion de produccion de Cobb-Douglas (ver ejemplo 5, seccion 13.1) para un fa¬ 
bricate de software esta dada por 

f(x,y) = 10Qv 3/4 v 1/4 Funcion objetivo. 

dondex representa las unidades de trabajo (a $150 por unidad) y y representa las unidades 
de capital (a $250 por unidad). El costo total de trabajo y capital esta limitado a $50 000. 
Hallarel nivel maximo de produccion deestefabricante. 


PARA MAYOR INFORMACION 

Para mas informacion sobre la uti- 
Iizacion de los multiplicadores de 
Lagrange en economia, ver el articulo 
"Lagrange M ultiplier Problems in 
Economics" dejohnV. Baxley yJohn 
C. M oorhouse en The American 
Mathematical Monthly. 


Solution De la funcion dada, setiene 
V/(x, y) = 75x _1 ’ /4 y :V4 i + 25v' 3/4 y _3,4 j. 

El limite para el costo de trabajo y capital se refleja en la restriccion o ligadura 
g(x, y) = 15Ck + 250y = 50000. Restriccion. 

A si, AVg(x,y) = 150Ai + 250Aj. Esto da lugar al sistema de ecuaciones siguiente. 


75iX -V4yV4 = 150A 


fjx, y) = A g x (x,y). 


= 250A f y (x,y) = A gy (x,y). 

150c + 250y = 50000 Restriccion. 


Resolviendo para A en la primera ecuacion 


lbx-^yW _ X“V 4 yV4 

150 “ 2 


y despejando A de la segunda ecuacion, se obtiene 

/ -1/4 1/4 \ 

25v 3/4 y “ 3/4 = 250( y j 

25x = 125y. M ultiplicar por x V4 >’ 3 ' 4 . 

Asf, x = 5y. Sustituyendo en la tercera ecuacion, se tiene 

150(5y) + 250y = 50 000 
1 OOOy = 50 000 

y = 50 unidades de capital 
x = 250 unidades de trabajo. 

Por tanto, el nivel maximo de produccion es 

/(250, 50) = 100(250) 3/4 (50) V4 

~ 16 719 unidades del producto. 


Los economistas llaman al multiplicador de Lagrangeobtenido en unafuncion de pro¬ 
duccion productividad marginal del capital. Por ejemplo, en el ejemplo 2 la productivi- 
dad marginal de capital en x = 250 y y = 50 es 


A = x-vy 4 (250)-v 4 (50)v 4 . Q334 


lo cual significa que por cada dolar adicional gastado en la produccion, puede producirse 
0.334 unidades adicionales del producto. 
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CAPITULO 13 Funciones de varias variables 


EJEMPLO 3 Multiplicadores de Lagrange y tres variables 

Hallar el valor minimo de 

f(x,y,z) = 2x 2 + y 2 + 3 z 2 Funcion objetivo. 

sujeto a la restriccion o Iigadura 2x - 3y - 4z = 49. 


Solucion Sea g(x,y,z ) = 2x - 3y - 4z = 49. Entonces, como 

Vf(x, y,z) = 4ri + 2yj + &k y AVg(x,;y, z) = 2Ai - 3Aj - 4Ak 
se obtiene el si sterna de ecuaciones siguiente. 


4x = 2A 

f&.y.z) = 

2y = -3A 

f y (x, y, z) = 

6z = —4\ 

f z {x,y,z) = 

4 z = 49 

Restriccion. 


\g x (x, y, z). 
A g y (x, y, z). 
A g z (x, y, z). 


La solucion deeste si sterna esx = 3 ,y = -9y z = -4. Por tanto, el valor optimo de/es 


Elipsoide: 

2x 2 +y 2 + 3z 2 = 147 


/( 3, -9, -4) = 2(3) 2 + (-9) 2 + 3(-4) 2 

= 147. 


Z 



Figura 13.80 


De la funcion original y de la restriccion, resulta claro que/(x,y,z) no tiene maximo. Por 
tanto, el valor optimo de / determinado arriba es un minimo. 

AI principio de esta seed on se dio una interpretacion grafica del problema de opti- 
mizacion con restricciones para dos variables. Con tres variables, la interpretacion es simi¬ 
lar, solo que se usan superficies de nivel en lugar decurvas de nivel. A si, en el ejemplo 3, 
las superficies de nivel de / son elipsoides centradas en el origen, y la restriccion 

2x — 3>y — 4e = 49 

es un piano. El valor minimo de / esta representado por la elipsoide tangente al piano de 
la restriccion, como se muestra en la figura 13.80. 


EJEMPLO 4 Optimizacion en el interior de una region 


Hallar I os valores extremos de 


f(x,y ) = x 2 + 2y 2 — 2x + 3 Funcion objetivo. 


Z 



sujeto a la restriccion x 2 + y 2 < 10. 

Solucion Para resolver este problema, se puede dividir la restriccion en dos casos. 

a) Para los puntos en el circulo x 2 + y 2 = 10, se pueden usar los multiplicadores de 
Lagrange para hallar que el valor maximo de f(x,y ) es 24; este valor se presenta en 
(-1,3) y en (-1, -3). De manera similar, se puede determinar que^el valor minimo 
6ef{x,y) es aproximadamente 6.675; este valor se presenta en (VlO, 0). 

b) Para los puntos interiores al circulo, se pueden usar las tecnicas analizadas en la sec- 
cion 13.8 para conduir que la funcion tiene un minimo relativo de 2 en el punto (1, 0). 

Combinando estos dos resultados, se puede conduir que / tiene un maximo de 24 en 
(— 1, d= 3) y un minimo de 2 en (1, 0), como se muestra en la figura 13.81. 


Figura 13.81 
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El metodo de multiplicadores de Lagrange 
con dos restricciones 

En problemas de optimizacion que involucran dos funciones de restriccion g y h, se puede 
introducir un segundo multiplicador de Lagrange, /x (letra minuscula mu del alfabeto 
griego), y resolver la ecuacion 

V/ = A Vg + ixVh 

donde los vectores gradiente no son paralelos, como se ilustra en el ejemplo 5. 

EJEMPLO 5 Optimizacion con dos restricciones 

Sea T{x,y,z) = 20 + 2x + 2y + z 2 la temperatura en cada punto en la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 11. Hallar las temperaturas extremas en la curva formada por la intersec- 
cion del piano x + y + z = 3 y la esfera. 

Solucion Las dos restricciones son 

g(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 = 11 y h(x, y,z)=x + y + z= 3. 

U sando 

VT(x,y,z ) = 2i + 2j + 2zk 
A Vg(x,y,z) = 2Axi + 2Ayj + 2Azk 


y 

lxVh(x,y,z) = /x i + yu-j + /xk. 


se obtiene el sistema 

de ecuaciones siguiente. 



2 = 

2Ax 

+ 


T x (x, y, z) = 

= A g x (x,y,z) 

+ nh x (x,y,z ). 

2 = 

2A y 

+ 

fi 

T y (x, y, Z ) = 

= A g y (x, y, z) 

+ ixh y (x,y,z )■ 

2 z = 

2A z 

+ 


T z (x, y, z) = 

= A g z (x, y, z) 

+ ixh z (x,y,z)- 

x 2 + y 2 + z 2 = 

11 



Restriccion 

1. 


x + y + z = 

3 



Restriccion 

2. 



<A'il|itliHiAil|illifc El si sterna de 
ecuaciones que se obtiene en el metodo 
de los multiplicadores de Lagrange no 
es, en general, un sistema lineal, y a 
menudo hallar la solucion requiere de 
ingenio. 


Restando la segunda ecuacion de la primera, se obtiene el sistema siguiente. 

A(x — y) = 0 
2z(l - A) — ju, = 0 
x 2 + y 2 + z 2 = 11 
x + y + z = 3 

De la primera ecuacion, seconcluye que A = Oox = y. Si A = 0, se puede demostrar que 
los puntos criticos son (3, -1,1) y (-1,3,1). (Tratar de hacer esto toma un poco de tra- 
bajo.) Si A # 0, entonces x = y y se puede mostrar que los puntos criticos se presentan 
donde x = y = (3 ± 2V3)/3 y z = (3 + 4V3)/3. Por ultimo, para encontrar las solu- 
ciones optimas, se deben comparar las temperaturas en los cuatro puntos criticos. 


T(3, - 1,1) = T(- 1, 3,1) = 25 


(3- 273 3 - 273 3 + 473\ 
\ 3 ' 3 ' 3 ) 

(3+ 273 3 + 273 3 - 473\ 
V 3 ' 3 ' 3 j 


91 

y « 30.33 
91 

y = 30.33 


A si, T = 25 es la temperatura minima y T = ^ es la temperatura maxima en la curva. 
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CAPITULO 13 Funciones de varias variables 


13.10 


Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 4, identificar la restriccion o ligadura y las 
curvas de nivel de la funcion objetivo mostradas en la figura. 
Utilizar la figura para aproximar el extremo indicado, suponien- 
do que x y y son positivos. Utilizar los multiplicadores de 
Lagrange para verificar el resultado. 


1. M aximizar z = xy 
Restriccion 
o ligadura: x + y = 10 



2 . M aximizar z = xy 
Restriccion 
o ligadura: 2x + y = 4 



3. M inimizar z = x 2 + y 2 
Restriccion o ligadura: 

X + y - 4= 0 

y 



-4 


4. M inimizar z = x 2 + y : 
Restriccion o ligadura: 

2x + Ay = 5 
y 



En los ejercicios 5 a 10, utilizar multiplicadores de Lagrange para 
hallar el extremo indicado, suponer que xy y son positivos. 

5. M inimizar f(x, y) = x 2 + y 2 
Restriccion: x + 2y - 5 = 0 

6. M aximizar f(x,y) = x 2 - y 2 
Restriccion: 2y - x 2 = 0 

7. M aximizar f(x,y) = 2x + 2xy + y 
Restriccion: 2x + y = 100 

8. M inimizar f{x,y) = 3x + y + 10 
Restriccion: x 2 y = 6 

9. M aximizar fix, y) = x 2 - y 2 
Restriccion: x + y - 2 = 0 

10 . M inimizar f(x,y) = Jx 2 + y 2 
Restriccion: 2x + Ay - 15 = 0 


En los ejercicios 11 a 14, utilizar los multiplicadores de La¬ 
grange para hallar los extremos indicados, suponiendo que x, y 
y z son positivos. 

11. M inimizar f(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 
Restriccion o ligadura: x + y + z- 9 = 0 

12. M aximizar f(x, y, z) = xyz 

Restriccion o ligadura: x + y + z- 3 = 0 


13. M inimizar f(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 
Restriccion: x + y + z = 1 

14. M inimizar f(x, y) = x 2 - lOx + y 2 - 14y + 28 
Restriccion: x + y = 10 

En los ejercicios 15 y 16, utilizar los multiplicadores de Lagran¬ 
ge para hallar todos los extremos de la funcion sujetos a la 
restriccion x 2 + y 2 < L 

15. f(x, y) = x 2 + 3xy + y 2 16. f(x, y) = 

En los ejercicios 17 y 18, utilizar los multiplicadores de La¬ 
grange para hallar los extremos de f indicados sujetos a dos 
restricciones. En cada caso, suponer que x, y y z son no nega- 
tivos. 

17. M aximizar f(x, y,z) = xyz 

Restriccion: x + y + z = 32, x - y + z = 0 

18. M inimizar /(jc f y f z) = x 2 + y 2 + z 2 
Restriccion: x + 2z = 6, x + y = 12 

En los ejercicios 19 a 28, usar los multiplicadores de Lagrange 
para encontrar la distancia minima desde la curva o superficie 
al punto indicado. [Sl/gerenc/a: En el ejercicio 19, minimizar 
f(x, = x 2 + y* sujeta a la restriccion x + y = 1. En el ejercicio 
25, usar la operacion raiz de una herramienta de graficacion.] 



Curva 

Punto 

19. 

Recta: x + y = 1 

( 0 , 0 ) 

20 . 

Recta: 2x + 3y = -1 

( 0 , 0 ) 

21 . 

Recta: x - y = 4 

( 0 , 2 ) 

22 . 

Recta: x + 4y = 3 

( 1 . 0 ) 

23. 

Parabola: y = x 2 

(0, 3) 

24. 

Parabola: y = x 2 

(-3, 0 ) 

fa 25. 

Parabola: y = x 2 + 1 

(i i) 

26. 

Circulo: (x - 4 ) 2 + y 2 = 

4 (0,10) 


Superficie 

Punto 

27. 

Plano: x + y + z = 1 

( 2 , 1 , 1 ) 

28. 

Cono: z = Vx 2 + y 2 

(4, 0, 0) 


En los ejercicios 29 y 30, hallar el punto mas alto de la curva de 
interseccion de las superficies. 

29. Cono: x 2 + y 2 - z 2 = 0, Plano: x + 2z = 4 

30. Esfera: x 2 + y 2 + z 2 = 36, Plano: 2x + y - z = 2 


Desarrollo de conceptos 


31. Explicar que se quiere decir con problemas de optimizacion 
con restricciones. 

32. Explicar el metodo de los multiplicadores de Lagrange para 
resolver problemas de optimizacion con restricciones. 
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En los ejercicios 33 a 42, usar los multiplicadores de Lagrange 
para resolver el ejercicio indicado en la seccion 13.9. 

33. Ejercicio 1 34. Ejercicio 2 

35. Ejercicio 5 36. Ejercicio 6 

37. Ejercicio 9 38. Ejercicio 10 

39. Ejercicio 11 40. Ejercicio 12 

41. Ejercicio 17 42. Ejercicio 18 


43. Volumen maximo Utilizar multiplicadores de Lagrange para de- 
terminar las dimensiones de la caja rectangular de volumen maxi¬ 
mo que puede ser inscrita (con los hordesparalelos a los ejes de 
coordenadas) en el elipsoide ( x * 2 /a 2 ) + (y 2 /b 2 ) + (z 2 /c 2 ) = 1. 


Para discusion 


44. Lasuma de las longitudes y el tamano (perimetro de una sec¬ 
cion transversal) de un paquete llevado por un servicio de 
entrega a domicilio no puede exceder 108 pulgadas. 

a) Determinar si los multiplicadores de Lagrange se pueden 
usar para encontrar las dimensiones del paquete rectangu¬ 
lar de mas grande volumen que puede ser enviado. 
Explicar el razonamiento. 

b ) Si se pueden usar los multiplicadores de Lagrange, encon¬ 
trar las dimensiones. Compararsu respuesta con laobteni- 
da en el ejercicio 38, seccion 13.9. 


45. Costo minimo U n contenedor de carga (en forma de un solido 
rectangular) debe tener un volumen de 480 pies cubicos. La 
parte inferior costara $5 por pie cuadrado para construir, y los 
lados y la parte superior costaran $3 por pie cuadrado para cons- 
truccion. Usar los multiplicadores de Lagrange para encontrar 
las dimensiones del contenedor de este tamano que tiene costo 
minimo. 

46. M edias geometrica y aritmetica 

a) Utilizar los multiplicadores de Lagrange para demostrar que 
el producto de tres numeros positivos x, y y z cuya suma tiene 
un valor constanteS, es maximo cuando los tres numeros son 
iguales. Utilizar este resultado para demostrar que 


49. Refraccion delaluz Cuando lasondasdeluz queviajan en un 
medio transparente atraviesan la superficie de un segundo medio 
transparente, tienden a "desviarse" para seguir la trayectoria de 
tiempo minimo. Esta tendencia se llama refraccion y esta descri- 
ta por la ley de refraccion de Snell, segun la cual 


sen 0! _ sen 0 2 
Vl V 2 


donde e 1 y 0 2 son las magnitudes delosangulos mostrados en la 
figura, y v x y v 2 son las velocidades de la luz en los dos medios. 
Utilizar los multiplicadores de Lagrange para deducir esta ley 
usando x + y = a. 



Figura para 49 Figura para 50 

50. Area yperimetro U n semicirculo esta sobre un rectangulo (ver 
la figura). Si el area es fija y el perimetro es un minimo, o si el 
perimetro esfijoy el area esun maximo, utilizar multiplicadores 
de Lagrange para verificar que la longitud del rectangulo es el 
dobledesu altura. 


Nivel de production En los ejercicios 51 y 52, hallar el maximo 
nivel de produccion P si el costo total de trabajo (a $72 por 
unidad) y capital (a $60 por unidad) esta restringido a $250 000, 
donde x es el numero de unidades de trabajo y y es el numero de 
unidades de capital. 

51. P(x,y) = 10(k a25 y a75 52. P(x,y) = 10Q* a4 y a6 


C OStD En los ejercicios 53 y 54, hallar el costo minimo para pro- 
ducir 50 000 unidades de un producto donde x es el numero de 
unidades de trabajo (a $72 por unidad) y y es el numero de uni¬ 
dades de capital (a $60 por unidad). 

53. P{x,y) = HXk 0-25 y a75 54. P{x,y) = 10(k a6 y a4 


3/xyz < 


x + y + z 

3 


b) Generalizar el resultado del inciso a) para demostrar que el 
producto x ± x 2 x 3 ■ ■ ■ x n es maxi mo cuando x 1 = x 2 = x 3 = 

n 

■ ■ ■ = x n , = S, y todo x. > 0. Despues, demostrar que 




2 a 3 




X-I + X 7 + Xo + 


+ 


Esto demuestra que la media geometrica nunca es mayor 
que la media aritmetica. 

47. Superficie minima Utilizar multiplicadores de Lagrange para 
encontrar las dimensiones de un cilindro circular recto con vo¬ 
lumen de V 0 unidades cubicas y superficie minima. 

48. Distribution de temperatura Sea T (x, y, z) = 100 + x 2 + y 2 
la temperatura en cada punto sobre la esfera x 2 + y 2 + z 2 
= 50. Hallar la temperatura maxima en la curva formada por la 
interseccion de la esfera y el piano x - z = 0. 


55. Investigation Considerar la funcion objetivo g(a, p, y) = 
cos a cos /3 cos y sujeta a la restriccion o ligadura de que a, (3 
y y sean los angulos de un triangulo. 

a) Utilizar los multiplicadores de Lagrange para maximizar g. 

b) Utilizar la restriccion o ligadura para reducir la funcion g a 
una funcion de dos variables independientes. Utilizar un sis- 
tema algebraico por computadora para representar grafica- 
mente la superficiedefinida porg. Identificar en la grafica los 
valores maximos. 


Preparacion del examen Putman 


56. Una boya esta hecha detres piezas, a saber, un cilindro y dos 
conos iguales, la altura de cada uno de los conos es igual a 
la altura del cilindro. Para una superficie dada, icon que 
forma se tendra el volumen maximo? 

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 

© The M athematical Association of America. Todos los derechos reservados. 
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CAPITULO 13 Funciones de varias variables 



Ejercicios de repaso 


En los ejercicios 1 y 2, trazar la grafica de la superficie de nivel 
f(x, y, z) = c en el valor dado de C. 

1 . fix, y, z) = x 2 - y + z 2 , c = 2 

2 . /(x, y, z) = 4x 2 — y 2 + 4z 2 , c = 0 

3. Conjetura Considerar la funcion/U, y) =x 2 +y 2 . 

а ) Trazar la grafica de la superficie dada por/ 

б ) Conjeturar la relacion entre las graficas de/y g(x, y) = 
f[x, y) + 2. Explicar el razonamiento. 

c) Conjeturar la relacion entre las graficas de/y g[x, y) = 
f[x, y - 2). Explicar el razonamiento. 

d) Sobre la superficie en el inciso a), trazar las graficas de 
z =/(l, y) y z =f[x, 1). 

4. Conjetura Considerar la funcion 

f(?c,y) = 71 - x 2 - y 2 . 

a) Trazar la grafica de la superficie dada por/ 

b) Conjeturar la relacion entre las graficas de/y g(x,y) =/(x + 2,y). 
Explicar el razonamiento. 

c) Conjeturar la relacion entre las graficas de/y g[x, y) = 4 - 
j\x, y). Explicar el razonamiento. 

d) Sobre la superficie en el inciso a), trazar las graficas de z = 
A 0, y) y z =Ax, 0). 

En los ejercicios 5 a 8, utilizar un sistema algebraico por compu- 
tadora y representar graficamente algunas de las curvas de nivel 
de la funcion. 

5. f(x, y) = e x2+y 2 6. /(x, y) = \r\xy 

7./(x,y)=x 2 -y 2 8. f(x, y) = ^ 


4$$% En los ejercicios 9 y 10, utilizar un sistema algebraico por compu- 
tadora y representar graficamente la funcion. 

9. /(x, y) = e~^ 2+y2 ^ 10. g(x, 7 = b| 1 + l x l 


En los ejercicios 11 a 14, hallar el limite y analizar la continuidad 
de la funcion (si existe). 


11. 

Iim 

xy 

12. 

Iim 


(x, y)-»(l, 1 ) x 

2 + y 2 


(x, y)-»(l. 

13. 

Iim 37 

+ X6~ y2 

14. 

Iim 


(*.>)-»( 0 , 0 ) 

1 + X 2 


o' 

T 

3 


xy 


v-2 _ 


x 2 y 


En los ejercicios 15 a 24, hallar todas las primeras derivadas par- 
ciales. 


15. f(x, y) = e x COS y 
17. z = e~y + e~ x 


16 . f(x, y) 


xy 

x + y 


18. z = ln(x 2 + y 2 + 1) 


19. g(x, y) = 2 2 20 - w = Vjc 2 - y 1 ~ z 2 

x L + y 

21 . f{x, y,z) = z arctan ^ 


22. f{x, y, z ) 

23. u(x, t ) = 


= _ 1 _ 

71 + x 2 + y 2 + z 2 

ce~ n2t sen nx 24. u(x, t) = c sen (akx) COS kt 


25. Para pensar Dibujar una grafica de una funcion z = f(x,y ) 
cuyas derivadas f x y f y sean siempre negativas. 

26. Hallar las pendientes de la superficie z = x 2 ln(y + 1) en las 
direccionesxy y en el punto ( 2 , 0 , 0 ). 


En los ejercicios 27 a 30, hallar todas las segundas derivadas par- 
ciales y verificar que las segundas derivadas parciales mixtas son 
iguales. 

27. /(x, y) = 3x 2 — xy + 2y 3 28. h(x, y) = —^— 

29. h(x, y) = x seny + y COS x 30. g(x, y) = C0S(x — 2y) 


E cuacion de L aplace En los ejercicios 31 a 34, mostrar que la 
funcion satisface la ecuacion de Laplace 


d 2 z d 2 z 
dx 2 + dy 2 - 

31. z = x 2 — y 2 32. z = x 3 - 3xy 2 

33. z — — 5 -^—y 34. z = e y senx 

x l + y^ 

En los ejercicios 35 y 36, hallar la diferencial total. 


35. z = x sen xy 


36. 


= *;y 

vTT7 


37. Analisis de errores AI medir los lados de un triangulo rectan- 
gulo se obtienen los valores de 5 y 12 centimetros, con un posi- 
bleerrorde^centimetro.Aproximar el error maximo posibleal 
calcular la longitud de la hipotenusa. Aproximar el error por- 
centual maximo. 

38. Analisis de errores Para determinar la altura de una torre, el 
angulo deelevacion a la parte superiorde la torre semidio desde 
un punto a 100 pies =t \ pie de la base. La medida del angulo da 
33°, con un posible error de 1°. Suponer que el suelo es hori¬ 
zontal, para aproximar el error maximo al determinar la altura 
de la torre. 

39. Volumen Se mide un cono circular recto. Su radio y su altura 
son 2 y 5 pulgadas, respectivamente. El posible error de 
medicion es jj de pulgada. A proximar el error maximo posible en 
el calculo del volumen. 

40. Superficie lateral A proximar el error en el calculo de la super¬ 
ficie lateral del con o del eje rcicio 39. (La superficie lateral esta 
dada por A = nr Jr 2 + h 2 ) 
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En los ejercicios 41 a 44, hallar las derivadas indicadas a) uti- 
lizando la regia de la cadena apropiada y b ) por sustitucion antes 
de derivar. 


En los ejercicios 61 y 62, hallar las ecuaciones simetricas de la 
recta tangente a la curva de interseccion de las superficies en el 
punto dado. 


41. w = ln(x 2 + y), 
x = It, y = 4 — 


dw 

dt 

t 


42. u=y 2 


x, 


du 

dt 


x = COS t, 


43. w = —, 


y = sent 

dw dw 
dr' dt 


Superficies Punto 

61. z — 9 — y 2 , y = x (2, 2, 5) 

62. z - x 2 - y 2 , z = 3 (2, 1, 3) 

63. Hallar el angulo de inclinacion 6 del piano tangente a la super¬ 
ficies 2 + y 2 + z 2 = 14 en el punto (2,1, 3). 

64. Aproximacion Considerar las aproximaciones siguientes a 
una funcion f(x, y) centrada en (0, 0). 


x = 2 r + t, y = rt, z = 2r — t 


44. u = x 2 + y 2 + z 2 , 


du du 
dr' dt 


x = rCOSt, y — rsent, z = t 


En los ejercicios 45 y 46, derivar implicitamente para encontrar 
las primeras derivadas parciales de z. 

45. x 2 + xy + y 2 + yz + z 2 = 0 46. xz 2 — y sen z — 0 


En los ejercicios 47 a 50, hallar la derivada direccional de la fun¬ 
cion en P en la direccion de v. 

47. f{x, y) = x 2 y, (-5, 5), v = 3i - 4j 

48. fix, y) = ly 2 - x 2 , (1, 4), v = 2i + j 

49. w = y 2 + xz, (1, 2, 2), v = 2i — j + 2k 

50. w = 5s 2 + 2xy — 3 y 2 z, (1, 0, 1), v = i + j — k 


Aproximacion lineal 

Pi(x. y ) = M 0) + f x (0, 0)x + f y ( 0, 0)y 

Aproximacion cuadratica 

P 2 (x, y) = m 0) + f x { 0, 0)s + f y ( 0, % + 

°)* 2 + fxy^' °)^y + \fyy(Q, 0 )y 2 

[Observar que la aproximacion lineal es el piano tangente a la 

superficie en (0, 0,/(0, 0)).] 

a) Hallar la aproximacion lineal d ef(x,y) = cos x + seny cen¬ 
trada en (0, 0). 

b) Hallar la aproximacion cuadratica d ef(x,y) = cosx + seny 
centrada en (0, 0). 

c) Si y = 0 en la aproximacion cuadratica, ipara quefuncion se 
obtieneel polinomio de Taylor de segundo grado? 

d) Completar la tabla. 


En los ejercicios 51 a 54, hallar el gradiente de la funcion y el 
valor maximo de la derivada direccional en el punto dado. 

51. z = x 2 y, (2, 1) 52. z = e~ x COS y, |o, 

53 - 2 = TT-2- (1 ' 1} 54< Z = (2 ' 1} 

s z + y z s — y 

En los ejercicios 55 y 56, a) encontrar el gradiente de la funcion 
en P, b) encontrar un vector normal a la curva de nivel f(x, y) = C en 
P, C) encontrar la recta tangente a la curva de nivel f(x, y) = C 
en P, y cf) trazar la curva de nivel, el vector unitario normal y la 
recta tangente en el piano xy. 

55. f(x, y) = 9x 2 — 4y 2 56. f(x, y) = 4 y sen x — y 

c = 65, PCi, 2) c = 3, pfj, lj 

En los ejercicios 57 a 60, hallar una ecuacion del piano tangente 
y las ecuaciones parametricas de la recta normal a la superficie 
en el punto dado. 


Superficie 

Punto 

57. fix,y) =x 2 y 

(2, 1, 4) 

58. fix, >■) = V25 - y 2 

(2, 3, 4) 

59. z = — 9 + 4x — 6y — x 2 — y 2 

(2,-3, 4) 

60. z=V9 — x 2 — y 2 

(1. 2, 2) 


X 

y 

f(x,y) 

Pi(x,y) 

p 2 (x, y) 

0 

0 




0 

0.1 




0.2 

0.1 




0.5 

0.3 




1 

0.5 





e) Utilizar un sistema algebraico por computadora para repre- 
sentar graficamente las superficies z = f(x, y), z = Pi(x, y) y 
z = P 2 (x, y). iComo varia la exactitud de las aproximaciones 
a medida que aumenta la distancia para (0, 0)? 

I n los ejercicios 65 a 68, localizar los extremos relativos de la 

funcion. Utilizar un sistema algebraico por computadora y re- 

presentar graficamente la funcion y confirmar los resultados. 

65. f(x, y) = 2x 2 + 6xy + 9y 2 + 8x + 14 

66. /(x, y) = x 2 + 3xy + y 2 - 5x 

67. f(x, y) = xy + — + — 

7 J x y 

68. z = 50(x + y) — (O.lx 3 + 20x + 150) — 

(0.05y 3 + 20.6y + 125) 
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CAPITULO 13 Funciones de varias variables 


Redaction En los ejercicios 69 y 70, redactar un parrafo breve 
sobre la superficie cuyas curvas de nivel (los valores de C espacia- 
dos uniformemente) se muestran. Hacer un comentario acerca de 
los posibles extremos, puntos silla, la magnitud del gradiente, 
etcetera. 



71. Ganancia o beneficio maximo Una corporacion fabrica, en 
doslugares, camaras digitales. Las funciones decosto para pro- 
ducir x l unidades en el lugar 1 y x 2 unidades en el lugar 2 son 

C 1 = 0.05x 2 + 15x : + 5 400 
C 2 = 0.03* 2 2 + 15x 2 + 6 100 

y la funcion del ingreso total es 

R = [225 — 0.4^ + x 2 )](x x + x 2 ). 

Hallar los niveles de produccion en los dos lugares que maxi- 
mizan el beneficio P(x v x 2 ) = R - C x - C 2 . 

72. Costo mmimo Un fabricante recibe una orden para 1 000 
unidades de bancos de madera que pueden producirse en dos 
lugares. Sean x l y x 2 los numeros de unidades producidos en 
cada uno de los dos lugares. La funcion del costo es 

C = 0.25x 2 + IOjc-l + 0.15x 2 + 12x 2 . 


76. Modelo matematico Los datos en la tabla muestran el ren- 
dimiento y (en miligramos) en una reaccion quimica despues de 
t minutos. 


Minutos, t 

1 

2 

3 

4 

Rendimiento, y 

1.2 

7.1 

9.9 

13.1 


Minutos, t 

5 

6 

7 

8 

Rendimiento, y 

15.5 

16.0 

17.9 

18.0 


a) Utilizar el programa de regresion de una herramienta de 
graficacion para hallar la recta de regresion de minimos 
cuadrados para los datos. Despues utilizar la herramienta de 
graficacion para representar los datos y el modelo. 

b) Utilizar una herramienta de graficacion para trazar los pun¬ 
tos (lnt,y). iParecen seguir estos puntos un modelo lineal 
con mas exactitud que los datos dados en el inciso a)l 

c) Utilizar el programa de regresion de una herramienta de grafi¬ 
cacion para hallar la recta de regresion de minimos cuadrados 
para los puntos (In t,y) y obtener el modelo logaritmico 
y = a + b I n t. 

d) Utilizar una herramienta de graficacion para representar los 
datos y los modelos lineal y logaritmico. iQue modelo es 
mejor? Explicar. 

En los ejercicios 77 y 78, utilizar multiplicadores de Lagrange 

para localizar y clasificar todos los extremos de la funcion. 

77. w = xy + yz + xz 

Restriccion: * + y + z = 1 

78. z = x 2 y 

Restriccion: * + 2y = 2 


Hallar la cantidad que debe producirse en cada lugar para satis- 
facer la orden y minimizar el costo. 

73. Nivel de production La funcion de produccion de un fabri¬ 
cante de dulces es 

f(x, y) = 4* + xy + 2 y 

dondexesel numerode unidades de trabajo y yes el numero de 
unidades de capital. Suponer que la cantidad total disponible 
para trabajo y capital es $2 000, y que las unidades de trabajo y 
capital cuestan $20 y $4, respectivamente. Hallar el nivel de pro¬ 
duccion maximo de este fabricante. 

74. Hallar la distancia minima del punto (2, 2, 0) a la superficie 
z = x 2 + y 2 . 

75. Modelomatematico Latabla muestra la fuerza de friccion y en 
kilogramos de un vehiculo de motor a las velocidades x, en 
kilometros por hora, indicadas. 


Velocidad, x 

25 

50 

75 

100 

125 

Fuerza de friccion, y 

24 

34 

50 

71 

98 


a) Utilizar el programa de regresion de una herramienta de 
graficacion para hallar un modelo cuadratico de regresion 
por minimos cuadrados para los datos. 


b) Utilizar el modelo para estimar la fuerza total defriccion cuan- 
do el vehiculo esta en movimiento a 80 kilometros por hora. 


79. Costo mmimo Seva a construir un conducto para agua que va 
del punto P al punto S y que debe atravesar por regiones donde 
los costos de construccion difieren (ver la figura). El costo por 
kilometro en dolares es 3£ de P a Q, 2k de Q a R y k de R a S. 
Para simplificar, sea k = 1. Utilizar multiplicadores de Lagrange 
para localizar x, y y z tales que el costo total C se minimice. 


p 



80. Investigation Considerar la funcion objetivo J(x, y) = ax + 
by sujeta a la restriccion x 2 /64 + y 2 /36 = 1. Suponer quexy y 
son positivas. 

a) Utilizar un sistema algebraico por computadoray representar 
graficamente la restriccion o ligadura. Si a = 4 y b = 3, uti¬ 
lizar el sistema algebraico por computadora y representar 
graficamente las curvas de nivel de la funcion objetivo. 
M ediante ensayo y error, hallar la curva de nivel que parece 
ser tangente a la elipse. Utilizar el resultado para aproximar 
el maximo de/sujeto a la restriccion o ligadura. 

b) Repetir el inciso a) con a = 4 y b = 9. 
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Solucion de problemas 


1. La formula de Heron establece que el area de un triangulo con 
lados de longitudes a, by c esta dada por 

A = ^/s(s — a)(s — b)(s — c ) 

donde 5 = a + b + c , como se muestra en la figura. 



c 


a) Utilizar la formula de Heron para calcular el area del triangu¬ 
lo con vertices (0, 0), (3, 4) y ( 6 , 0). 

b) Mostrar que, de todos los triangulos que tienen un mismo 
perimetro, el triangulo con el area mayor es un triangulo equi- 
latero. 

c) Mostrar que, de todos los triangulos que tienen una misma 
area, el triangulo con el perimetro menor es un triangulo equi- 
latero. 

2. Un tanque industrial tiene forma cilindrica con extremos he- 
misfericos, como se muestra en la figura. El deposito debe al- 
macenar 1 000 litros defluido. Determinar el radio r y longitud h 
que minimizan la cantidad de material utilizado para la 
construccion del tanque. 



3. Sea P(x 0 , y 0 , z 0 ) un punto en el primer octante en la superficie 

xyz = 1. 

a) Hallar la ecuacion del piano tangente a la superficie en el 
punto P. 

b) Mostrar que el volumen del tetraedro formado en los tres 
pianos de coordenadas y el piano tangente es constante, inde- 
pendiente del punto de tangencia (ver la figura). 

z 

3 

P 

3 

x 

4. Utilizar un sistema algebraico por computadora y representar las 
funciones fix) = ^x 3 4 - 1 y g(x) = x en la misma pantalla. 

a) Mostrar que 

lim [f( x ) - g(x)] = 0 y lim [/(x) - g(x)] = 0. 

x —>00 x —> 

b) Hallar el punto en la grafica de/que esta mas alejado de la 
grafica de g. 


5. a) Sean f[x, y) =x- yy g(x, y) — x 2 + y 2 =4. G raficar varias cur- 

vas de nivel de/y la restriccion g en el piano xy. Usar la gra¬ 
fica para determinar el valor mayor de/sujeto a la restriccion 
g = 4. Despues, verificar su resultado mediante los multipli- 
cadores de Lagrange. 

b) Sean f[x, y) =x- y y g(x, y) — x 2 +y 2 =0. Encontrar los valo- 
res maximos y minimos de/sujetos a la restriccion g = 0 . 
I Funcionara el metodo de los multi pi icadores de Lagrange en 
estecaso? Explicar. 

6 . U n cuarto caliente de almacenamiento tiene la forma de una caja 
rectangular y un volumen de 1 000 pies cubicos, como se mues¬ 
tra en la figura. Como el aire caliente sube, la perdida de calor 
por unidad de area a traves del techo es cinco veces mayor que 
la perdida de calor a traves del suelo. La perdida de calor a 
traves de las cuatro paredes es tres veces mayor que la perdi¬ 
da de calor a traves del suelo. Determinar las dimensiones del 
cuarto que minimizan la perdida de calor y que por consi- 
guiente minimizan los costos de calefaccion. 

y= X3 / Z = 1000 


z 


7. Repetir el ejercicio 6 suponiendo que la perdida de calor a traves 
de las paredes y del techo sigue siendo la misma, pero el suelo 
se aisla de manera que no hay ninguna perdida de calor a traves 
del mismo. 

8 . Considerar una placa circular de radio 1 dada por x 2 + y 2 < 1, 
como se muestra en la figura. La temperatura sobre cualquier 
punto p(x, y) de la placa es r(x, y) = 2 x 2 + y 2 - y + 10 . 

y 

> 2 <l 




a) Dibujar las isotermas r(x, y) = 10. 

b) Hallar el punto mas caliente y el punto mas frio de la placa. 

9. Considerar la funcion de produccion de Cobb-Douglas 

f(x,y) = Cx a y 1 ~ a , 0 < a < 1. 

a) M ostrar que / satisface la ecuacion x^f + y^f = f. 

M J dx J dy J 

b) M ostrar que f(tx, ty) = tf(x, y). 

^ n , -'iii d 2 u , d 2 u , d 2 u A 

10. Expresar la ecuacion de Laplace —■= + —> + — 7 = 0 en coor- 

K K ax 2 dy 2 dz 2 

denadas cilfndricas. 
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CAPITULO 13 Funciones de varias variables 


11. Un proyectil es lanzado a un angulo de 45° respecto a la hori¬ 
zontal y con una velocidad inicial de 64 pies por segundo. Una 
camara de television se localiza en el piano de la trayectoria del 
proyectil, 50 pies detras del sitio del lanzamiento (ver la figura). 


2 



a) Hallar las ecuaciones parametricas de la trayectoria del 
proyectil en terminos del parametro t que representa tiempo. 

b ) Expresar el angulo a que la camara forma con la horizontal 
en terminos de* y y y en terminos de t. 

c ) Utilizar los resultados del inciso b ) para calcular da/dt. 

PM d) Utilizar una herramientadegraficacion para representar a en 
terminos de?. ^Es simetrica la grafica respecto al ejedel arco 
parabolico del proyectil? <;En que momenta es mayor la 
razon de cambio de al 

e) <;En que momenta es maximo el angulo al iOcurre esto 
cuando el proyectil esta a su mayor altura? 

12. Considerar la distancia d entre el sitio del lanzamiento y el 

proyectil del ejercicio 11. 

a) Expresar la distancia d en terminos de* y y y en terminos del 
parametro t. 

b) Utilizar los resultados del inciso a ) para hallar la razon de 
cambio de d. 

c ) Hallar la razon de cambio de la distancia cuando t = 2. 

d) Durante el vuelo del proyectil,«;cuando es minima la razon o 
cambio de dl iOcurre esto en el momenta en el que el 
proyectil alcanza su altura maxima? 

%HS3 13. Considerar la funcion 

f(x, y) = ( ax 2 + (3y 2 )e~( x2+y2 \ 0 < |a| < /3. 

a) Utilizar un sistema algebraico por computadoray representar 
graficamente la funcion empleando a = ly (3 = 2, e identi- 
ficar todos los extremos o puntos silla. 

b) Utilizar un sistema algebraico por computadora y representar 
graficamente la funcion empleando a = -ly (3 = 2, e iden- 
tificar todos los extremos o puntos silla. 

c) Generalizar los resultados de los incisos a) y b) para la fun¬ 
cion/. 

14. Demostrar que si /es una funcion diferenciable tal que 

V/(* 0; y 0 ) = 0 

entonces el piano tangente en (x 0 , y 0 ) es horizontal. 


15. La figura muestra un rectangulo que tiene aproximadamente 
/ = 6 centimetros de largo y h = 1 centimetro de altura. 

-/ = 6 cm- *h 

t 

h -1 cm 

I_I i 

a ) Dibujar una franja rectangular a lo largo de la region rectan¬ 
gular que muestre un pequeno incremento en la longitud. 

b) Dibuje una franja rectangular a lo largo de la region rectan¬ 
gular que muestre un pequeno incremento en la altura. 

c) Utilizar los resultados en los incisos a) y b) para identificar la 
medida que tiene mayor efecto en el area A del rectangulo. 

d) Verificar analiticamente la respuesta dada en el inciso c) com- 
parando los valores de dA cuando dl = 0.01 y cuando 
dh = 0.01. 

16. Considerar convertir un punto (5 ± 0.05,7t/18 ± 0.05)encoor- 
denadas polares a coordenadas rectangulares (x, y). 

a) Utilizar un argumento geometrico para determinar si laexac- 
titud en x depende mas de la exactitud en r o de la exactitud 
en e. Explicar. Verificar analiticamente la respuesta. 

b) Utilizar un argumento geometrico para determinar si la exac¬ 
titud en y depende mas de la exactitud en r o de la exactitud 
en 0. Explicar. Verificar analiticamente la respuesta. 

17. Sea / una funcion de una variable derivable. Mostrar que los 
pianos tangentes a la superficie z = yf(x/y) se cortan en un 
punto comun. 

18. Considerar la el ipse 



queencierrael circulox 2 + y 2 = 2x. Hallar los valores deay b 
que minimizan el area de la elipse. 

19. Mostrar que 

u(x, t) = ^[sen(x - t) +sen(x + ?)] 

es una solucion a la ecuacion de ondas unidimensional 

d 2 u _ d 2 u 
~df ~~dx 2 ' 

20. Mostrar que 

u(x, t) = ^[f(x - ct ) + f(x + ct)] 

es una solucion a la ecuacion de ondas unidimensional 

d 2 u _ 2 d 2 u 
dt 2 C dx 2 ' 

(Esta ecuacion describe la vibracion transversal pequena de una 
cuerda elastica como las de ciertos instrumentos musicales.) 









Integracion multiple 


En este capitulo se introduce el concepto 

de integrales dobles sobre regiones en el 

piano e integrales triples sobre regiones 

en el espacio. 

En este capitulo, se aprendera: 

■ Como evaluar una integral iterada y 
encontrar el area de una region plana. 

(14.1) 

■ Como usar una integral doble para 
encontrar el volumen de una region 
solida. (14.2) 

■ Como escribir y evaluar integrales 
dobles en coordenadas polares. (14.3) 

■ Como encontrar la masa de una lamina 
plana, el centro de masa de una 
lamina plana y los momentos de 
inercia usando integrales dobles. (14.4) 

■ Como usar una integral doble para 
encontrar el area de una superficie. 

(14.5) 

■ Como usar una integral triple para 
encontrar el volumen, centro de masa 
y momentos de inercia de una region 
solida. (14.6) 






t ' s - 











Como escribir y evaluar integrales 
triples en coordenadas cilmdricas y 
esfericas. (14.7) 

Como usar un jacobiano para cambiar 
variables en una integral doble. (14, 8) 


Langley Photography/Getty Images 

El centro de presion de una vela es ese punto en el cual la fuerza total 
aerodinamica puede considerarse que actua. Ya que la vela es representada por 
una region plana, ^como se pueden usar las integrales dobles para encontrar el 
centro de presion sobre una vela? (Ver seccion 14.4, seccion proyecto.) 


f* aa 


i 

Jr 

m . 4 M 

UP 

/ f A, 

$ /#*• 
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iUlr* 

* ted ft' 
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Se puede aproximar el volumen de una region solida encontrando la suma de los volumenes de prismas 
rectangulares representatives. Como aumenta el numero de prismas rectangulares, la aproximacion tiende a ser 
mas y mas exacta. En el capitulo 14 se aprendera a usar integrales multiples para encontrar el volumen de una 
region solida. 
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CAPfrULO 14 Integration multiple 



Integrates iteradas y area en el piano 


■ Evaluar una integral iterada. 

■ Utilizar una integral iterada para hallar el area de una region plana. 


Integrales iteradas 


■d»)M En los capftulos 14 y 15 se 
estudiaran varias aplicaciones de la 
integracion de funciones de varias 
variables. Este capitulo es muy similar 
al capitulo 7 ya que ilustra el uso de la 
integracion para hallar areas planas, 
volumenes, areas de superficies, 
momentos y centros de masa. ■ 


En el capitulo 13 se vio como derivar funciones de varias variables con respecto a una 
variable manteniendo constantes las demas variables. Empleando un procedimiento simi¬ 
lar se pueden integrar funciones de varias variables. Por ejemplo, dada la derivada parcial 

f x {x,y) = 2xy 

entonces, considerando y constante, se puede integrar con respecto a v para obtener 


fix, v) = j f x ix,y)dx 

Integrar con respecto a x. 

= J 2xy dx 

Mantener y constante. 

= yj 2x dx 

Sacar y como factor constante. 

= yix 2 ) + C(y) 

Una primitiva (o antiderivada) de 2x es x 2 . 

= x 2 y + C(y). 

C(y) es una funcion de y. 


La “constante” de integracion, C(y), es una funcion de y. En otras palabras, al integrar con 
respecto a x, se puede recobrar f(x, y) solo parcialmente. Como recobrar totalmente una 
funcion de x y y a partir de sus derivadas parciales es un tema que se estudiara en el capi¬ 
tulo 15. Por ahora, lo que interesa es extender las integrales definidas a funciones de varias 
variables. Por ejemplo, al considerar y constante, se puede aplicar el teorema fundamental 
del calculo para evaluar 



2 xy(dx)= x 2 y 


(2 y) 2 y - tt) 2 y = V - y. 

t_1 t 


x es la variable 
de integracion 
y y es fija. 


Sustituir x por 
los lrmites 
de integracion. 


El resultado 
es una funcion 
de y. 


De manera similar se puede integrar con respecto a y, manteniendo x fija. Ambos procedi- 
mientos se resumen como sigue. 


f 

Jh ]_( 

f 

Jgli 


f x (x, y) dx = f{x, y) 


f{x,y)dy = fix, y) 


h 2 (y) 




-fih 2 iy)>y) - f(hiiy),y ) Con respecto ax 


■.w 


gl(x) 


= fix, g 2 (x )) - fix, gxix)) Con respecto a y. 


Notese que la variable de integracion no puede aparecer en ninguno de los limites de inte¬ 
gracion. Por ejemplo, no tiene ningun sentido escribir 
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EJEMPLO I Integrar con respecto a y 

Evaluar f (ZcV 2 + 2y) dy. 

Solucion Se considera x constante y se integra con respecto a y, con lo que se obtiene 

-2c 2 


f 


(ZcV 2 + 2y) dy = 


y 

2x 2 


+ ? 


Integrar con respecto a y. 


+ X 2 ) - 1-^+1 


X ) \ 1 

= 3k 2 - 2x - 1 


En el ejemplo 1 notese que la integral define una funcion de x que puede ser integrada ella 
misma , como se muestra en el ejemplo siguiente. 


EJEMPLO 2 La integral de una integral 


Evaluar 


0 : 


(2x 2 y~ 2 + 2y) dy 


dx. 


Solucion Utilizando el resultado del ejemplo 1, se tiene 


I \l (2x2y ~ 2 


+ ?y) dy 


I 


dx = ( 3x 2 - 2x - 1) dx 


x 3 — x 2 — x 


Integrar con respecto a x. 


= 2 - (- 1 ) 

= 3. 



La region de integracion para 



Figura 14.1 


La integral del ejemplo 2 es una integral iterada. Los corchetes usados en el ejem¬ 
plo 2 normalmente no se escriben. Las integrates iteradas se escriben normalmente como 

n g 2 (x) rd rh 2 (y) 

fix, y) dy dx y fix, y) dx dy. 

_ r lW Jc J hi(y) 

Los limites interiores de integracion pueden ser variables con respecto a la variable exte¬ 
rior de integracion. Sin embargo, los limites exteriores de integracion deben ser cons- 
tantes con respecto a ambas variables de integracion. Despues de realizar la integracion 
interior, se obtiene una integral definida “ordinaria” y la segunda integracion produce un 
numero real. Los limites de integracion de una integral iterada definen dos intervalos para 
las variables. Asi, en el ejemplo 2, los limites exteriores indican que v esta en el intervalo 
1 < x < 2 y los limites interiores indican que y esta en el intervalo 1 < y < x. Juntos, estos 
dos intervalos determinan la region de integracion R de la integral iterada, como se mues¬ 
tra en la figura 14.1. 

Como una integral iterada es simplemente un tipo especial de integral definida, en el 
que el integrando es tambien una integral, se pueden utilizar las propiedades de las inte¬ 
grates definidas para evaluar integrates iteradas. 


















986 


CAPITULO 14 Integration multiple 


La region esta limitada 
o acotada por 
a<x<b y 


y 8 1 (x)<y<g 2 (x) 



Region verticalmente simple 

Figura 14.2 


Area de una region plana 

En el resto de esta section se vera desde una perspectiva nueva un viejo problema, el de 
hallar el area de una region plana. Considerese la region plana R acotada por a < x < b y 
^(x) < y < g 2 (x), como se muestra en la figura 14.2. El area de R esta dada por la inte¬ 
gral definida 

f b 

[g 2 ( x ) — gi(x)] dx. Area de R. 

Ja 


Usando el teorema fundamental del calculo, se puede reescribir el integrando 
g 2 (x) ~ gi(x) como una integral definida. Concretamente, si se considera x fija y se deja 
que y varie desde g x (x) hasta g 2 (x), se puede escribir 


J r g 2 (x) 
si(*) 


dy =y 


g 2 W 

g^x) 


= g-JX) - 8l(x)- 


Combinando estas dos integrates, se puede expresar el area de la region R mediante una 
integral iterada 


n g 2 (x) Cb 

dy dx = I 

Ja 

f 


g 2 (x) 

g^x) 


dx 


Area de R. 


= k 2 W ~ a'iW] dx. 


La region esta limitada 
o acotada por 
c<y<dy 
h x (y) <x< h 2 (y ) 



Region horizontalmente simple 

Figura 14.3 


Colocar un rectangulo representativo en la region R ayuda a determinar el orden y los 
limites de integration. Un rectangulo vertical implica el orden dy dx, donde los limites 
interiores corresponden a los limites o cotas superior e inferior del rectangulo, como se 
muestra en la figura 14.2. Este tipo de region se llama verticalmente simple, porque los 
limites exteriores de integration representan las rectas verticales x = ay x = b. 

De manera similar, un rectangulo horizontal implica el orden dx dy, donde los limites 
interiores estan determinados por los limites o cotas izquierda y derecha del rectangulo, 
como se muestra en la figura 14.3. Este tipo de region se llama horizontalmente simple, 
porque los limites exteriores representan las rectas horizontales y = c y y = d. Las inte¬ 
grates iteradas utilizadas en estos dos tipos de regiones simples se resumen como sigue. 


AREA DE UNA REGION EN EL PLANO 

1. Si R esta definida por a < x < b y g x (x) < y < g 2 ( x )> donde g ± y g 2 son continuas 
en [a, b], R esta dada por 

n g 2 (x) 

dy dx. Figura 14.2 (verticalmente simple). 

r l(x) 

2. Si R esta definida por c < y < 4 y < x < h 2 (y ), donde h-^ y h 2 son continuas 
en \c,d], entonces el area de R esta dada por 

n h 2 (y) 

dx dy. Figura 14.3 (horizontalmente simple). 

'i(y) 


■HUM Hay que observar que en estas dos integrates el orden de integration es diferente; el orden 
dy dx corresponde a una region verticalmente simple, y el orden dx dy corresponde a una region hori¬ 
zontalmente simple. ■ 
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Si los cuatro limites de integracion son constantes, la region de integracion es rectan¬ 
gular, como ocurre en el ejemplo 3. 


EJEMPLO 3 Area de una region rectangular 


d-c 


Region rectangular 


Figura 14.4 


b-a 


Utilizar una integral iterada para representar el area del rectangulo que se muestra en la 
figura 14.4. 

Solucion La region de la figura 14.4 es verticalmente simple y horizontalmente simple, 
por tanto se puede emplear cualquier orden de integracion. Eligiendo el orden dy dx , se 
obtiene lo siguiente. 


n d rb 

dy dx = I 

Ja 

-f 


dx 


= (d — c) dx 


Integrar con respecto a y. 


Integrar con respecto a x. 


(d — c)x 

_ a 

= (d — c)(b — a) 

Notese que esta respuesta es consistente con los conocimientos de la geometrfa. 


R: 5 <x< 



EJEMPLO 4 Hallar el area por medio de una integral iterada 

Utilizar una integral iterada para hallar el area de la region limitada o acotada por las gra- 
ficas de 


/(x) = senx 
g(x) = cos x 

entre x = ir/4 y x = 5 it/4. 


La curva seno constituye el limite o cota superior. 
La curva coseno constituye el limite o cota inferior. 


Solucion Como f y g se dan como funciones de x, es conveniente un rectangulo repre¬ 
sentative vertical, y se puede elegir dy dx como orden de integracion, como se muestra en 
la figura 14.5. Los limites exteriores de integracion son 7 t/ 4 < x < 57 t/ 4. Dado que el rec¬ 
tangulo esta limitado o acotado, superiormente por f{x) = sen v e inferiormente por 
g(x) = cos x, se tiene 

f* 57 t /4 rsenx 


AreadeT? = 


r5 77-/4 r s < 

J 77-/4 J CO 


"I 


dy dx 

77/4 J cos* 

5 77/4 -i sen x 

y dx 

77/4 J cos X 

T577/4 

(sen x — cos x) dx 

J 77/4 

577/4 

— cos x — sen x 


Integrar con respecto a y. 


TV IA 


Integrar con respecto a x. 


= 2J2. 


CH® La region de integracion en una integral iterada no necesariamente debe estar acotada por 
rectas. Por ejemplo, la region de integracion que se muestra en la figura 14.5 es verticalmente sim¬ 
ple aun cuando no tiene rectas verticales como fronteras izquierda y derecha. Lo que hace que la 
region sea verticalmente simple es que esta limitada o acotada superiormente e inferiormente por 
graficas d q Junciones de x. ■ 























988 


CAPITULO 14 Integration multiple 


Con frecuencia, uno de los ordenes de integration hace que un problema de integra¬ 
tion resulte mas sencillo de como resulta con el otro orden de integracion. Por ejemplo, 
hacer de nuevo el ejemplo 4 con el orden dx dy\ sorprendera ver que la tarea es formida¬ 
ble. Sin embargo, si se llega al resultado, se vera que la respuesta es la misma. En otras 
palabras, el orden de integracion afecta la complejidad de la integracion, pero no el valor 
de la integral. 


EJEMPLO 5 Comparacion de diferentes ordenes de integracion 



Dibujar la region cuya area esta representada por la integral 



Despues hallar otra integral iterada que utilice el orden dy dx para representar la misma area 
y mostrar que ambas integrates dan el mismo valor. 


Solution De acuerdo con los limites de integracion dados, se sabe que 

y 2, < x < 4 Limites interiores de integracion. 

lo cual significa que la region R esta limitada o acotada a la izquierda por la parabola 
x = y 2 y a la derecha por la recta x = 4. Ademas, como 



Figura 14.6 


0 < y < 2 


Limites exteriores de integracion. 


se sabe que R esta limitada o acotada inferiormente por el eje x, como se muestra en la 
figura 14.6a. El valor de esta integral es 


n 4 r 2 - 

dx dy = I x 

2 Jo 


dy 


f (4 ~y 2 )dy 

Jo 




16 

3' 


Integrar con respecto a x. 


Integrar con respecto a y. 


Para cambiar el orden de integracion a dy dx, se coloca un rectangulo vertical en la region, 
como se muestra en la figura 14.6 b. Con esto se puede ver que los limites o cotas cons- 
tantes 0 < x < 4 sirven como limites exteriores de integracion. Despejando y de la ecua- 
cion x = y 2 , se concluye que los limites interiores son 0 < y < -y/x. Por tanto, el area de 
la region tambien se puede representar por 



dy dx. 


Evaluando esta integral, se ve que tiene el mismo valor que la integral original. 


n Vx r 

dy dx = 

) Jo 

-f 


4 -| 

y 


dx 


'x dx 


2 

= -x 3 / 2 

3 


16 

3 


Integrar con respecto a y. 


0 


Integrar con respecto a x. 
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Algunas veces no es posible calcular el area de una region con una sola integral itera- 
da. En estos casos se divide la region en subregiones de manera que el area de cada subre¬ 
gion pueda calcularse por medio de una integral iterada. El area total es entonces la suma 
de las integrates iteradas. 

TECNOLOGIA Algunos paque- EJEMPLO 6 Un area representada por dos integrales iteradas 

tes de software pueden efectuar inte¬ 
gracion simbolica de integrates como Hallar el area de la region R que se encuentra bajo la parabola 

las del ejemplo 6. Tates programas se _ „ 2 

, . V — HX — X La parabola forma el limite o cota superior, 

pueden utilizar para evaluar las inte¬ 
grates de los ejercicios y ejemplos sobre el eje x, y sobre la recta 

dados en esta seccion. _ z> , c 

y — — OX Hr O. La recta y el eje x forman el limite o cota inferior. 

Solucion Para empezar se divide R en dos subregiones R x y R 2 como se muestra en la figu- 
ra 14.7. 



En ambas regiones es conveniente usar rectangulos verticales y se tiene 


Area* = 


n 4x-x 2 r 4 r* 

dy dx + I I 

-3x+6 J 2 J 0 


4 r4x-x 2 


dy dx 


■f 


(4x — x 2 + 3x — 6) dx + (4r — x 2 ) dx 


f 


lx 2 X 3 - 

T~ 3 " & 


~i2 


+ 


x 3 ! 4 

2x 2 -j 


= (14-|-12-^ + |+ 6) + (32-^-8 + ^ 


64 


35 

2 ' 


El area de la region es 15/2 unidades cuadradas. Tratar de comprobar el resulta- 
do usando el procedimiento para hallar el area entre dos curvas, que se presento en la sec¬ 
cion 7.1. 


■HUM En los ejemplos 3 a 6, hay 
que observar la ventaja de dibujar la 
region de integracion. Se recomienda 
desarrollar el habito de hacer dibujos 
como ayuda para determinar los limites 
de integracion de todas las integrates 
iteradas de este capitulo. ■ 


En este punto, uno se puede preguntar para que se necesitan las integrales iteradas. 
Despues de todo, ya se sabe usar la integracion convencional para hallar el area de una 
region en el piano. (Por ejemplo, comparar la solucion del ejemplo 4 de esta seccion con 
la del ejemplo 3 en la seccion 7.1.) La necesidad de las integrales iteradas sera mas clara 
en la seccion siguiente. En esta seccion se presta especial atencion a los procedimientos 
para determinar los limites de integracion de las integrales iteradas, y el conjunto de ejer¬ 
cicios siguiente esta disenado para adquirir practica en este procedimiento importante. 
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CAPITULO 14 Integration multiple 


14.1 


Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 10, evaluar la integral. 


■•I 


1. (x + 2y) dy 


f 

•/; 

L 

r 


X 

/4-x 2 


dx, y > 0 


x 2 y dy 


y\nx 


dx , y > 0 


•I 

1 


z 

x 

cos y 


dy 
y dx 


ye y ! x dy 


■l 

/ 

/; 


(x 2 + 3y 2 ) dy 


(x 2 + y 2 ) dx 


77-/2 

10. I sen 3 x cos y dx 


En los ejercicios 11 a 30, evaluar la integral iterada. 


11 . 


(x + y) dy dx 


o Jo 

•2 T4 


AI 


(x 2 — y 2 ) dy dx 


- n 

rn/2 n 

!5. 

Jo Jo 


-2 
2 T3 


(x 2 - 2y 2 ) dx dy 

77-/2 r l 


17 

18 

19 


o Jo 
■4 fvS 


■n 


y COS X dy dx 

(1 + cos x) dy dx 
2ye~ x dy dx 


14. 


16. 


LI 

J ^ln 4 Tin 

0 Jo 


(x + y 2 ) dx dy 


e x+y dy dx 


o Jo 
'5 C3y 


Vl ~ dy dx 20. f f V64 - x 3 dy dx 

J-4J0 


- £1 
n 


22 . 

23. 

25. 

27. 


3 + x 2 + — y 2 ) dx dy 


(10 + 2x 2 + 2 y 2 )dxdy 


1 


'2 f2y-y2 


Jo Jo 
r2 


(x + y) dx dy 24 

/4-y 2 2 


Jo Jo 

Ctt/ 2 r2 cos 


29 

30 


If 

J f '7r/2 Tsen 6 

0 Jo 


77-/4 rcos 6 


77-/4 r C 

o Jo 


e 

r dr dO 

Or dr dO 

3r 2 sen 6 dr dO 


dx dy 26 

28, 


•fl 

•n 


3y 2 — 6y 

3 r? /i 


3y dx dy 


x 2 + y 2 

7t/ 4 fV3 cos 6 


dx dy 


J " 77-/4 rv 3 

0 Jv3 


r dr dO 


En los ejercicios 31 a 34, evaluar la integral iterada impropia. 


31. 


33. 


iA 


y dy dx 


n oo 2 

X) 


— dx dy 
xy 


32. 


34. 


Jo Jo 

f oo Too 


rr7 4 ’ A 

xye _ (* 2+3;2) dx dy 


En los ejercicios 35 a 38, utilizar una integral iterada para ha- 
llar el area de la region. 


35. y 


8 

6 

4 

2 


(8,3) 


H-1-1-1—* 

2 4 6 8 


37. y 




En los ejercicios 39 a 46, utilizar una integral iterada para 
calcular el area de la region limitada o acotada por las graficas 
de las ecuaciones. 


39. Vx + v^y = 2, x = 0, y = 0 

40. y = x 3 / 2 , y = 2x 

41. 2x - 3y = 0, x + y = 5, y = 0 

42. xy = 9, y = x, y = 0, x = 9 
x 2 y 2 

43. ~2 + h = 1 
a z b z 

44. y = x, y = 2x, x = 2 

45. y = 4 — x 2 , y = x + 2 

46. x 2 + y 2 = 4, x = 0, y = 0 


En los ejercicios 47 a 54, dibujar la region R de integracion y 
cambiar el or den de integracion. 


47. f f f(x, y) dx dy 

Jo Jo 

48. f f f(x,y)dxdy 

Jo JS 

r 2 rv 4=3? 

49. J J f(x,y)dydx 

r2 r4-x 2 

50. /(x, y) dy dx 

Jo Jo 

r 10 rln y 

5i. J J f(x,y)dxdy 

52. J J f(x,y)dydx 

53. J J fix, y) dy dx 

r 77-/2 rcos JC 

54. f(x,y)dydx 

J-Tt/2 Jo 

En los ejercicios 55 a 64, dibujar la region R cuya area esta dada 
por la integral iterada. Despues cambiar el orden de integracion 
y mostrar que ambos ordenes dan la misma area. 

f f 2 

55. dy dx 

Jo Jo 

r r 

56. dx dy 

f 1 r VTA 5 

57. dx dy 

Jo J-Vl-y 2 

n rV4^ 

58. dy dx 

J-2 J-V 4-x 2 
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59. 

60. 

61. 


n x r 4 r 4 

dy dx + I I 

) J 2 Jo 


Jo Jo 

r4 rx/2 


Jo Jo 
r 2 r i 


fl 
• 11 


dy dx + 
dy dx + 
dy dx 


dy dx 


6 r 6-jc 


dy dx 


4 JO 


'x/2 

1 


dx dy 


jj; 

■a: 


Vx 

2 r4-y 2 


dy dx 
dx dy 


ifiVf En los ejercicios 73 a 76, utilizar un sistema algebraico por compu- 
tadora y evaluar la integral iterada. 


65. Para pensar Dar un argumento geometrico para la igual- 
dad. Verificar la igualdad analiticamente. 


73, 

74 

75, 

76, 


•ri 
•ff 


(x 3 + 3 y 2 ) dy dx 


senCt: + v) dx dy 

4 fy 2 


o Jo (* + i)(y + 1) 

(x 2 + y 2 ) dy dx 


dx dy 


o Jo 



MVi En los ejercicios 77 y 78, «) dibujar la region de integracion, 
b) cambiar el orden de integracion y c) usar un sistema alge¬ 
braico por computadora y mostrar que ambos ordenes dan el 
mismo valor. 


•11 

•n 


2 r4V2y 


(x 2 y — xy 2 ) dx dy 

2 r4-x 2 /4 


xy 


V4^ x 2 + y 2 + 1 


dy dx 


En los ejercicios 79 a 82, usar un sistema algebraico por compu¬ 
tadora y aproximar la integral iterada. 


2 r4-x 2 


79. 


e ^ dy dx 


Para discusion 


66. Para pensar Completar las integrates iteradas en forma tal 
que cada una represente el area de la region R (ver la figu- 
ra). Entonces demostrar que ambas integrates tienen la 
misma area. 



En los ejercicios 67 a 72, trazar la region de integracion. Despues 
evaluar la integral iterada. (Observar que es necesario cambiar 
el orden de integracion.) 

67. J J xVl + y 3 dy dx 

68. [ r 2+3 dydx 

JoJv* 2 + y 

69. f f 4 e y2 dy dx 

J0 J2x 

70. J J e~ y2 dy dx 

71. senx 2 dxdy 

Jo Jy 

72. ^/xsonx dxdy 

JoJy 2 


Jo Jo 

C2 f 2 


80 

81 

82 


J J x/16 — x 3 — y 3 dy dx 

rr 

Jo Jo 


r^/2 ri+ 

•Jo Jo 


6r 2 COS e dr de 


156r dr dd 


Desarrollo de conceptos 


83. Explicar que se quiere decir con una integral iterada. ^Co¬ 
mo se evalua? 

84. Describir regiones que sean verticalmente simples y re- 
giones que sean horizontalmente simples. 

85. Dar una descripcion geometrica de la region de integracion 
si los limites interiores y exteriores de integracion son cons- 
tantes. 

86. Explicar por que algunas veces es una ventaja cambiar el 
orden de integracion. 


iVerdadero o falso? En los ejercicios 87 y 88, determinar si la 
declaracion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
dar un ejemplo que demuestre que es falsa. 


87, 

88 . 


• [ [ f( x > y ) d y dx = 

Ja Jc 

fix, y) dy dx = 


[ [ fix, y) dx dy 

Jc Ja 

n f(x, y) dx dy 
) 
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CAPfrULO 14 Integration multiple 


14.2 




Integrates dobles y volumen 


■ Utilizar una integral doble para representar el volumen de una region solida. 

■ Utilizar las propiedades de las integrales dobles. 

■ Evaluar una integral doble como una integral iterada. 

■ Hallar el valor promedio de una funcion sobre una region. 


Integrales dobles y volumen de una region solida 


Superficie: z 

z =f(x, y) 



Figura 14.8 


Se sabe que una integral definida sobre un intervalo utiliza un proceso de limite para asig- 
nar una medida a cantidades como el area, el volumen, la longitud de arco y la masa. En 
esta seccion, se usara un proceso similar para definir la integral doble de una funcion de 
dos variables sobre una region en el piano. 

Considerese una funcion continua / tal que f(x, y) > 0 para todo (. x, y ) en una region 
R del piano xy. El objetivo es hallar el volumen de la region solida comprendida entre la 
superficie dada por 

Z — f{x, y) Superficie sobre el piano xy. 

y el piano xy, como se muestra en la figura 14.8. Para empezar se sobrepone una red o 
cuadricula rectangular sobre la region, como se muestra en la figura 14.9. Los rectangulos 
que se encuentran completamente dentro de R forman una particion interior A, cuya 
norma ||A|| esta definida como la longitud de la diagonal mas larga de los n rectangulos. 
Despues, se elige un punto {x v y ■) en cada rectangulo y se forma el prisma rectangular cuya 
altura es f(x v y-), como se muestra en la figura 14.10. Como el area del i-6 simo rectangu¬ 
lo es 


A A i Area del rectangulo i-6 simo. 

se sigue que el volumen del prisma i-6 simo es 

/(x-, y-) A A i Volumen del prisma /-esimo. 

y el volumen de la region solida se puede aproximar por la suma de Riemann de los 
volumenes de todos los n prismas, 

n 

yj(Xj, y-) AA- Suma de Riemann. 

i = 1 

como se muestra en la figura 14.11. Esta aproximacion se puede mejorar tomando redes o 
cuadriculas con rectangulos mas y mas pequenos, como se muestra en el ejemplo 1. 


Superficie: z 

z=f(x,y ) 


(W;) 



Los rectangulos que se encuentran dentro de R 
forman una particion interior de R 

Figura 14.9 


z 



Prisma rectangular cuya base tiene un area de 
A A t y cuya altura es /(x f ,y z ) 

Figura 14.10 


z 



Volumen aproximado por prismas 
rectangulares 

Figura 14.11 
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EJEMPLO I Aproximar el volumen de un solido 

Aproximar el volumen del solido comprendido entre el paraboloide 
f(x, y) = 1 - l* 2 - ly 2 

y la region cuadrada R dada por 0 < x < 1, 0 < y < 1. Utilizar una particion for- 
mada por los cuadrados cuyos lados tengan una longitud de 

Solucion Para empezar se forma la particion especificada de R. En esta particion, es con- 
veniente elegir los centros de las subregiones como los puntos en los que se evalua f(x, y). 



Superficie: 

f(x,y)= \-\x 2 - \y 2 


Figura 14.12 


(U) 

(ii) 

(ii) 

(ii) 

(ii) 

(ii) 

(ID 

(ID 

(y) 

(ii) 

(ID 

(ID 

(y) 

(ii) 

(ID 

(ID 


Como el area de cada cuadrado es A A- = el volumen se puede aproximar por la suma 

- 0.672. 

Esta aproximacion se muestra graficamente en la figura 14.12. El volumen exacto del soli¬ 
do es § (ver el ejemplo 2). Se obtiene una mejor aproximacion si se usa una parti¬ 
cion mas fina. Por ejemplo, con una particion con cuadrados con lados de longitud la 
aproximacion es 0.668. 



Figura 14.13 


TEC NO LOG IA Algunas herramientas de graficacion tridimensionales pueden repre- 
sentar figuras como la mostrada en la figura 14.12. La grafica mostrada en la figura 
14.13 se dibujo con una herramienta de graficacion. En esta grafica, observese que cada 
uno de los prismas rectangulares esta dentro de la region solida. 


En el ejemplo 1, hay que observar que, usando particiones mas finas, se obtienen 
mejores aproximaciones al volumen. Esta observacion sugiere que se podria obtener el 
volumen exacto tomando un limite. Es decir, 


Volumen = lim V fix-, y.) AA-. 

IIAll_^0 A * 1 * 


= 1 


El significado exacto de este limite es que el limite es igual a L si para todo e > 0 existe 
un 8 > 0 tal que 


L - j£/(*;- y t ) 

i= 1 


< 8 


para toda particion A de la region plana R (que satisfaga ||A|| < 5) y para toda eleccion 
posible de x t y y. en la region i-6 sima. 

El uso del limite de una suma de Riemann para definir un volumen es un caso espe¬ 
cial del uso del limite para definir una integral doble. Sin embargo, el caso general no 
requiere que la funcion sea positiva o continua. 
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EXPLORACION 

Las cantidades en la tabla represen- 
tan la profundidad (en unidades de 
10 yardas) de la tierra en el centra 
de cada cuadrado de la figura. 


X 

1 

2 

3 

1 

10 

9 

7 

2 

7 

7 

4 

3 

5 

5 

4 

4 

4 

5 

3 


z 

20 - 



Aproximar el numero de yardas 
cubicas de tierra en el primer 
octante. (Esta exploration la sugirio 
Robert Vojack, Ridgewood High 
School, Ridgewood, NJ.) 


DEFINICION DE INTEGRAL DOBLE 

Si f esta definida en una region cerrada y acotada R del piano xy, entonces la inte¬ 
gral doble de f sobre R esta dada por 

\j f(x ' y)dA 

siempre que el limite exista. Si existe el limite, entonces f es integrable sobre R. 


WHIM Una vez definidas las integrales dobles, se vera que una integral definida ocasionalmente 

se llama integral simple. ■ 

Para que la integral doble de f en la region R exista es suficiente que R pueda expre- 
sarse como la union de un numero finito de subregiones que no se sobrepongan (ver la 
figura 14.14) y que sean vertical u horizontalmente simples, y que f sea continua en 
la region R. 

Una integral doble se puede usar para hallar el volumen de una region solida que se 
encuentra entre el piano xy y la superficie dada por z — fix, y). 


VOLUMEN DE UNA REGION SOLIDA 

Si f es integrable sobre una region plana R y /(x, y) > 0 para todo (x, y) en R , 
entonces el volumen de la region solida que se encuentra sobre R y bajo la grafica 
de f se define como 

V = J J fix, y) dA. 


Propiedades de las integrales dobles 

Las integrales dobles tienen muchas de las propiedades de las integrales simples. 


y 



Dos regiones no se sobreponen si su intersec- 
cion es un conjunto de area 0. En esta figura, 
el area del segmento de la recta comun a y 
R 2 esO 

Figura 14.14 


TEOREMA 14.1 PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES DOBLES 


Sean f y g continuas en una region cerrada y acotada R del piano, y sea c una cons- 
tante. 

1 - J J Cf(x, y) dA = cj J fix, y) dA 

2. j J [fix, y) ± g(x, y)] dA = f f fix, y) dA ± f jg(x, y) dA 

JRJ JRJ JRJ 

3. J J fix, y) dA > 0, si fix, y) > 0 

4 - J J fix, y)dA > J g( x, y) dA, si fix, y) > gix, y) 

5. I I fix, y) dA = I I fix, y) dA + I I fix, y) dA, donde R es la union de dos 
JRJ JrJ Jr 2 J 

subregiones R 1 y R 2 que no se sobreponen. 
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Evaluacion de integrales dobles 


z 



Figura 14.15 


Normalmente, el primer paso para evaluar una integral doble es reescribirla como una inte¬ 
gral iterada. Para mostrar como se hace esto, se utiliza el modelo geometrico de una in¬ 
tegral doble: el volumen de un solido. 

Considerese la region solida acotada por el piano z — f(x, y) = 2 — x — 2y y por los 
tres pianos coordenados, como se muestra en la figura 14.15. Cada seccion transversal ver¬ 
tical paralela al piano yz es una region triangular cuya base tiene longitud y = (2 — x)/2 y 
cuya altura es z = 2 — x. Esto implica que para un valor fijo de x, el area de la seccion 
transversal triangular es 

A(x) = 1 (base)(altura) = - - \(2 - x) = - ^ . 


De acuerdo con la formula para el volumen de un solido de secciones transversales cono- 
cidas (seccion 7.2), el volumen del solido es 

[ b 

Volumen = | A(x) dx 


-r 

-f 


(2 - x ) 2 


(2 - x)* 


12 


dx 

2 

0 


2 

3' 



Este procedimiento funciona sin importar como se obtenga A(x). En particular, A(x) se 
puede hallar por integracion, como se muestra en la figura 14.16. Es decir, se considera x 
constante, y se integra z = 2 — x — 2y desde 0 hasta (2 — x)/2 para obtener 

r( 2-x)/2 

A(x) =1 (2 — x — 2y) dy 

Jo 


(2 - x)y - y 2 

(2 - x ) 2 


(2-4/2 

0 


Seccion transversal triangular 

Figura 14.16 


Combinando estos resultados, se tiene la integral iterada 

n (2~x}/2 

(2 — x — 2y) dy dx. 

i 

Para comprender mejor este procedimiento, se puede imaginar la integracion como dos 
barridos. En la integracion interior, una recta vertical barre el area de una seccion trans¬ 
versal. En la integracion exterior, la seccion transversal triangular barre el volumen, como 
se muestra en la figura 14.17. 


Volumen 




fix, j) 



Integrar con respecto a y para obtener el area de la seccion transversal 

Figura 14.17 


Integrar con respecto a x para obtener el volumen del solido 
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El teorema siguiente lo demostro el matematico italiano Guido Fubini (1879-1943). 
El teorema establece que si R es vertical u horizontalmente simple y / es continua en R , la 
integral doble de / en R es igual a una integral iterada. 


TEOREMA 14.2 TEOREMA DE FUBINI 


Sea f continua en una region plana R. 

1. Si R estadefinidapor a < x < by g x (x) < y < g 2 (x), donde g 1 y g 2 son continuas 
en [a, b], entonces 

fb fg 2 (x) 


[ [f(x,y)dA= f f f(x,y)dydx. 

JRJ Ja Jg^x) 


2. Si R esta definida por c < y < d y h x (y) < x < h 2 {y), donde h x y h 2 son conti¬ 
nuas en [ c, d], entonces 

r r rd rh 2 ( y ) 

f(x,y)dA= f(x, y) dx dy. 

JRJ Jc Jh^y) 


EJEMPLO 2 Evaluacion de una integral doble como integral iterada 


Evaluar 




dA 


y 



El volumen de la region solida es \ 

Figura 14.18 


donde R es la region dada por 0 < x < 1, 0 < y < 1. 

Solution Como la region R es un cuadrado, es vertical y horizontalmente simple y se 
puede emplear cualquier orden de integration. Se elige dy dx colocando un rectangulo 
representativo vertical en la region, como se muestra en la figura 14.18. Con esto se obtie- 
ne lo siguiente. 



[5 v 3 ! 1 

_6 X 6 Jo 


2 

3 


La integral doble evaluada en el ejemplo 2 representa el volumen de la region solida 
que fue aproximado en el ejemplo 1. Notese que la aproximacion obtenida en el ejemplo 
1 es buena (o.672 contra §) aun cuando se empleo una partition que constaba solo en 16 
cuadrados. El error se debe a que se usaron los centros de las subregiones cuadradas como 
los puntos para la aproximacion. Esto es comparable a la aproximacion de una integral 
simple con la regia del punto medio. 
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EXPLORACION 

El volumen de un sector 
de paraboloide 

El solido del ejemplo 3 tiene una 
base elfptica (no circular). Consi- 
derar la region limitada o acotada 
por el paraboloide circular 

z = a 2 — x 2 — y 2 , a > 0 

y el piano xy. ^Cuantas maneras de 
hallar el volumen de este solido se 
conocen ahora? Por ejemplo, se 
podria usar el metodo del disco para 
encontrar el volumen como un soli¬ 
do de revolucion. ^Todos los meto- 
dos emplean integracion? 


z 



X 


■HUM En el ejemplo 3, observar la 
utilidad de la formula de Wallis para 
evaluar COS” 0 dO. Esta formula se 
puede consultar en la seccion 8.3. ■ 


La dificultad para evaluar una integral simple f(x) dx depende normalmente de la 
funcion /, y no del intervalo [a, b]. Esta es una diferencia importante entre las integrates 
simples y las integrates dobles. En el ejemplo siguiente se integra una funcion similar a la 
de los ejemplos 1 y 2. Notese que una variacion en la region R lleva a un problema de inte¬ 
gracion mucho mas dificil. 


EJEMPLO 3 Hallar el volumen por medio de una integral doble 

Hallar el volumen de la region solida acotada por el paraboloide z = 4 — x 2 — 2y 2 y el 
piano xy. 


Solucion Haciendo z = 0, se ve que la base de la region, en el piano xy, es la elipse 
x 2 + 2y 2 = 4, como se muestra en la figura 14.19a. Esta region plana es vertical y hori- 
zontalmente simple, por tanto el orden dy dx es apropiado. 


Limites o cotas variables para y: 


/ (4 | x 2 ) 


< j < 


(4 - x 2 ) 


Limites o cotas constantes para x: — 2 < x < 2 


El volumen esta dado por 


V = 


a 


V(4 — x 2 )/2 


"I 


-Ai~x 2 )/2 

(4 - f 


(4 - x 2 - 2 y 2 ) dy dx 


V(4^?)72 


— V(4 —x 2 )/2 


dx 


U 

4 


(4 - x 2 ) 3/2 dx 


2 

tt/1 


372 J_ 
64 

“ 372 
. 128 /3t f 
372 \ 16 
= 4 Jl.1T. 


I 

( 2 ) f 

Jo 


16 COS A 0d0 


77/2 

7T-/2 


COS A dde 


Ver figura 14.1%. 


x = 2 sen 6. 


Formula de Wallis. 



Superficie: 

f(x,y)=4-x 2 -2y 2 


a) 

Figura 14.19 


Base: -2 < x < 2 

-7(4-7/2 < 3" < 7(4 - 7/2 

y 
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z 

Superficie: 2 n 

fix, y) = e~ x 



x = 1 y = x 


La base esta acotada por y = 0, y 
x = 1 

Figura 14.20 


En los ejemplos 2 y 3, los problemas se podrfan haber resuelto empleando cualquiera 
de los ordenes de integration porque las regiones eran vertical y horizontalmente simples. 
En caso de haber usado el orden dx dy se habrian obtenido integrates con dificultad muy 
parecida. Sin embargo, hay algunas ocasiones en las que uno de los ordenes de integration 
es mucho mas conveniente que otro. El ejemplo 4 muestra uno de estos casos. 

EJEMPLO 4 Comparacion de diferentes ordenes de integration 

Hallar el volumen de la region solida R acotada por la superficie 
f(x, y) = e~ x 2 Superficie. 

y los pianos z = 0, y = 0, y = xy x = 1, como se muestra en la figura 14.20. 

Solution La base de R en el piano xy esta acotada por las rectas y = 0, x = 1 y 
y = x. Los dos posibles ordenes de integration se muestran en la figura 14.21. 


y 


y y 




Estableciendo las integrates iteradas correspondientes, se ve que el orden dx dy requiere la 
primitiva (o antiderivada) / e~ xl dx, la cual no es una funcion elemental. Por otro lado con 
el orden dy dx se obtiene la integral 


1 rx 


e x dy dx 


o Jo 


f 

f 


—x 2 

e y 


dx 


xe x dx 



e - 1 

2e 


0.316. 


Tratar de utilizar un integrador simbolico para evaluar la integral del ejemplo 4. 
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EJEMPLO 5 Volumen de una region acotada por dos superficies 


Paraboloide: z Plano: 





R: 0 < y < 1 

-v9-7 VY-/ 



Hallar el volumen de la region solida R acotada superiormente por el paraboloide 
z = 1 — x 2 — y 2 e inferiormente por el piano z = 1 — y, como se muestra en la figura 
14.22. 

Solucion Igualando los valores z, se determina que la interseccion de las dos superficies 
se produce en el cilindro circular recto dado por 

1— y = 1 — x 2 — y 2 ii~> x 2 = y — y 2 . 

Como el volumen de R es la diferencia entre el volumen bajo el paraboloide y el volumen 
bajo el piano, se tiene 


Volumen = 


(1 - x 2 - y 2 ) dx dy - 


JO J-Vy-y 2 

fl 


(1 — y) dx dy 


0 J-Vy-y 2 


(y — y 2 ~ x 2 ) dx dy 


■1 


0 J-Vy-y 2 

lr 


(y - y 2 h - y 

0 L J 

= ^j\y-y 2 ) 3/2 dy 


dy 


i)/: 


[1 - (2y - l) 2 ] 3 / 2 dy 


-M 


COS 4 0 


de 


2y — 1 = sen 0. 


— 7tI2 

TV 12 


cos 4 de 


-Y- 

6 A16 


77 

32' 


— —. Formula de Wallis. 


Valor promedio de una funcion 

Recordar de la seccion 4.4 que para una funcion/en una variable, el valor promedio de/ 
sobre [a, b] es 

i r 

- - f{x)dx. 

b ~ aj a 

Dada una funcion de/en dos variables, se puede encontrar el valor de/sobre la region R 
como se muestra en la siguiente definicion. 


DEFINICION DEL VALOR PROMEDIO DE UNA FUNCION SOBRE UNA REGION 

Si/es integrable sobre la region plana R , entonces el valor promedio de/sobre R 
es 

Eh y>dA 

donde A es el area de R. 
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z 

ir- 6 



Figura 14.23 


EJEMPLO 6 Encontrar el valor promedio de una funcion 

Encontrar el valor promedio de f(x, y) = \xy sobre la region R , donde R es un rectangu- 
lo con vertices (0, 0), (4, 0), (4, 3) y (0, 3). 

Solution El area de la region rectangular R es A = 12 (ver la figura 14.23). El valor 
promedio esta dado por 




Ejercicios 


Aproximacion En los ejercicios 1 a 4, aproximar la integral 
f R f f(x, dA dividiendo el rectangulo R con vertices (0,0), (4,0), 

(4, 2) y (0, 2) en ocho cuadrados iguales y hallando la suma 
8 

V f(*i, M) A A donde es el centro del cuadrado i-esimo. 


Evaluar la integral iterada y compararla con la aproximacion. 


(x + y) dy dx 


4 r 2 


3. 


(x 2 + y 2 ) dy dx 




4. 


x 2 y dy dx 


•4 r 2 


0 Jo 


- dy dx 


0 Jo 


(X + 1 )(y + 1 ) 

Aproximacion La tabla muestra valores de una funcion f sobre 
una region cuadrada R. Dividir la region en 16 cuadrados iguales 
y elegir {x v y t ) como el punto mas cercano al origen en el cuadra¬ 
do z-esimo. Comparar esta aproximacion con la obtenida usando 
el punto mas lejano al origen en el cuadrado z-esimo. 


So fof( x ’ y)dydx 


y 

X 

0 

1 

2 

3 

4 

0 

32 

31 

28 

23 

16 

1 

31 

30 

27 

22 

15 

2 

28 

27 

24 

19 

12 

3 

23 

22 

19 

14 

7 

4 

16 

15 

12 

7 

0 


6. Aproximacion La figura muestra las curvas de nivel de una 
funcion f en una region cuadrada R. Aproximar la integral em- 
pleando cuatro cuadrados y tomando el punto medio de cada 
cuadrado como (x p y f ). 



En los ejercicios 7 a 12, dibujar la region R y evaluar la integral 
iterada f R f f(x, dA. 


(1 + lx + 2y) dy dx 8. 


Jo Jo 
r 6 r 3 


11 . 


a 


(x + y) dx dy 


(.x + y) dy dx 


Jo Jo 

r 4 r^y 


10 . 


ft 

JO Jjy 


sen 2 x COS 2 y dy dx 
x 2 y 2 dx dy 


J ~aJ — V fir —x' 

ri ro 


n o r 1 rl-y 

e x+y dxdy + I I e x+y dxdy 

Jo Jo 
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En los ejercicios 13 a 20, dar una integral para cada orden de 
integracion y utilizar el orden mas conveniente para evaluar la 
integral en la region R. 

13. J jxydA 

R\ rectangulo con vertices (0, 0), (0, 5), (3, 5), (3, 0) 

14. Lh x seny dA 

R : rectangulo con vertices {—tt, 0 ), (77, 0 ), (77, tt/2), (-77, tt/2) 


25. 


■Lh 

R\ tri 

• Lh 


y 


r dA 


x 2 + y 2 

R: triangulo acotado por y = x, y = 2x, x = l,x = 2 


16. J J xe y dA 

R: triangulo acotado por y = 4 — x, y = 0, x = 0 

a. fJ~ 2ydA 


R: region acotada por y = 4 — x 2 , y = 4 — x 


18. 


/Jr 


+ X 2 


r dA 


R: region acotada por y = 0, y = ^/x, x = 4 

19. J jx dA 

R: el sector circular en el primer cuadrante acotado por 
y = 725 - x 2 , 3x - 4y = 0, y = 0 

20. J J(x 2 + y 2 ) dA 

R: semicfrculo acotado por y = V4 — x 2 , y = 0 

En los ejercicios 21 a 30, utilizar una integral doble para hallar 
el volumen del solido indicado. 


2x + 3y + 4z = 12 






29. Integral impropia 


1 


4 

/ 


(x + l) 2 (y + l) 2 


0 < X < CO 

0 < y < 00 


y 




30. Integral impropia 



0 < x < 00 

0 < y < 00 




En los ejercicios 31 y 32, utilizar un sistema algebraico por compu- 
tadora y hallar el volumen del solido. 




En los ejercicios 33 a 40, dar una integral doble para hallar el 
volumen del solido limitado o acotado por las graficas de las 
ecuaciones. 

33. z = xy, z = 0, y = x, x = 1, primer octante 

34. y = 0, z = 0, y = x, z = x, x = 0, x = 5 

35. z = 0, z = x 2 , x = 0, x = 2, y = 0, y = 4 

36. x 2 + y 2 + z 2 = r 2 
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37. x 2 + z 2 = 1, y 2 + z 2 = 1, primer octante 

38. y = 4 — x 2 , z = 4 — x 2 , primer octante 

39. z = x + y, x 2 + y 2 = 4, primer octante 

40. z = n —-— n, x=0, x = 2, y>0 

1 + y 

En los ejercicios 41 a 46, establecer una integral doble para 
encontrar el volumen de una region solida limitada por las gra- 
ficas de las ecuaciones. No evaluar la integral. 




43. z = x 2 + y 2 , x 2 + y 2 = 4, z = 0 

44. z = sen 2 x, z = 0, 0 < x < 77 , 0 < y < 5 

45. z = x 2 + 2y 2 , z = 4y 

46. z = x 2 + y 2 , z = 18 - x 2 - y 2 

tttV En los ejercicios 47 a 50, utilizar un sistema algebraico por compu- 
tadora y hallar el volumen del solido limitado o acotado por las 
graficas de las ecuaciones. 

47. z = 9 — x 2 — y 2 , z = 0 

48. x 2 = 9 — y, z 2 = 9 — y, primer octante 

49. Z = t—;—— j, z = 0, y = 0, x = 0, y = —0.5a: + 1 

1 +x*+y 2 

50. z = ln(l + x + y), z = 0, y = 0, x = 0, x = 4 - Vy 

51. Si / es una funcion continua tal que 0 < fix, y) < 1 en una 
region R de area 1, demostrar que 0 < f R ff(x, y) dA < 1. 

52. Hallar el volumen del solido que se encuentra en el primer 
octante, acotado por los pianos coordenados y el piano 
(x/a) + (y/b) + (z/c) = 1, donde a > 0, Z? > 0 y c > 0. 


En los ejercicios 53 a 58, trazar la region de integration. Despues 
evaluar la integral iterada y, si es necesario, cambiar el orden de 
integration. 


i ri/2 


■jj 

J0 Jy 

■a 


e x dxdy 


/4-x 2 


/4-x 2 


V^-fdydx 



n arccosy 

senxVl + sen 2 x dx dy 

\ 

58. I V y cos y dy dx 

Jo J( l/2)x 2 


Valor promedio En los ejercicios 59 a 64, encontrar el valor 
promedio de / (x, y) sobre la region R . 

59. f(x, y) = x 

R : rectangulo con vertices (0, 0), (4, 0), (4, 2), (0, 2) 

60. f{x, y) = 2xy 

R: rectangulo con vertices (0, 0), (5, 0), (5, 3), (0, 3) 

61. fix, y) = x 2 + y 2 

R: cuadrado con vertices (0, 0), (2, 0), (2, 2), (0, 2) 

62. fix, y) = 

x + y 

R: triangulo con vertices (0, 0), (1, 0), (1, 1) 

63. f(x,y) = e x+y 

R\ triangulo con vertices (0, 0), (0, 1), (1, 1) 

64. f(x,y) = sen(x + y) 

R: rectangulo con vertices (0, 0), ( 77 , 0), ( 77 , 77 ), (0, 77 ) 

65. Produccion promedio La funcion de produccion Cobb-Dou- 
glas para un fabricante de automoviles es fix, y) = 100x°- 6 y°- 4 
donde x es el numero de unidades de trabajo y y es el numero de 
unidades de capital. Estimar el nivel promedio de produccion si 
el numero x de unidades de trabajo varia entre 200 y 250 y el 
numero y de unidades de capital varia entre 300 y 325. 

66 . Temperatura promedio La temperatura en grados Celsius 
sobre la superficie de una placa metalica es T(x, y) = 20 — 4x 2 
— y 2 , donde x y y estan medidas en centimetres. Estimar la tem¬ 
peratura promedio si x varia entre 0 y 2 centimetres y y varia 
entre 0 y 4 centimetres. 


Desarrollo de conceptos 


67. Enunciar la definicion de integral doble. Dar la interpre- 
tacion geometrica de una integral doble si el integrando es 
una funcion no negativa sobre la region de integracion. 

68. Sea R una region en el piano xy cuya area es B. Si f(x, y) = k 
para todo punto (x, y) en R, ^cual es el valor de 
SJfix, y) dAl Explicar. 

69. Sea R un condado en la parte norte de Estados Unidos, y sea 
/(x, y) la precipitacion anual de nieve en el punto (x, y) de R. 
Interpretar cada uno de los siguientes. 


a) J Jf(x,y)dA 

J Jf(x, y) dA 

b) 0 

Identificar la expresion que es invalida. Explicar el razona- 
miento. 


f fix, y) dy dx 

b) [ [ fix, y) dy dx 

Jo Jo 

* a 

f fix, y) dy dx 

d) [ f fix, y) dy dx 

Jo Jo 


71. Sea la region plana R un tirculo unitario y el maximo valor 
de / sobre R sea 6. ^Es el valor mas grande posible de 
y) dy dx igual a 6? ^Por que si o por que no? Si es 
no, ^cual es el valor mas grande posible? 
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Para discusion 


72. Las siguientes integrales iteradas representan la solution al 
mismo problema. ^Cual integral iterada es mas facil de eva- 
luar? Explicar el razonamiento. 



sen y 2 dy dx 


t 2 y 

sen y 2 dx dy 


Probabilidad Una funcion de densidad de probabilidad conjun- 
ta de las variables aleatorias continuas x y y es una funcion 
/(x, y) que satisface las propiedades siguientes. 


a) f(x, > Opara todo (x,rf 


Too Too 

b) f(x, yidA= 1 

J—CgJ—CCi 


c) P[(x, $ <E R] = 



fix, ]/} dA 


En los ejercicios 73 a 76, mostrar que la funcion es una funcion 
de densidad de probabilidad conjunta y hallar la probabilidad 
requerida. 


73. fix, y) = 


Yq, 0 < jr < 5, 0 < y < 2 


74. f(x,y) = 


75. f(x,y) = 


76. fix.y) = 


0, en cualquier otro punto 

P{0 < x<2, 1 < y <2) 

\xy, 0 < x < 2, 0 < y < 2 
.0, en cualquier otro punto 
P(0 < jc < 1, 1 < y < 2) 

^(9 — x — y), 0<x<3, 3<y<6 

.0, en cualquier otro punto 

P(0 < x < 1, 4 < y < 6) 

f e~ x ~y, x > 0, y > 0 
[0, en cualquier otro punto 

P(0 < x < 1, x < y < 1) 


77. 


A 78. 


Aproximacion En una fabrica de cemento la base de un mon¬ 
ton de arena es rectangular con dimensiones aproximadas de 20 
por 30 metros. Si la base se coloca en el piano xy con un vertice 
en el origen, las coordenadas de la superficie del monton son 
(5, 5, 3), (15, 5, 6), (25, 5, 4), (5, 15, 2), (15, 15, 7) y (25, 15, 3). 
Aproximar el volumen de la arena en el monton. 

Programacion Considerar una funcion continua f(x, y) sobre 
la region rectangular R con vertices ( a , c), ( b , c), ( a , d) y ( b , d) 
donde a < b y c < d. Dividir los intervalos [a, b ] y [ c , d] en m 
y n subintervalos, de modo que los subintervalos en una direc- 
cion dada sean de igual longitud. Escribir un programa para que 
una herramienta de graficacion calcule la suma 


2 2/(* ; ,y,.)AA ; ~ 

i = lj = 1 



dA 


donde {x it y 7 ) es el centra de un rectangulo representative en R. 


(235 Aproximacion En los ejercicios 79 a 82, a) utilizar un sistema 
algebraico por computadora y aproximar la integral iterada, y 
b) utilizar el programa del ejercicio 78 para aproximar la inte¬ 
gral iterada con los valores dados de m y n. 


79. 


81. 


f 1 f 2 

I I sen Vx + y dy dx 

Jo Jo 

80. f f 20 e %3 ^dy dx 

Jo Jo 

3 

II 

4^ 

S 

II 

oo 

m = 10 , n = 20 

J J y COS Vx dx dy 

82. J J Vx 3 + y 3 dx dy 

m — 4, n = 8 

m = 6, n = 4 


Aproximacion En los ejercicios 83 y 84, determinar que valor 
aproxima mejor el volumen del solido entre el piano xy y la funcion 
sobre la region. (Hacer la election con base en un dibujo del solido 
y sin realizar ningun calculo.) 

83. f(x, y) = t\x 

R: cuadrado con vertices (0, 0), (4, 0), (4, 4), (0, 4) 
a) -200 b ) 600 c) 50 d) 125 e) 1000 

84. f{x, y) = 

R: cfrculo acotado por x 2 + y 2 = 9 

a) 50 b) 500 c) - 500 d) 5 e) 5 000 

l Verdadero o falso? En los ejercicios 85 y 86, determinar si la 
declaration es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
dar un ejemplo que demuestre que es falsa. 

85. El volumen de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 1 esta dado por la inte¬ 
gral 

L = 8 f [ VI ~ x 2 - y 2 dx dy. 

Jo Jo 

86. Si f(x, y) < g(x, y) para todo (x, y) en R, y / y g son continuas 
en R, entonces /(x, y) dA < f R f g(x, y) dA. 


87. Sea /(x) = e l2 dt. Hallar el valor promedio de/en el interva¬ 

le [0, 1]. 


88. Hallar 


f 


00 


dx. I Sugerencia: Evaluar e xy dy 


f 


89. Determinar la region R en el piano xy que maximiza el valor de 
f R f <9 - x 2 - v 2 ) dA. 

90. Determinar la region R en el piano xy que minimiza el valor de 
S R f ( x 2 + y 2 ~ 4) dA. 

91. Hallar Jq [arctan(ira) — arctan x] dx. ( Sugerencia: Convertir la 
integral en una integral doble.) 

92. Utilizar un argumento geometrico para mostrar que 


■3 rV 9^7 

0 Jo 


79 — x 2 — y 2 dx dy = —. 


Preparacion del examen Putnam 


93. Evaluar Jq Jq e m * xffcV, a 2 y 2 } ^y donde a y b son posi¬ 

tives. 

94. Probar que si \ > \ no existe una funcion real u tal que, para 
todo x en el intervalo cerrado 0 < x < 1, u(x) = 1 + 

«(y)«(y “ x) d y- 

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize 
Competition. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos reser- 
vados. 
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14.3 


Cambio de variables: coordenadas polares 


■ Expresar y evaluar integrates dobles en coordenadas polares. 


Integrales dobles en coordenadas polares 

Algunas integrales dobles son mucho mas faciles de evaluar en forma polar que en forma 
rectangular. Esto es asi especialmente cuando se trata de regiones circulares, cardioides y 
petalos de una curva rosa, y de integrandos que contienen x 2 + y 2 . 

En la seccion 10.4 se vio que las coordenadas polares (r, 6) de un punto estan rela- 
cionadas con las coordenadas rectangulares (.x, y) del punto, de la manera siguiente. 

x = r COS 6 y y = r sen 6 
r 2 = x 2 + y 2 y tan 9 = ^ 

EJEMPLO I Utilizar coordenadas polares para describir una region 

Utilizar coordenadas polares para describir cada una de las regiones mostradas en la figu- 
ra 14.24. 




a) b) 

Figura 14.24 


K 

2 



Sector polar 

Figura 14.25 


Solucion 

a) La region R es un cuarto del circulo de radio 2. Esta region se describe en coordenadas 
polares como 

R = {(r, 0)\ 0 < r < 2, 0 < 0 < tt/2}. 

b) La region R consta de todos los puntos comprendidos entre los circulos concentricos de 
radios 1 y 3. Esta region se describe en coordenadas polares como 

R = {(r, 0)\ 1 < r < 3, 0 < 0 < 2i r}. 

Las regiones del ejemplo 1 son casos especiales de sectores polares 

R = {(r, 0)\ r-L < r < r 2 , 9^ < 0 < 0 2 i Sector polar, 

como el mostrado en la figura 14.25. 
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K 

2 



La red o cuadricula polar se sobrepone 
sobre la region R 

Figura 14.26 


Para definir una integral doble de una funcion continua z — f(x, y) en coordenadas 
polares, considerar una region R limitada o acotada por las graficas de r = g-^O) y 
r = g 2 (0) y las rectas 6 = ay 6 = /3. En lugar de hacer una particion de R en rectangulos 
pequenos, se utiliza una particion en sectores polares pequenos. A R se le superpone una 
red o cuadricula polar formada por rayos o semirrectas radiales y arcos circulares, como 
se muestra en la figura 14.26. Los sectores polares R que se encuentran completamente 
dentro de R forman una particion polar interna A, cuya norma || A || es la longitud de la 
diagonal mas larga en los n sectores polares. 

Considerar un sector polar especifico R [t como se muestra en la figura 14.27. Se puede 
mostrar (ver ejercicio 75) que el area de R t es 

A A ■ = r ■ Ar • A 0. Area de R f . 

donde Ar- = r 2 — r- L y A0- = 0 2 — 0 V Esto implica que el volumen del solido de altura 
/(r- COS 0 it r- sen 6 t ) sobre R { es aproximadamente 

f( r i COS dj, r t sen 0,)r, Ar,. A6 i 
y se tiene 

I I fix, y) clA « y /(r, COS 6i, r,sen 0,)r, Ar, Ad r 

JRJ i= 1 

La suma de la derecha se puede interpretar como una suma de Riemann para f(r cos 0, 
r sen 0)r. La region R corresponde a una region S horizontalmente simple en el piano rO , 
como se muestra en la figura 14.28. Los sectores polares R t corresponden a los rectangu¬ 
los S jr y el area A A - de S t es Ar- A 6 r Por tanto, el lado derecho de la ecuacion correspon¬ 
de a la integral doble 


f(r COS 6, r sen 0)r dA. 

A partir de esto, se puede aplicar el teorema 14.2 para escribir 
\Jf(r,y)dA - (j fir COS 6 , r sen 6)r dA 


P rgp) 


a 


f(r COS 6, r sen 0)r dr d6. 


Ja Jg-^e) 

Esto sugiere el teorema siguiente, cuya demostracion se vera en la seccion 14.8. 


n 

2 



El sector polar R t es el conjunto de todos los 
puntos (r, 6) tal que < r < r 2 y 

e { < e < 0 2 . 

Figura 14.27 


e 



Region S horizontalmente simple 

Figura 14.28 
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Integration multiple 


EXPLORACION 

Volumen de un sector paraboloide 
En la exploration de la pagina 997 
se pidio resumir los diferentes 
metodos hasta ahora estudiados 
para calcular el volumen del solido 
limitado o acotado por el parabo¬ 
loide 

z = a 2 — x 2 — y 2 , a > 0 

y el piano xy. Ahora se conoce un 
metodo mas. Utilizarlo para encon- 
trar el volumen del solido. 


n 

R\ 1< r < y/5 2 

0 < 6 < 2n 



Region r-simple 

Figura 14.30 


TEOREMA 14.3 CAMBIO DE VARIABLES A LA FORMA POLAR 


Sea R una region plana que consta de todos los puntos (x, y) = (r cos 9 , r sen 9) que satis- 
facen las condiciones 0 < g x {9) < r < g 2 (0), a < 9 < /3, donde 0 < (/3 — a) < 2tt. Si 
g l y g 2 son continuas en [a, /3] y/es continua en 7?, entonces 



f{x, y) dA 


ff 


■p rs 2 (e) 


/(r COS 6, r sen 9)r dr d9. 


■aiiM Si z— f(x, y) es no negativa en R , entonces la integral del teorema 14.3 puede interpretar- 
se como el volumen de la region solida entre la grafica de f y la region R. Cuando se usa la integral 
en el teorema 14.3, asegurarse de no omitir el factor extra de r en el integrando. ■ 


La region R puede ser de dos tipos basicos, regiones r-simples y regiones 0-simples, 
como se muestra en la figura 14.29. 


2 Lfmites o cotas fijas para 0: 

g2 , e = P a<d<p 

Lfmites o cotas variables para r: 
0 < g x (0) <r< g 2 (0) 



Region r-simple 

Figura 14.29 


n 

2 Lfmites o cotas variables para 0: 



EJEMPLO 2 Evaluar una integral usando coordenadas polares doble 


Sea R la region anular comprendida entre los dos circulos x 2 + y 2 = lyx 2 + y— 5. 
Evaluar la integral f#f (.x 2 + y) dA. 

Solution Los lfmites o cotas polares son 1 < r < V5 y 0 < 9 < 2tt, como se muestra 
en la figura 14.30. Ademas, x 2 = (r COS 9) 2 y y = r sen0. Por tanto, se tiene 


If 


277 rV 5 


(x 2 + y)dA = f I 

-rr 


r2 COS 2 9 + r sen0)r dr d9 


(r 3 COS 2 9 + r 2 sen 9) dr d9 


-i 

-i 

■I 


— COS 2 d + sen d 

4 3 


lV5 


dd 


J 


2,7 / 5 / 5-1 

6 COS 2 e +---sen e I de 


3+3 COS 2.6 4——2 -sen e \ d6 


, 3sen 26 5^5-1 

36 + —----cos 6 
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En el ejemplo 2, notar el factor extra de r en el integrando. Esto proviene de la for¬ 
mula para el area de un sector polar. En notacion diferencial, se puede escribir 

dA = r dr d6 

lo que indica que el area de un sector polar aumenta al alejarse del origen. 



Figura 14.31 


■nUM Para ver la ventaja de las 
coordenadas polares en el ejemplo 3, 
hay que tratar de evaluar la integral ite- 
rada rectangular correspondiente 



y 2 dx dy. 


EJEMPLO 3 Cambio de variables a coordenadas polares 

Utilizar las coordenadas polares para hallar el volumen de la region solida limitada supe- 
riormente por el hemisferio 

Z — V16 - x 2 — y 2 Hemisferio que forma la superficie superior, 

e inferiormente por la region circular R dada por 

X 2 + y 2 < 4 Region circular que forma la superficie inferior, 

como se muestra en la figura 14.31. 


Solucion En la figura 14.31 se puede ver que R tiene como limites o cotas 
- V4 - y 2 < x < V4 - y 2 , -2< y < 2 

y que 0 < z < Vl6 — x 2 — y 2 . En coordenadas polares, las cotas son 
0 < r < 2 y 0 < 0 < 2 tt 

con altura z — Vl6 — x 2 — y 2 = V16 — r 2 Por consiguiente, el volumen V esta dado por 


V = 


f f f( x ’ y) dA = [ f 716 — r 2 r dr dO 

JrJ Jo Jo 


i r 2 ” 

3J0 1 


-|2 


(16 - r 2 ) 3 / 2 


dO 


Jo 


1 f 2ir 

± (24V3 - 64) dO 

3 Jo 


n 2~ 


3 

-|(3V3 - 8)9 


1|^(8 - 3V3) * 46.979. 


TEC NO LOG IA Todo sistema algebraico por computadora que calcula integrates 
dobles en coordenadas rectangulares tambien calcula integrates dobles en coordenadas 
polares. La razon es que una vez que se ha formado la integral iterada, su valor no cambia 
al usar variables diferentes. En otras palabras, si se usa un sistema algebraico por compu¬ 
tadora para evaluar 

c2tt f 2 

716 — x 2 x dx dy 

Jo Jo 

se debera obtener el mismo valor que se obtuvo en el ejemplo 3. 

Asi como ocurre con coordenadas rectangulares, la integral doble 



puede usarse para calcular el area de una region en el piano. 
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EJEMPLO 4 Hallar areas de regiones polares 


n 



Utilizar una integral doble para hallar el area encerrada por la grafica de r = 3 COS 36. 

Solution Sea R un petalo de la curva mostrada en la figura 14.32. Esta region es 
r -simple y los limites son los siguientes. 

a — 

r — u — r Limites o cotas fijas para 6. 


0 < r < 3 COS 3 6 Limites o cotas variables para r. 

Por tanto, el area de un petalo es 



tt/6 2 l3 cos 3 6 

r 


rn/6 73 cos 30 

J—tt/6 Jo 

L 
1 
L 


r dr dO 
) 

dO 


tt/6 ^ -lO 
'/6 

cos 2 3 0 dO 

— ir/h 
tt/6 

(1 + cos 60) dO = 

tt/6 



l 1^/6 

+ — sen 60 

6 J-tt/6 


377 

T' 


Asi, el area total es A = 9tt/ 4. 


n 



1 < r < 2 

Region 0-simple 

Figura 14.33 


Como se ilustra en el ejemplo 4, el area de una region en el piano puede representarse 
mediante 

n g 2 (o) 

r dr dO. 

i(0) 

Si g-^0) = 0, se obtiene 

n S 2 ^ [P r 2 J gp) CP I 

r dr dO = I dO = I ~(g 2 (0)) 2 d0 

) Ja Z Jo Ja Z 

lo cual concuerda con el teorema 10.13. 

Hasta ahora en esta section, todos los ejemplos de integrales iteradas en forma polar 
han sido de la forma 



f{r COS 6, r sen 0)r dr dO 


en donde el orden de integration es primero con respecto a r. Algunas veces se puede sim- 
plificar el problema de integration cambiando el orden de integration, como se ilustra en 
el ejemplo siguiente. 


EJEMPLO 5 Cambio del orden de integration 

Hallar el area de la region acotada superiormente por la espiral r = 7 t/(3 0) e inferior- 
mente por el eje polar, entre r = 1 y r = 2. 


Solution La region se muestra en la figura 14.33. Las cotas o limites polares de la region son 

77 


1 < r < 2 


0 < 0 < 


Por tanto, el area de la region puede evaluarse como sigue. 


n V(3r) r 2 -|77/(3r) r I 

r dO dr = \ rO dr = I 

) Jl Jo Ji 


77 _ 777 

3*-- t 


7 T 

3 
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14.3 


Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 4 se muestra la region R para la integral 
f R ff(x,y>M. Decir si serian mas convenientes coordenadas rec- 
tangulares o polares para evaluar la integral. 




4. y 




En los ejercicios 5 a 8, utilizar las coordenadas polares para 
describir la region mostrada. 


5. 


6 . 




7. 


8 . 




En los ejercicios 9 a 16, evaluar la integral doble f R f f(r, 0) dA, 
y dibujar la region R. 


Ctt C cos 6 

9. I I rdrdd 


IT 

J '2tt r6 

0 Jo 


3r 2 sen 6 dr d 6 


J7 

rTr/4r4 

12 • 

Jo Jo 


10. | | r 2 drdQ 

r 77-/4 r4 


r 2 sen 6 COS 0 dr dO 


M 2 r 3 

13. 1 1 V9 - r 2 r dr dO 

Ctt/2 rl+ sen0 

15. Or dr dO 

Jo Jo 

rW 2 r 3 

14. re~ r2 drd0 

Jo Jo 

Ctt/2 rl-cos e 

16. (sen 0)r dr dO 

Jo Jo 

En los ejercicios 17 a 26, evaluar la integral iterada pasando ; 

coordenadas polares. 


Ca r Va 2 -y 2 

Ca rja 2 -x 2 

17. I I y dx dy 

Jo Jo 

18. x dy dx 

Jo Jo 

f 2 f 

19. J J (x 2 + y 2 ) dy dx 

f 1 f Vx-X 2 

20 . I I _(x 2 + y 2 ) dy dx 

Jo J-Vx—x 2 

r3 rV 9^? 

21 . I (x 2 + y 2 ) 3/2 dy dx 

Jo Jo 

r2rV8=^ 

22 . Vx 2 + y 2 dx dy 

JoJy 

r 2 rj2x-x 2 

23. xy dy dx 

Jo Jo 

[IfVfy^y 2 

24. x 2 dx dy 

Jo Jo 


25, 

26 


■it 


cos(x 2 + y 2 ) dy dx 


/4—x 2 


senVx 2 + y 2 dy dx 


En los ejercicios 27 y 28, combinar la suma de las dos integrales 
iteradas en una sola integral iterada pasando a coordenadas 
polares. Evaluar la integral iterada resultante. 

n * r2V2 rV8-x 2 

Vx 2 + y 2 dy dx + I Jx 2 + y 2 dy dx 

) J 2 JO 

J -5V2/2 rx r 5 rV25-x 2 

I xy dy dx + I xy dy dx 

o Jo J 5 V 2 / 2 J 0 


En los ejercicios 29 a 32, utilizar coordenadas polares para es- 
cribir y evaluar la integral doble f R f f(x, M. 

29. f{x,y) = x + y,R\x 2 + y 2 < 4 ,x > 0 ,y > 0 

30. f{x,y) = e~^ 2+y2 ^ 2 , R\ x 2 + y 2 < 25, x > 0 

31. /(x, y) = arctan-, R\x 2 + y 2 > l,x 2 + y 2 < 4, 0 < y < X 


32. f(x, y) = 9 


= Q — t- 2 _ a? 2 


y 2 , R\x 2 + y 2 < 9,x > 0,y > 0 


Volumen En los ejercicios 33 a 38, utilizar una integral doble en 
coordenadas polares para hallar el volumen del solido limitado o 
acotado por las graficas de las ecuaciones. 

33. z = xy, x 2 + y 2 = 1, primer octante 

34. z = x 2 + y 2 + 3,z = 0,x 2 + y 2 = 1 

35. z = Jx 1 + y 2 , z = 0,x 2 + y 2 = 25 

36. z = ln(x 2 + y 2 ),z = 0,x 2 + y 2 > l,x 2 + y 2 < 4 

37. Interior al hemisferio z — Vl6 — x 2 — y 2 e interior al cilindro 
x 2 + y 2 - Ax = 0 

38. Interior al hemisferio z = Vl6 — x 2 — y 2 y exterior al cilindro 
x 2 + y 2 = 1 
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CAPITULO 14 Integration multiple 


39. Volumen Hallar a tal que el volumen en el interior del hemis- 
ferio z = Vl6 — x 2 — y 2 y en el exterior del cilindro 
x 2 + y 2 = a 2 sea la mitad del volumen del hemisferio. 

40. Volumen Utilizar una integral doble en coordenadas polares 
para hallar el volumen de una esfera de radio a. 

41. Volumen Determinar el diametro de un orificio cavado verti- 
calmente a traves del centra del solido limitado o acotado por las 
graficas de las ecuaciones z = 25e~ ( ' x2+y2 ^ 4 l z = 0, y 
x 2 + y 2 = 16 si se elimina la decima parte del volumen del soli¬ 
do. 

(£E) 42. Diseho industrial Las superficies de una leva de doble lobulo 
se representan por las desigualdades \ < r < \(\+ COS 2 0) y 

-9 7 9 

4(x 2 + y 2 + 9) ~ Z ~ 4(x 2 + y 2 + 9) 

donde todas las medidas se dan en pulgadas. 

a) Utilizar un sistema algebraico por computadora y representar 
graficamente la leva. 

b) Utilizar un sistema algebraico por computadora y aproximar 
el perimetro de la curva polar 

r = \(1+ COS 2 6). 

Esta es la distancia que recorre una pieza en contacto con la 
leva durante un giro completo de esta. 

c) Utilizar un sistema algebraico por computadora y hallar el 
volumen del acero en la leva. 


Area En los ejercicios 43 a 48, utilizar una integral doble para 
calcular el area de la region sombreada. 






Area En los ejercicios 49 a 54, trazar una grafica de la region 
limitada por las graficas de las ecuaciones. Despues, usar una 
integral doble para encontrar el area de la region. 

49. Dentro del tirculo r = 2 cos 0 y fuera del tirculo r = 1. 

50. Dentro de la cardioide r = 2 + 2 cos 0 y fuera del tirculo r = 1. 

51. Dentro del tirculo r = 3 cos 0 y fuera de la cardioide r = 1 + 
cos 0. 

52. Dentro de la cardioide r = 1 + cos 0 y fuera del tirculo r = 3 cos 0. 

53. Dentro de la curva rasa r = 4 sen 3 0 y fuera del tirculo r = 2. 

54. Dentro del tirculo r = 2 y fuera de la cardioide r = 2 — 2 cos 0. 


Desarrollo de conceptos 


55. Describir la particion de la region de integracion R en el 
piano xy cuando se utilizan coordenadas polares para eva- 
luar una integral doble. 

56. Explicar como pasar de coordenadas rectangulares a coorde¬ 
nadas polares en una integral doble. 

57. Con sus propias palabras, describir regiones r-simples y 
regiones 0- simples. 

58. Cada figura muestra una region de integracion para la integral 
doble J R J f(x, y) dA. Para cada region, decir si es mas facil 
obtener los limites de integracion con elementos representa¬ 
tives horizontales, elementos representatives verticales o con 
sectores polares. Explicar el razonamiento. 



59. Sea R la region limitada por el tirculo x 2 + y 2 = 9. 

a) Establecer la integral J R Jf( x ’ y) dA. 

b) Convertir la integral en el inciso a) a coordenadas po¬ 
lares. 

c ) ^Que integral deberia elegirse para evaluar? ^Por que? 


Para discusion 


60. Para pensar Sin desarrollar calculos, identificar la integral 
doble que represente la integral de f(x) = x 2 + y 2 sobre un 
tirculo de radio 4. Explicar el razonamiento. 


a) 
c ) 


riir 

tJ 

f r 2 drd0 

0 

b) 

l 

f 277 1 

f 4 


f 


r 3 dr dO 

d) 


1 o J 

'o 


Jo 


r 3 dr dO 


r 3 dr dO 
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61. Para pensar Considerar el programa escrito en el ejercicio 78 
de la seccion 14.2 para aproximar integrales dobles en coorde¬ 
nadas rectangulares. Si el programa se usa para aproximar la 
integral doble 


if 


f(r, 0) dA 


en coordenadas polares, ^como hay que modificar f para intro- 
ducirla al programa? Como los lfmites de integracion son cons- 
tantes, describir la region plana de integracion. 

62. Aproximacion Las secciones transversales horizontales de un 
bloque de hielo desprendido de un glaciar tienen forma de 
un cuarto de un circulo con radio aproximado de 50 pies. La 
base se divide en 20 subregiones como se muestra en la figura. 
En el centra de cada subregion, se mide la altura del hielo, 
dando los puntos siguientes en coordenadas cilmdricas. 


(5,fe. 

( 5 , 

(5, ii, 
( 5 , H, 


7), (15, f 6 , 8), (25, f 6 ,10), (35, f 6 ,12), (45, f 6 , 9), 

9), (15, % 10), (25, i, 14), (35, % 15), (45, % 10), 
9), (15, % 11), (25, % 15), (35, |, 18), (45, % 14). 
5), (15,1,8), (25,1,11), (35, % 16), (45, % 12) 


a) Aproximar el volumen del solido. 

b) El hielo pesa aproximadamente 57 libras por pie cubico. 
Aproximar el peso del solido. 

c) Aproximar el numero de galones de agua en el solido si hay 
7.48 galones de agua por pie cubico. 


n 

2 3 k 



Aproximacion En los ejercicios 63 y 64, utilizar un sistema 
algebraico por computadora y aproximar la integral iterada. 

M 2 f 5 ,_ 

63. rV 1 + r 3 sen VO dr dO 

Jtt/4 Jo 

J -tt/ 4 r 4 _ 

I 5 re^ rG drd0 

o Jo 

Aproximacion En los ejercicios 65 y 66, determinar que valor 
se aproxima mas al volumen del solido entre el piano xy y la fun- 
cion sobre la region. (Realizar la eleccion a la vista de un dibujo 
del solido y no efectuando calculo alguno.) 

65. f(x, y) = 15 — 2y; R : semicirculo: x 2 + y 2 = 16, y > 0 
a) 100 b) 200 c) 300 d) -200 e) 800 
66. f(x, y) = xy + 2; R : cuarto de circulo: x 2 + y 2 = 9, v > 0, y > 0 
a) 25 b ) 8 c) 100 d) 50 e) -30 


l Verdadero o falso? En los ejercicios 67 y 68, determinar si la 
declaracion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
dar un ejemplo que demuestre que es falsa. 

67. Si f R f f(r, 0) dA > 0, entonces /(r, 0) > Opara todo (r, 0) en R. 

68. Si f{r, 0) es una funcion constante y el area de la region S es el doble 
del area de la region R, entonces 2 f R f f(r, 0) dA = f s f f(r, 0) dA. 


69. Probabilidad El valor de la integral I = I e x2/2 dx se re- 

J — oo 

quiere en el desarrollo de la funcion de densidad de probabi¬ 
lidad normal. 

a) Utilizar coordenadas polares para evaluar la integral im- 
propia. 


I 2 = 



''A(L e 

e ~(x 2 +y 2 )/2 dA 



b) Utilizar el resultado del inciso a) para calcular /. 

PARA MAYOR INFORMACION Para mas informacion sobre 
este problema, ver el articulo “Integrating e~ x2 Without Polar Coor¬ 
dinates” de William Dunham en Mathematics Teacher. 


70. Utilizar el resultado del ejercicio 69 y un cambio de variables 
para evaluar cada una de las integrales siguientes. No se re- 
quiere hacer ninguna integracion. 



71. Poblacion La densidad de poblacion en una ciudad se 
aproxima mediante el modelo f(x, y) = 4 OOO^ -001 ^ 2 + y2 \ 
x 2 + y 2 < 49, donde x y y se miden en millas. Integrar la fun¬ 
cion de densidad sobre la region circular indicada para aproxi¬ 
mar la poblacion de la ciudad. 

72. Probabilidad Hallar k tal que la funcion 


fay) 


ke b 2 +y 2 ) f x > 0, y > 0 

0, eh el resto 


sea una funcion de densidad de probabilidad. 

73. Para pensar Considerar la region limitada o acotada por las 
graficas dey = 2,y = 4, y = x y y = V3x y la integral doble 
f R ff dA. Determinar los lfmites de integracion si la region 
R esta dividida en a) elementos representatives horizontales, 
b) elementos representatives verticales y c) sectores polares. 

74. Repetir el ejercicio 73 con una region R limitada o acotada por 
la grafica de la ecuacion (x — 2) 2 + y 2 = 4. 

75. Mostrar que el area A del sector polar R (ver la figura) es 
A = rArA0, donde r = (r x + r 2 )/2 es el radio promedio de R. 
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CAPfTULO 14 


Integration multiple 



Centro de masa y momentos de inercia 

■ Hallar la masa de una lamina plana utilizando una integral doble. 

■ Hallar el centro de masa de una lamina plana utilizando integrates dobles. 

■ Hallar los momentos de inercia utilizando integrales dobles. 


Masa 



Lamina de densidad constante p 

Figura 14.34 


En la section 7.6 se analizaron varias aplicaciones de la integration en las que se tenia una 
lamina plana de densidad constante p. Por ejemplo, si la lamina que corresponde a la 
region R, que se muestra en la figura 14.34, tiene una densidad constante p, entonces 
la masa de la lamina esta dada por 


Masa = pA 



Densidad constante. 


Si no se especifica otra cosa, se supone que una lamina tiene densidad constante. En esta 
section, se extiende la definition del termino lamina para abarcar tambien placas delgadas 
de densidad variable. Las integrales dobles pueden usarse para calcular la masa de una 
lamina de densidad variable, donde la densidad en (X, y) esta dada por la funcion de den¬ 
sidad p. 


DEFINICION DE MASA DE UNA LAMINA PLANA DE DENSIDAD VARIABLE 


Si p es una funcion de densidad continua sobre la lamina que corresponde a una 
region plana R , entonces la masa m de la lamina esta dada por 



Densidad variable. 


WHIM La densidad se expresa normalmente como masa por unidad de volumen. Sin embargo, en 
una lamina plana la densidad es masa por unidad de area de superficie. ■ 


y 



Lamina de densidad variable 
p(x,y) = 2 x + y 

Figura 14.35 


EJEMPLO I Hallar la masa de una lamina plana 

Hallar la masa de la lamina triangular con vertices (0, 0), (0, 3) y (2, 3), dado que la den¬ 
sidad en (x, y) es p{x, y) = 2x + y. 


Solution Como se muestra en la figura 14.35, la region R tiene como fronteras X = 0, 
y = 3 y y = 3x/2 (o X = 2y/3). Por consiguiente, la masa de la lamina es 

r 3 f 2y/3 

( 2x + y) dx dy 


m 


o Jo 
3 r 


= [ [(2 x + y)dA= f [ 

JRj JO JO 

-L 

■i 


x 2 - + xy 
3 


2y/3 


dy 


10 I 2, 

- 5 - y d y 


9 

= IP 
= 9 

= 10. 


r ^ 3 


■HUM En la figura 14.35, notese que la lamina plana esta sombreada; el sombreado mas oscuro 
corresponde a la parte mas densa. m 
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EJEMPLO 2 Hallar la masa empleando coordenadas polares 


y 



Densidad en (x,y): p(x,y) = kjx 2 + y 2 

Figura 14.36 


Hallar la masa de la lamina correspondiente a la porcion en el primer cuadrante del 
circuit) 

x 2 + y 2 = 4 

donde la densidad en el punto ( X , y) es proporcional a la distancia entre el punto y el ori- 
gen, como se muestra en la figura 14.36. 


Solucion En todo punto (X, y), la densidad de la lamina es 

p(x, y ) = kj(x - 0) 2 + (y - 0) 2 
= kjx 2 + y 2 . 

Como 0 < x; < 2 y 0 < y < J 4 — x 2 , la masa esta dada por 


-if 

-fi 


kjx 2 + y 2 d A 


2 rj 4=^2 


k jx 2 + y 2 dy dx. 


Para simplificar la integracion, se puede convertir a coordenadas polares, utilizando los 
limites o cotas 0< 0 < 7r/2y0< r < 2. Por tanto, la masa es 


f f kjx 2 + y 2 dA = f f kJP-rdrdQ 
JRJ JO Jo 

-rr 


-L 


kr 2 dr dO 
-/ 2 kr 3 V 


de 


-r- 


8^ 

3 


e 


t/2 


4uk 


TEC NO LOG IA En muchas ocasiones, en este texto, se han mencionado las ventajas 
de utilizar programas de computacion que realizan integracion simbolica. Aun cuando 
se utilicen tales programas con regularidad, hay que recordar que sus mejores ventajas 
solo son aprovechables en manos de un usuario conocedor. Por ejemplo, notese la sim- 
plificacion de la integral del ejemplo 2 cuando se convierte a la forma polar. 


Forma rectangular 


Forma polar 


2 rj 4-j 


11 


kjx 2 + y 2 dy dx 


fW 2 [2 

Jo Jo 


kr 2 dr dO 


Si se tiene acceso a programas que realicen integracion simbolica, se recomienda utili- 
zarlos para evaluar ambas integrates. Algunos programas no pueden manejar la primera 
integral, pero cualquier programa que calcule integrates dobles puede evaluar la segun- 
da integral. 
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y 



M x = (masa)O’,) 
M y = (masa)(i ( .) 

Figura 14.37 


Integracion multiple 


Momentos y centros de masa 

En laminas de densidad variable, los momentos de masa se definen de manera similar a 
la empleada en el caso de densidad uniforme. Dada una particion A de una lamina, corres- 
pondiente a una region plana R , considerar el rectangulo /-esimo R- de area A A t , como se 
muestra en la figura 14.37. Suponer que la masa de R t se concentra en uno de sus puntos 
(*., y.) interiores (x i ,y i ). El momento de masa de R- respecto al eje X puede aproximarse por 

I medio de 

. y. (MasaXy,.) « [p(x ,, y,) AAj(y,). 

De manera similar, el momento de masa con respecto al eje y puede aproximarse por 
T medio de 

(Masa)(x,.) « [ p ( Xj , y, : ) AA,](x,). 

Formando la suma de Riemann de todos estos productos y tomando limites cuando la 
norma de A se aproxima a 0, se obtienen las definiciones siguientes de momentos de masa 
con respecto a los ejes X y y. 


MOMENTOS Y CENTRO DE MASA DE UNA LAMINA PLANA DE DENSIDAD VARIABLE 

Sea p una funcion de densidad continua sobre la lamina plana R . Los momentos de 
masa con respecto a los ejes X y y son 


M v = 


J Jyp(x, y) dA y M x = J Jxp(x, 


y) dA. 


Si 171 es la masa de la lamina, entonces el centro de masa es 

(x,y) = p^). 

\m m ) 

Si R representa una region plana simple en lugar de una lamina, el punto ( x, y) se 
llama el centroide de la region. 


En algunas laminas planas con densidad constante p, se puede determinar el centro de 
masa (o una de sus coordenadas) utilizando la simetrfa en lugar de usar integracion. Por 
ejemplo, considerar las laminas de densidad constante mostradas en la figura 14.38. 
Utilizando la simetrfa, se puede ver que y = 0 en la primera lamina y x = 0 en la segunda 
lamina. 


R\ 0<x< 1 

-Vi 


z 



R: -Vl-}> 2 <;t:< Vl-y 2 

0 <>>< 1 


z 



Lamina de densidad constante y simetrica con Lamina de densidad constante y simetrica con 

respecto al eje x respecto al eje y 

Figura 14.38 
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EJEMPLO 3 Hallar el centro de masa 


Densidad variable: 


p(x,y) = ky y 



Region parabolica de densidad variable 

Figura 14.39 


Hallar el centro de masa de la lamina que corresponde a la region parabolica 
0 < y < 4 — X 2 Region parabolica. 

donde la densidad en el punto (x, y) es proporcional a la distancia entre (x, y ) y el eje X, 
como se muestra en la figura 14.39. 


Solucion Como la lamina es simetrica con respecto al eje y y 
p(x,y) = ky 

el centro de masa esta en el eje y. Asi, x = 0. Para hallar y, primero calcular la masa de la 
lamina. 


Masa = 


n 4 ~ x k f 2 

, **>*’—21 

l 


4-x 2 


dx 


- (16 - 8x 2 + x 4 ) dx 


8x 3 x 5 ~\ 2 

lOX --b — 

J D J-2 




25 6k 
15 


Despues se halla el momento con respecto al eje X. 


M v = 


n 4-x 2 

) 


(y)(ky) dy dx = - I y 


-3 1 

t 


2 14-^2 

,3 


dx 


= - j (64 - 48x 2 + 12x 4 - x 6 ) dx 


64v — 16v 3 + 


12c 5 


-i 2 


-2 


4 09 6k 

105 


Asi, 


Densidad 
variable: 
p(x, y) = ky 


-2 <X <2 
0 < y < 4 - x 2 



Figura 14.40 


_ = M X = 4 096/c/105> = 16 
y ~ m ~ 256fc/15 “ 7 

y el centro de masa es (0, y ). 


Aunque los momentos M x y M y se pueden interpretar como una medida de la tenden- 
cia a girar en torno a los ejes X o y, el calculo de los momentos normalmente es un paso 
intermedio hacia una meta mas tangible. El uso de los momentos M x y M y es encontrar el 
centro de masa. La determinacion del centro de masa es util en muchas aplicaciones, ya 
que permite tratar una lamina como si su masa se concentrara en un solo punto. 
Intuitivamente, se puede concebir el centro de masa como el punto de equilibrio de la lami¬ 
na. Por ejemplo, la lamina del ejemplo 3 se mantendra en equilibrio sobre la punta de un 
lapiz colocado en (0, y), como se muestra en la figura 14.40. 
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Integration multiple 


Momentos de inercia 


Los momentos M x y M y utilizados en la determination del centro de masa de una lamina 
se suelen llamar primeros momentos con respecto a los ejes X y y. En cada uno de los 
casos, el momento es el producto de una masa por una distancia. 



Distancia Masa Distancia Masa 

al eje X al eje y 


Ahora se introducira otro tipo de momento, el segundo momento o momento de inercia 
de una lamina respecto de una recta. Del mismo modo que la masa es una medida de la 
tendencia de la materia a resistirse a cambios en el movimiento rectilmeo, el momento de 
inercia respecto de una recta es una medida de la tendencia de la materia a resistirse a 
cambios en el movimiento de rotacion. Por ejemplo, si una particula de masa rn esta a una 
distancia d de una recta fija, su momento de inercia respecto de la recta se define como 

/ = md 2 = (masa) (distancia) 2 . 


Igual que ocurre con los momentos de masa, se puede generalizar este concepto para 
obtener los momentos de inercia de una lamina de densidad variable respecto de los ejes X 
y y. Estos segundos momentos se denotan por I x e / , y en cada caso el momento es el pro¬ 
ducto de una masa por el cuadrado de una distancia. 


■HUM En el caso de una lamina en 
el piano xy, I 0 representa el momento 
de inertia de la lamina con respecto al 
eje Z. El termino “momento polar de 
inercia” se debe a que en el calculo se 
utiliza el cuadrado de la distancia 
polar r. 




Cuadrado de Masa 
la distancia 
al eje X 


Cuadrado de Masa 
la distancia 
al eje y 


A la suma de los momentos I x e I y se le llama el momento polar de inertia y se denota 
por / 0 . 


EJEMPLO 4 Hallar el momento de inercia 

Hallar el momento de inercia respecto del eje X de la lamina del ejemplo 3. 


Solucion De acuerdo con la definition de momento de inercia, se tiene 

r 2 r4-x2 


L = 


n 4-x^ 

y 2 (ky) dy dx 


--1 

-M 


2 ~\A-x 2 

y A 

-2 Jo 


dx 


JJ (256 - 256c 2 + 96c 4 - 16c 6 + x 8 ) dx 


256c - 


256c 3 96c 5 16c 7 


n2 


7 + 9 


-2 


32 768 k 


315 
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El momento de inercia / de una lamina en rotacion puede utilizarse para medir su 
energia cinetica. Por ejemplo, consideremos una lamina plana que gira en torno a una recta 
con una velocidad angular de co radianes por segundo, como se muestra en la figura 
14.41. La energia cinetica E de la lamina en rotacion es 



Energia cinetica del movimiento giratorio. 


Por otro lado, la energia cinetica E de una masa 171 que se mueve en linea recta a una veloci¬ 
dad v es 

E = — mv 2 . Energia cinetica del movimiento rectilineo. 


Lamina plana girando a co radianes por 
segundo 

Figura 14.41 


Por lo tanto, la energia cinetica de una masa que se mueve en linea recta es proporcional 
a su masa, pero la energia cinetica de una masa que gira en torno a un eje es proporcio¬ 
nal a su momento de inercia. 

El radio de giro r de una masa en rotacion 171 con momento de inercia / se define 
como 


r = 



Radio de giro. 


Si toda la masa se localizara a una distancia r de su eje de giro o eje de rotacion, tendria 
el mismo momento de inercia y, por consiguiente, la misma energia cinetica. Por ejemplo, 
el radio de giro de la lamina del ejemplo 4 respecto al eje X esta dado por 


y = 



32 7687315 
256715 



EJEMPLO 5 Calculo del radio de giro 

Hallar el radio de giro con respecto al eje y de la lamina que corresponde a la region 
R\ 0 < y < senx, 0 < x < it, donde la densidad en (x, y) esta dada por p(x, y) = x. 


y 


2- 

" Densidad 


variable: R: 0 < X < n 

1 - 

p(x,y) = x 0 < y < sen x 

r | 1 1 \ 


1 1 > 

n n 

2 


Figura 14.42 


Solucion La region R se muestra en la figura 14.42. Integrando p(x, y) = x sobre la 
region R, se puede determinar que la masa de la region es i r. El momento de inercia con 
respecto al eje y es 


L = 


■I 

-j; 


7 t ('sen X 

x 3 dy dx 

o Jo 

tj - sen X 


x 3 y 


dx 


x 3 senx dx 


(3r 2 — 6)(senX)— (x 3 — 6x)(C0Sx) 


r3_ 


6tt. 


Por tanto, el radio de giro con respecto al eje y es 



= 77T 2 - 6 - 1.967. 
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14.4 


Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 4, hallar la masa de la lamina descrita por iKiVt En los ejercicios 23 a 26, utilizar un sistema algebraico por compu 


las desigualdades, dado que su densidad es p(x,y> = -xy- ( Suge - 
rencia: Algunas de las integrates son mas simples en coorde- 
nadas polares.) 

1. 0 < x < 2, 0 < y < 2 

2. 0 < x < 3, 0 < y < 9 - x 2 

3. 0 < x < 1, 0 < y < Vl - x 2 

4. x>0, 3<y<3 + V9 - x 2 


tadora para hallar la masa y el centra de masa de la lamina limita- 
da o acotada por las graficas de las ecuaciones con la densidad dada. 

23. y = e~ x , y = 0, x = 0, x = 2, p = ky 

24. y = \nx, y = 0, x = 1, x = e, p = ^ 

25. r = 2 COS 36, ~ < e < p = k 

b b 

26. r = 1 + COS 6, p = k 


En los ejercicios 5 a 8, hallar la masa y el centra de masa de la 
lamina con cada densidad. 

5. R : cuadrado con vertices (0, 0), (a, 0), (0, a), (a, a) 


En los ejercicios 27 a 32, verificar los momentos de inercia dados 
y hallar Xy y. Suponer que la densidad de cada lamina es 
p = 1 gramos por centimetro cuadrado. (Estas regiones son for¬ 
mas de uso comun empleadas en diseno.) 


a) p = k b) p = ky c) p = kx 

6. R\ rectangulo con vertices (0, 0), (a , 0), (0, b ), (a, b ) 
a) p = kxy b) p = k(x 2 + y 2 ) 

7. R: triangulo con vertices (0, 0), (0, a), (a, a) 
a) p = k b) p = ky C) p = kx 

8. R: triangulo con vertices (0, 0), (a/2, a), (a, 0) 
a) p = k b) p = kxy 

9. Traslaciones en el piano Trasladar la lamina del ejercicio 5 
cinco unidades a la derecha y determinar el centra de masa 
resultante. 

10. Conjetura Utilizar el resultado del ejercicio 9 para formular 
una conjetura acerca del cambio en el centra de masa cuando 
una lamina de densidad constante se traslada C unidades hori- 
zontalmente o d unidades verticalmente. ^Es la conjetura ver- 
dadera si la densidad no es constante? Explicar. 

En los ejercicios 11 a 22, hallar la masa y el centra de masa de la 

lamina limitada o acotada por las graficas de las ecuaciones con 

la densidad o densidades que se especifican. (Sugerencia: Algunas 

de las integrates son mas sencillas en coordenadas polares.) 

11 . y = V*, y = 0, x = 1, p = ky 

12. y = x 2 , y = 0, x = 2, p = kxy 

13. y = 4/x, y = 0, x = 1, x = 4, p = kx 2 

14. y , 1 9 , y = 0, x = -1, x = 1, p = k 

15. y = e x , y = 0, x = 0, x = 1 

a) p = k ib) p = ky 

16. y = e _x , y = 0, x = 0, x = 1 


27. Rectangulo 

y 

h 

b 


I 

y 


= \bh 3 
= \b\ 


X 


29. Circulo 


y 



y 



28. Triangulo rectangulo 



y 



y 



En los ejercicios 33 a 40, hallar l x , ly, l 0 , X,y ypara la lamina li¬ 
mitada o acotada por las graficas de las ecurciones. Utilizar un sis¬ 
tema algebraico por computadora a fin de evaluar las integrates 
dobles. 


a) p = ky b) p = ky 2 

17. y = 4 - x 2 , y = 0, p = ky 

18. x = 9 — y 2 , x = 0, p = kx 

r nX 

19. y = sen — y = 0, x = 0, x = L , p = k 

20. y = cos — y = 0, x = 0, x = p = ky 

21. y Jd 2 - x 2 , 0<y<x, p = k 

22. x 2 + y 2 = a 2 , 0 < x, 0 < y, p = k(x 2 + y 2 ) 


33. y = 0, y = b, x = 0, x = a, p = ky 

34. y = V a 2 — x 2 , y = 0, p = ky 

35. y = 4 — x 2 , y = 0, v > 0, p = kx 

36. y = x, y = x 2 , p = kxy 

37. y = ^/x, y = 0, x = 4, p = kxy 

38. y = x 2 , y 2 = x, p = x 2 + y 2 

39. y = x 2 , y 2 = x, p = kx 

40. y = x 3 , y = Ax, p = k\y\ 
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En los ejercicios 41 a 46 , dar la integral doble requerida para 
hallar el momento de inercia /, con respecto a la recta dada, de la 
lamina limitada o acotada por las graficas de las ecuaciones. 
Utilizar un sistema algebraico por computadora y evaluar la inte¬ 
gral doble. 

41 . x 2 + y 2 = b 2 , p = k, recta: x = a (a > b) 

42 . y = 0, y = 2, x = 0, x = 4, p = k, recta: x = 6 

43 . y = s/x, y = 0, x = 4, p = kx, recta: x = 6 

44 . y = s/a 2 — x 2 , y = 0, p = ky, recta: y = a 

45 . y = s/a 2 — x 2 , y = 0, x > 0, p = k(a — y), recta: y = a 

46 . y = 4 — x 2 , y = 0, p = k, recta: y = 2 


Desarrollo de conceptos 


47. Dar las formulas para hallar los momentos y el centra de 
masa de una lamina plana de densidad variable. 

48. Dar las formulas para hallar los momentos de inercia con 
respecto a los ejes v y y de una lamina plana de densidad 
variable. 

49. Con las propias palabras, describir que mide el radio de giro. 


Para discusion 


50. El centra de masa de la lamina de densidad constante 
mostrado en la figura es (2, f). Hacer una conjetura acerca 
de como cambiara el centra de masa (x, y) si la densidad 
p(x, y) no es constante. Explicar. (Hacer la conjetura sin 
realizar calculo alguno.) 


y 



a) p(x,y) = ky b) p(x,y) = k\2 — x\ 

c) p(x,y) = kxy d) p(x,y) = k(4 - x)(4 - y) 


Hidraulica En los ejercicios 51 a 54, determinar la posicion del eje 
horizontal y a en el que debe situarse una compuerta vertical en una 
presa para lograr que no haya momento que ocasione la rotacion 
bajo la carga indicada (ver la figura). El modelo para y a es 



donde y es la coordenada y del centroide de la compuerta, Iy es 
el momento de inercia de la compuerta con respecto a la recta 
y = y, h es la profundidad del centroide bajo la superficie y A es 
el area de la compuerta. 


y 



55. Demostrar el teorema de Pappus siguiente: sea R una region 
plana y sea L una recta en el mismo piano tal que L no corta el 
interior de R. Si r es la distancia entre el centroide de R y la 
recta, entonces el volumen V del solido de revolucion generado 
por revolucion de R en torno a la recta esta dado por V = 2irrA, 
donde A es el area de R. 


PR0YECT0 DE TRABAJ0 


Centro de presion sobre una vela 


El centra de presion sobre una vela es aquel punto (x , y p ) en el cual 
puede suponerse que actua la fuerza aerodinamica total. Si la vela se 
representa mediante una region plana R, el centra de presion es 

= f R f xy dA = SrS y 2 dA 

p UydA y y ” fJydA■ 


Considerar una vela triangular con vertices en (0, 0), (2, 1) y (0, 5). 
Verificar los valores de cada integral. 

a) j J y dA = 10 b) J J xy dA = ^ c) j j y 2 dA = 

Calcular las coordenadas (x p , y p ) del centra de presion. Dibujar una 
grafica de la vela e indicar la localizacion del centra de presion. 
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Area de una superficie 


■ Utilizar una integral doble para hallar el area de una superficie. 


Superficie: z 



Figura 14.43 


AT. 



Figura 14.44 


Area de una superficie 

En este punto ya se tiene una gran cantidad de conocimientos acerca de la region solida 
que se encuentra entre una superficie y una region R en el piano xy cerrada y limitada o 
acotada, como se muestra en la figura 14.43. Por ejemplo, se sabe como hallar los 
extremos de / en R (seccion 13.8), el area de la base R del solido (seccion 14.1), el volu- 
men del solido (seccion 14.2) y el centroide de la base de R (seccion 14.4). 

En esta seccion se vera como hallar el area de la superficie superior del solido. Mas 
adelante se aprendera a calcular el centroide del solido (seccion 14.6) y el area de la super¬ 
ficie lateral (seccion 15.2). 

Para empezar, considerar una superficie S dada por 

Z = f{x, y) Superficie definida sobre una region R. 

definida sobre una region R. Suponer que R es cerrada y acotada y que f tiene primeras 
derivadas parciales continuas. Para hallar el area de la superficie, se construye una parti- 
cion interna de R que consiste en n rectangulos donde el area del rectangulo i-6 simo R t es 
A A- = Ax-Ay., como se muestra en la figura 14.44. En cada R t sea (x-, y •) el punto mas 
proximo al origen. En el punto (x-, y. # z) = (x-, y ir f(x ir y-)) de la superficie S , se construye 
un piano tangente T i: El area de la porcion del piano tangente que se encuentra directa- 
mente sobre R t es aproximadamente igual al area de la superficie que se encuentra direc- 
tamente sobre R r Es decir, A T t ~ A S r Por tanto, el area de la superficie de S esta dada por 


2 a s,. - X 

i = 1 i'=l 

Para hallar el area del paralelogramo A T t , notar que sus lados estan dados por los vectores 

u = At,i + fJ.Xj, >’,) Ax-k 


y 

V= Av,j Av,k. 


De acuerdo con el teorema 11.8, el area de A T t esta dada por || U x v||, donde 


u x 



j k 

0 fx( x v yd a x t 


0 A y t f y (x t ,y t ) Ay t 

= tfx( x i'yd A^.A^.i - f v (x v y,) Ax, Av,j + Ax,Av,k 

= >’«)■ -fyi^ydi + K) aa ; . 


Por tanto, el area de A T t es || U x 


= TUJxZyJV + [/ybi-y,)] 2 + lAA ; ,y 


n 

El area de la superficie de ~ ^ AS- 

i = i 


2 + [/xbi-y,)] 2 + [/yb,-.y,)] 2 aa,.. 


Esto sugiere la definicion siguiente de area de una superficie. 
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DEFINICION DEL AREA DE UNA SUPERFICIE 


Si / y sus primeras derivadas parciales son continuas en la region cerrada R en el 
piano xy, entonces el area de la superficie S dada por z = fix, y) sobre R esta dada 
por 


Area de la superficie i = 



dS 

VI + [ TJx^yJP + [f y (x,y)] 2 dA. 


Para memorizar la integral doble para el area de una superficie, es util notar su seme- 
janza con la integral de la longitud del arco. 


L ongitud sobre el eje x: 



L ongitud de arco en el piano xy: 


Area en el piano xy: 

Area de una superficie 
en el espacio: 



J f'b rb 

ds = I Vl + [fix)] 2 dx 

a J a 


■SJ 


Vl + \f x (x, >’)] 2 + LfJx.y )] 2 dA 


Igual que las integrales para la longitud de arco, las integrates para el area de una 
superficie son a menudo muy difteiles de calcular. Sin embargo, en el ejemplo siguiente se 
muestra un tipo que se evalua con facilidad. 


EJEMPLO I El area de la superficie de una region plana 


Plano: z 

z = 2 - x - y - 


2 



R: x 2 + y 2 < 1 


Figura 14.45 


Hallar el area de la superficie de la porcion del piano 

z = 2 - x - y 

que se encuentra sobre el circulo x 2 + y 2 < 1 en el primer cuadrante, como se muestra en 
la figura 14.45. 


Solucion Como f x {x, y) = — 1 y f (x, y) = — 1, el area de la superficie esta dada por 



Formula para el area de la superficie. 


Sustituir. 


Observar que la ultima integral es simplemente V3 por el area de la region R. R es un 
cuarto del circulo de radio 1, cuya area es \n (l 2 ) o 7 t/ 4. Por tanto, el area de S es 

S = V3 (area de R) 



\/3 77 


4 
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EJEMPLO 2 Hallar el area de una superficie 



a) 



Figura 14.46 


Paraboloide: 


z = 1 + x 2 + y 2 ' 

2 ‘ 

J 

R: x 2 + y 2 <1 

W 

R 

1 yC 

1 

X 

Figura 14.47 



Hallar el area de la portion de la superficie 
f(x,y) = 1 -x 2 + y 

que se encuentra sobre la region triangular cuyos vertices son ( 1 , 0 , 0 ), (0, —1, 0) y 
(0, 1 , 0), como se muestra en la figura 14.46a. 

Solution Como f x (x, y) = — 2x y f (x, y ) = 1, se tiene 

^ = fj vi + UJ^W + UJ^WdA = fj vrwr ua. 

En la figura 14.46/? se ve que los limites o cotas de R son 0 < x < ly x - l<y < 1- x. 
Por lo que la integral sera 

n l — x 

J2 + 4x 2 dy dx 

-l 

= f yV 2+4? 


(1 — x) V2 + 4x 2 — (x — 1)V2 + 4x 2 


L 

■ 1 ; 

= J (2V2 + 4x 2 — 2xj2 + 4x 2 ) dx 

Jo 

72 + 4r 2 + ln(Zc + 72+ 4r 2 ) - (2 + 


Tablas de integration (apendice B). 
Formula 26 y regia de la potencia. 


= 76 + ln(2 +V6)-V6-lnV2 + |V2 = 1.618. 


EJEMPLO 3 Cambio de variables a coordenadas polares 

Hallar el area de la superficie del paraboloide z— 1 + x 2 + y 2 que se encuentra sobre el 
tirculo unidad o unitario, como se muestra en la figura 14.47. 

Solution Como f x (x, y) = 2x y f (x, y) = 2y, se tiene 

5 = ff VI + UJ^W + UJ^WdA = fj 71 + 4v 2 + 4y 2 dA. 

Se puede pasar a coordenadas polares haciendo x = r COS Oy y = r sen 0. Entonces, como 
la region R esta acotada por 0<r<ly0<#< 2i t, se tiene 

S = f f VI + 4 r 2 r dr dO 

Jo Jo 


-t 

■I 


^(1 + 4r 2 ) 3/2 

575- 1 


Hi 


de 


12 


de 


Jo 


575- l 

12 

tt( 575 - l) 

6 

5.33. 


-| 277 
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EJEMPLO 4 Hallar el area de una superficie 


Hemisferio: 
flx,y)=V25-J-f 


Z 



Hallar el area de la superficie S correspondiente a la porcion del hemisferio 
f(x, y) = 725 — X 2 — y 2 Hemisferio. 

que se encuentra sobre la region R limitada o acotada por el circulo x 2 + y 2 < 9, como se 
muestra en la figura 14.48. 


Solucion Las primeras derivadas parciales de f son 


f x (x,y) = 


v /25 - .v 2 - y 2 


y f y (x, y) = 


7 25 - x 2 - v 2 


y, de acuerdo con la formula para el area de una superficie, se tiene 
dS = 7l + [fjx, v)] 2 + UJxryjV dA 

-J 


1 + 


V25 — x 2 — y 


V25 — x 2 — y 2 


\ dA. 


7251 x 2 -y 2 


dA 


Asi, el area de la superficie es 



Se puede pasar a coordenadas polares haciendo x = r COS 6 y y = r sen 6. Entonces, como 
la region R esta acotada por 0< r < 3y0< 0 < 2i t, se obtiene 



Hemisferio: 

fix, y) = V25-x 2 -y 2 


z 



El procedimiento utilizado en el ejemplo 4 puede extenderse para hallar el area de la 
superficie de una esfera utilizando la region R limitada o acotada por el circulo 
x 2 + y 2 < a 2 , donde 0 < a < 5, como se muestra en la figura 14.49. Se puede mostrar 
que el area de la superficie de la porcion del hemisferio 

f{x,y) = V25-^-y 2 


que se encuentra sobre la region circular es 


5 = 




dA 


C2tt ra 

Jo Jo 


V25^ 
= 10tt (5 - 725 


==r dr dO 
r z 



Tomando el limite cuando a tiende a 5 y multiplicando el resultado por dos, se obtiene el 
area total, que es IOOtt. (El area de la superficie de una esfera de radio r es S = 47rr 2 .) 


Figura 14.49 


































1024 


CAPITULO 14 


Integration multiple 


Paraboloide: 

Ax,y) = 2 -J-y 1 


Z 



-\<y<\ 


Figura 14.50 


r =SGC 0 



Un cuarto de la region R esta acotada por 

()</•< sec Oy -y- < 0 < - 7 . 

4 4 

Figura 14.51 


La regia de Simpson o la regia del trapecio pueden usarse para aproximar el valor de 
una integral doble, siempre que se pueda obtener la primera integral. Esto se ilustra en el 
ejemplo siguiente. 


EJEMPLO 5 Aproximacion del area de una superficie mediante 
la regia de Simpson 

Hallar el area de la superficie del paraboloide 
f(x, y) = 2 — X 2 — y 2 Paraboloide. 

que se encuentra sobre la region cuadrada acotada por — 1 < x < 1 y — 1 < y < 1, como 
se muestra en la figura 14.50. 


Solution Utilizando las derivadas parciales 
f x (x, y) = ~2x y f y (x, y) = -2y 
se tiene que el area de la superficie es 

s = J^J Vl + \jjx, y)] 2 + \jjx, y)] 2 dA 
VI + (-2c) 2 + (-2y ?dA 
Vl + 4V + 4y 2 dA. 

En coordenadas polares, la recta x = 1 esta dada por r COS 6 = lor = sec 6, y en la figu¬ 
ra 14.51 se puede determinar que un cuarto de la region R esta limitada o acotada por 

O<r<sec 0 y -4 2 6 < 4- 

J 4 4 



Haciendo x = r COS 6 y y = r sen 6 se obtiene 


-i*- 


1 J J VI + 4V+ 4y 2 <M 

r tt/4 r se 

J-77/4J0 


4 . 


77 /4 f sec 0 

Vl + 4r 2 r Jr J0 

7t/4 

tt/4 -isec0 

_L(1+ 4-2)372 
-V4 11 JO 

1 r^/4 

^ [(1+ 4sec 2 0)F 2 - 1 ]d0. 

77/4 


Por ultimo, usando la regia de Simpson con n = 10, se aproxima esta integral simple 

^77/4 

[(1 + 4 sec 2 d) 3/2 - 1] de 

J — tt/4 

7.450. 


-if 


TEC NO LOG IA La mayor parte de los programas de computation que realizan inte¬ 
gration simbolica con integrates multiples tambien realizan tecnicas de aproximacion 
numericas. Si se dispone de uno de estos programas, se recomienda usarlo para aproxi¬ 
mar el valor de la integral del ejemplo 5. 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 14, hallar el area de la superficie dada por 
z = f(x,)/} sobre la region R. ( Sugerencia: Algunas de las inte¬ 
grates son mas sencillas en coordenadas polares.) 

1- fix, y) = 2 k + 2y 

R: triangulo cuyos vertices son (0, 0), (4, 0), (0, 4) 

2. fix, y) = 15 + 2x — 3y 

R: cuadrado cuyos vertices son (0, 0), (3, 0), (0, 3), (3, 3) 

3. fix, y) = 7 + 2x + 2y 4. f(x, y) = 12 + 2x - 3y 

R = {(x,y):x 2 + y 2 < 4} R = {(x,y):x 2 + y 2 < 9} 

5. fix, y) = 9 - x 2 

R: cuadrado cuyos vertices son (0, 0), (2, 0), (0, 2), (2, 2) 

6. f(x,y) = y 2 

R: cuadrado cuyos vertices son (0, 0), (3, 0), (0, 3), (3, 3) 

7. f{x, y) = 3 + x 3 / 2 

R: rectangulo cuyos vertices son (0, 0), (0, 4), (3, 4), (3, 0) 

8. fix.y) = 2+ \y 3 ' 2 

R = {(x,y): 0< x< 2,0<y< 2 - x} 

9. f(x, y) = ln|secx| 

R = j(x,y): 0<x<^,0<y< taruj 

10. fix, y) = 13 + * 2 - y 2 

R = {(x,y)\x 2 + y 2 < 4} 

11. fix, >■) = V^y 7 , R = \(x, y):0< f(x,y) < 1} 

12. f(x,y) = xy, R = {(x,y)\x 2 + y 2 < 16} 

13. fix,: y) = Jo 2 - - y 2 

R = {(x, y): x 2 + y 2 < b 2 , 0 < b < a) 

14. f{x, y) = Jo 2 - x 2 - y 2 
R = {(x,y): x 2 + y 2 < a 2 } 

En los ejercicios 15 a 18, hallar el area de la superficie. 

15. Porcion del piano z = 24 — 3x — 2y en el primer octante 

16. Porcion del paraboloide z= 16 — x 2 — y 2 en el primer octante 

17. Porcion de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 25 en el interior del cilin- 
dro x 2 + y 2 = 9 

18. Porcion del cono z = 2Vx 2 + y 2 en el interior del cilindro 
x 2 + y 2 = 4 

G3J En los ejercicios 19 a 24, dar una integral doble que represente 
el area de la superficie z = f(x, sobre la region R . Utilizando 
un sistema algebraico por computadora, evaluar la integral 
doble. 

19. fix, y) = 2y + x 2 

R: triangulo cuyos vertices son (0, 0), (1, 0), (1, 1) 

20. fix, >-) = 2x + y 2 

R: triangulo cuyos vertices son (0, 0), (2, 0), (2, 2) 

21. fix, y) = 9- x 2 -y 2 22. fix, y)=x 2 + y 2 

R = {(x,_y): 0 < fix, y)\ R = {(*, y) : 0 < fix, y) < 16} 


23. fix, >■) = 4- x 2 -y 2 

R = {' {x,y): 0<x< 1, 0<>>< 1} 

24. fix, y) = |c 3/2 + COS a 

R = {ix,y)\ 0<x<l, 0<y<l} 

Aproximacion En los ejercicios 25 y 26, determinar que valor 
se aproxima mas al area de la superficie z= fix, y) sobre la 
region R. (Elegir el valor basandose en un dibujo de la superficie 
y no mediante la utilizacion de calculos.) 

25. fix, y) = 10 - iv 2 

R: cuadrado cuyos vertices son (0, 0), (4, 0), (4, 4), (0, 4) 
a) 16 b) 200 c) -100 d) 72 e) 36 

26. fix, y) = IVx 2 + y 2 

R: cfrculo limitado o acotado por x 2 + y 2 = 9 
a ) -100 b) 150 c) 9tt d) 55 e) 500 

MKi En los ejercicios 27 y 28, utilizar un sistema algebraico por 
computadora y aproximar la integral doble que representa el 
area de la superficie de la grafica de / sobre la region 
R = {(x,j^:0<x< 1,0< y< 3}. 

27. fix, y) = e* 28. fix, y) = \y 5 / 2 

En los ejercicios 29 a 34, formular una integral doble que propor- 
cione el area de la superficie en la grafica de f sobre la region R . 


29. 

fix, y) = x 3 — 3xy + y 3 





R: cuadrado cuyos vertices son (1, 

D,(- 

i, i), (- 1 .-D, ( 1 ,-d 

30. 

fix, y) = x 2 - 3xy - y 2 





R = {(;e,y):0< x < 4, 0 < 

y < 

x} 


31. 

fix,y) = e~ x seny 

32. 

fix, y) = COS(x 2 + y 2 ) 


R = {ix,y):x 2 + y 2 < 4} 


R = 

ix, y y.x 2 + y 2 < | 

J 

33. 

fix,y) = 





R = {(x,y):0< v < 4, 0< 

y ^ 

10} 


34. 

fix,y) = e - *sen;y 





R = {(jc.y): 0 < x < 4, 0 < 

y s 

x} 
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CAPfrULO 14 Integration multiple 


Para discusion 


38. Responder las siguientes preguntas acerca del area de super¬ 
ficie S sobre una superficie dada por una funcion positiva 
z = /(x, y) sobre una region R en el piano xy. Explicar cada 
respuesta. 

a) {Es posible para S igualar el area de R? 

b) ^Puede S ser mayor que el area de R? 

c ) ^Puede S ser menor que el area de R1 


39. Hallar el area de la superficie del solido interseccion de los ci- 
lindros x 2 + z 2 = ly y 2 + z 2 = 1 (ver la figura). 



Figura para 39 Figura para 40 

40. Mostrar que el area de la superficie del cono z = kjx 2 + y 2 , 
k > 0 sobre la region circular x 2 + y 2 < r 2 en el piano xy es 
7rr 2 s/k 2 + 1 (ver la figura). 


41. Diseno industrial Una empresa produce un objeto esferico de 
25 centimetros de radio. Se hace una perforation de 4 centime- 
tros de radio a traves del centra del objeto. Calcular a ) el volu- 
men del objeto y b) el area de la superficie exterior del objeto. 


42. M odelo matematico Un ranchero construye un granero de 
dimensiones 30 por 50 pies. En la figura se muestra la forma 
simetrica y la altura elegidas para el tejado. 


z 



a) Utilizar las funciones de regresion de una herramienta de 
graficacion para hallar un modelo de la forma z = ay 3 + by 2 
+ cy + d para el perfil del techo. 

b) Utilizar las funciones de integracion numerica de una herra¬ 
mienta de graficacion y el modelo del inciso a) para aproxi- 
mar el volumen del espacio de almacenaje en el granero. 

c) Utilizar las funciones de integracion numerica de una herra¬ 
mienta de graficacion y el modelo del inciso a) para aproxi- 
mar el area de la superficie del techo. 

d) Aproximar la longitud de arco de la recta del techo y calcular 
el area de la superficie del techo multiplicando la longitud de 
arco por la longitud del granero. Comparar los resultados y las 
integraciones con los encontrados en el inciso c). 



Capilaridad 


Una propiedad muy conocida de los lfquidos se llama “capilaridad”, 
y consiste en que ascienden por conductos verticales muy estrechos. 
La figura muestra dos placas que forman una cuna estrecha dentro de 
un recipiente con liquido. La superficie superior del liquido toma 
una forma hiperbolica dada por 

_ & 

z ~^ry 2 

donde x, y y z estan medidas en pulgadas. La constante k depende del 
angulo de la cuna, del tipo de liquido y del material de las placas. 

a) Hallar el volumen del liquido que ha ascendido por la cuna. 
(Tomar k = 1.) 

b) Hallar el area de la superficie horizontal del liquido que ha ascen¬ 
dido por la cuna. 

Adaptacion de un problema sobre capilaridad de “Capillary Phe¬ 
nomena” de Thomas B. Greenslade, Jr., Physics Teacher , mayo de 
1992. Con autorizacion del autor. 


z 



y 
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Integrates triples y aplicaciones 


■ Utilizar una integral triple para calcular el volumen de una region solida. 

■ Hallar el centro de masa y los momentos de inercia de una region solida. 



Region solida Q 


Integrates triples 

El procedimiento utilizado para definir una integral triple es analogo al utilizarlo para 
integrates dobles. Considerar una funcion / en tres variables que es continua sobre una 
region solida acotada Q. Entonces, se encierra Q en una red de cubos y se forma una par¬ 
ticion interna que consta de todos los cubos que quedan completamente dentro de Q , 
como se muestra en la figura 14.52. El volumen del /-esimo cubo es 

AV- = Ax i Ay i Az i - Volumen del /-esimo cubo. 

La norma ||A|| de la particion es la longitud de la diagonal mas larga en los n cubos de la 
particion. En cada cubo se elige un punto {x v y v zj) y se forma la suma de Riemann 

2 A*;- y» Z/) Av i■ 

i = 1 

Tomando el limite cuando ||A|| —» 0 se llega a la siguiente definicion. 


to 



Volumen de Q ~ ^ ^AVi 

i= 1 

Figura 14.52 


DEFINICION DE INTEGRAL TRIPLE 


Si / es continua sobre una region solida acotada Q , entonces la integral triple de/ 
sobre Q se define como 


fffflx.y. 


^ dV = iijfen 2 y <' 


siempre que el limite exista. El volumen de la region solida Q esta dado por 


Volumen de Q 


Iff 


dV. 


Algunas de las propiedades de las integrates dobles expuestas en el teorema 14.1 
pueden replantearse en terminos de integrates triples. 


] j j --- jjj 

///' 


f{x, y, z) dV 


Q Q 

2. | | | [.fix, y, z) ± gix, y, z)] dV = J// f(x, y, z ) dV i ^ ^^ g(v, y, z) dV 


Q 


Q 


Q 


3. JJJ fix, y, z) dV = f J J fix, y,z)dV + JJJ fix, y, 


z) dV 


Qi 


Qi 


En las propiedades dadas arriba, Q es la union de dos subregiones solidas que no se sobre- 
ponen Q l y Q v Si la region solida Q es simple, la integral triple fff fix, y, z) dV puede 
evaluarse con una integral iterada utilizando alguno de los seis posibles ordenes de inte- 
gracion: 


dx dy dz dy dx dz dz dx dy dx dz dy dy dz dx dz dy dx. 
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CAPITULO 14 Integration multiple 


EXP LO RAC I 6 N 

Volumen de un sector paraboloide 
En las paginas 997 y 1006, se pidio 
resumir las diferentes formas estu- 
diadas hasta ahora para hallar el 
volumen del solido limitado o aco- 
tado por el paraboloide 

z — a 2 — x 2 — y 2 , a > 0 

y el piano xy. Ahora se conoce un 
metodo mas. Utilizarse para hallar 
el volumen del solido. 


z 



X 


La version siguiente del teorema de Fubini describe una region que es considerada 
simple con respecto al orden dz dy dx. Para los otros cinco ordenes pueden formularse 
descripciones similares. 


TEOREMA 14.4 EVALUACION MEDIANTEINTEGRALESITERADAS 


Sea/continua en una region solida definida por Q 

a < x < b, h^x) <y< h 2 {x), g^x, y) < z < g 2 (x, y) 
donde h v h 2 , g x y g 2 son funciones continuas. Entonces, 

rb rh 2 (x) rg 2 (x,y ) 


SSS /(x ' y ' 


z)dV 


h 2 W fg 2 (x> 

f(x, y, z) dz dy dx. 

iti) Jgi&y) 


Para evaluar una integral iterada triple en el orden dz dy dx, se mantienen xy y cons- 
tantes para la integration mas interior. Despues, se mantiene x constante para la segunda 
integration. 


EJEMPLO I Evaluar una integral iterada triple 


Evaluar la integral iterada triple 

c2 rx rx+y 

e x (y + 2 z) dz dy dx. 



0 JO Jo 


Solution Para la primera integration, se mantienen xy y constantes y se integra con 
respecto a z. 


2 rx rx + y 



2 rx 


e x (y + 2z) dz dy dx = e x (yz + z 2 ) 


0 JO JO 


JO JO 

rr 

JO JO 


dy dx 


X (x 2 + 3xy + 2y 2 ) dy dx 


Para la segunda integration, mantener x constante y se integra con respecto a y. 


e x (x 2 + 3xy + 2 y 2 ) dy dx 


o Jo 


-f 

= 19 r 2 

" 6 Jo 


e x [ x z y + 


3xy 2 2y 3 


dx 


= I x 3 e x dx 

Jo 


Por ultimo, se integra con respecto a x. 


19 r 
6 Jo 


I x 3 e x dx = 


e x (x 3 — 3x 2 + 6x — 6) 
^2 


- 19(y + 1 


65.797 


El ejemplo 1 muestra el orden de integration dz dy dx. Con otros ordenes, se puede 
seguir un procedimiento similar. Por ejemplo, para evaluar una integral iterada triple en el 
orden dx dy dz, se mantienen yyz constantes para la integration mas interior y se integra 
con respecto a x. Despues, para la segunda integration, se mantiene z constante y se inte¬ 
gra con respecto a y. Por ultimo, para la tercera integration, se integra con respecto a z. 
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z 

z = g 2 (x, y) 



Proyeccion sobre el piano xy 


La region solida Q se encuentra entre dos 
superficies 

Figura 14.53 


0 < z < 2\/ 4 - x 2 - y 2 


z 



Elipsoide: 4X 2 + 4y 2 + z 2 = 16 


Figura 14.54 


y 0 <x < 2 

0 <y < V4 -x 2 



1 2 


Para hallar los limites dado un orden determinado de integracion, por lo general se 
aconseja determinar primero los limites mas interiores, que pueden ser funciones de las 
dos variables exteriores. Despues, proyectando el solido Q sobre el piano coordenado de 
las dos variables exteriores, se pueden determinar sus limites de integracion mediante los 
metodos usados para las integrates dobles. Por ejemplo, para evaluar 


III 


f(x, y, z ) dz dy dx 


primero se determinan los limites de z, y entonces la integral toma la forma 



f(x, y, z) dz 


dy dx. 


Proyectando el solido Q sobre el piano xy, se pueden determinar los limites de x y de y de 
la misma manera que se hizo en el caso de las integrates dobles, como se muestra en la 
figura 14.53. 


EJEMPLO 2 Integral triple para hallar un volumen 

Hallar el volumen del elipsoide dado por 4x 2 + 4y 2 + z 2 = 16. 


Solucion Como en la ecuacion x, y y z juegan papeles similares, el orden de integracion 
es probablemente irrelevante, y se puede elegir arbitrariamente dzdydx. Ademas, se 
pueden simplificar los calculos considerando solo la porcion del elipsoide que se encuen¬ 
tra en el primer octante, como se muestra en la figura 14.54. Para el orden dz dy dx, se 
determinan primero los limites o cotas de z. 

0 < z < 2V4 — x 2 — y 2 

Los limites o cotas de 1 y y son, como se ve en la figura 14.55, xyyy0<x<2y 
0 < y < V4 — x 2 , por lo que el volumen del elipsoide es 


-/II 


dV 


Q 


2 rJJ^? r2Ji-x 2 - 


= 8 

= 8 

= 16 


0 Jo 


f 


dz dy dx 


0 Jo 


2V4-x 2 -y 2 


dy dx 


2 rV 


V(4 - x 2 ) — y 2 dy dx 


0 Jo 


Tablas de integracion (apendice 
B), formula 37. 


= 8 J yV 4 — x 2 — y 2 + (4 - x 2 ) arcsen^ y^^ 


[0 + (4 - x 2 )arcsen(l) - 0 - 0] dx 


dx 


-i 

-J>-*’>(! 


dx 


= 47 T 


A X ' 

4x-j 




Figura 14.55 


6477 
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CAPITULO 14 


Integration multiple 


El ejemplo 2 es poco usual en el sentido de que con los seis posibles ordenes de inte¬ 
gration se obtienen integrales de dificultad comparable. Tratar de emplear algun otro de 
los posibles ordenes de integracion para hallar el volumen del elipsoide. Por ejemplo, con 
el orden dx dy dz se obtiene la integral 

n yi6^?/2 rVl6-Ay 2 -z 2 /2 

dx dy dz. 

i Jo 

Si se resuelve esta integral, se obtiene el mismo volumen que en el ejemplo 2. Esto es 
siempre asi; el orden de integracion no afecta el valor de la integral. Sin embargo, el orden 
de integracion a menudo afecta la complejidad de la integral. En el ejemplo 3, el orden de 
integracion propuesto no es conveniente, por lo que se puede cambiar el orden para sim- 
plificar el problema. 


Q-. o<x< yf 



EJEMPLO 3 Cambiar el orden de integracion 


Evaluar 


rVW2rVw2 r 3 

J, I r en 


(y 2 ) dzdy dx. 


Solution Observese que despues de una integracion en el orden dado, se encontraria la 
integral 2 / sen(y 2 ) dy , que no es una funcion elemental. Para evitar este problema, se cam- 
bia el orden de integracion a dz dx dy, de manera que y sea la variable exterior. Como se 
muestra en la figura 14.56, la region solida Q esta dada por 

°<x< x < y < 1< Z <3 

y la proyeccion de Q en el piano xy proporciona los limites 

0 “ 31 “ -y/f y 0 s 

Por tanto, la evaluation de la integral triple usando el orden dz dx dy produce 

/77/2 ry r 3 


/; 


sen(y 2 ) dz dx dy = 


r v 77-/2 p 

Jo Jo 


z sen(y 2 ) 
tt/2 ry 


= 2 


= 2 f 


= 1. 


77-/2 p 

0 Jo 

L 


dx dy 
sen(y 2 ) dx dy 


x sen(y 2 ) 


dy 


V 7t/2 

0 

cos(y 2 ) 


y sen(y 2 ) dy 

tt/2 


Figura 14.56 
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z 



Q: 0<z<l-y 2 
l-y<x<3-y 
0<y<l 

Figura 14.57 


z Hemisferio: 

z = V1 - ? - .v 2 



Base circular: 


x 2 + y 2 = 1 

Q: 0<z< Vl - a 2 - y 2 

-Vl -/<*< Vl -V 
-1 <?< 1 

Figura 14.58 


Esfera: 

x 2 + y 2 + z 2 = 6 



0: x 2 + y 2 <z< V6 -.v 2 -_y 2 
-yjl- x 2 < y < a/ 2 -x 2 
-a/2<x< a/2 


EJEMPLO 4 Determinacion de los limites de integracion 

Dar una integral triple para el volumen de cada una de las regiones solidas. 

a ) La region en el primer octante acotada superiormente por el cilindro z = 1 — y 2 y com- 
prendida entre los pianos verticales x + y= lyx + y= 3 

b ) El hemisferio superior dado por z = Vl — x 2 — y 2 

c ) La region acotada inferiormente por el paraboloide z = x 2 + y 2 y superiormente por la 
esfera x 2 + y 2 + z 2 = 6 


Solucion 

a ) En la figura 14.57, observese que el solido esta acotado inferiormente por el piano xy 
(z = 0) y superiormente por el cilindro z — 1 — y 2 - Por tanto, 

0 < Z < 1 - y 2 . Limites o cotas para z. 

Proyectando la region sobre el piano xy se obtiene un paralelogramo. Como dos de los 
lados del paralelogramo son paralelos al eje x, se tienen las cotas siguientes: 

1—y<x<3—y y 0 < y < 1. 


Por tanto, el volumen de la region esta dado por 

rrr rl r3-y rl-y* 

V = \ \ \ dV = I I I dzdxdy. 

J J J Jo Jl—y Jo 

Q 

b ) Para el hemisferio superior dado por z = Vl — x 2 — y 2 , se tiene 

0 < Z < Vl — X 2 — y 2 . Cotas para z. 

En la figura 14.58, observese que la proyeccion del hemisferio sobre el piano xy es el 
circulo dado por x 2 + y 2 = 1, y se puede usar el orden dxdy o el orden dy dx. 
Eligiendo el primero se obtiene 

- Vl - y 2 < x < Vl - y 2 y —1 < y < 1 

lo cual implica que el volumen de la region esta dado por 


V 


-JJWJQi 


Jl-y 2 rVl-x z -y z 


dz dx dy. 


Q 

c) Para la region acotada inferiormente por el paraboloide z = x 2 + y 2 y superiormente 
por la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 6, se tiene 

X 2 + y 2 < Z < V6 — X 2 — y 2 . Cotas para z. 

La esfera y el paraboloide se cortan en z = 2. Ademas, en la figura 14.59 se puede ver 
que la proyeccion de la region solida sobre el piano xy es el circulo dado por 
x 2 + y 2 = 2. Utilizando el orden dy dx se obtiene 

- V2 - x 2 < y < V2 - x 2 y - V2 < x < V2 


Figura 14.59 


lo cual implica que el volumen de la region esta dado por 
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CAPITULO 14 Integration multiple 


EXP LO RAC I 6 N 

Dibujar el solido (de densidad uni¬ 
forme) limitado o acotado por 
z = 0 y 

1 

z ~ 1 + x 2 + y 2 

donde x 2 + y 2 < l.A partir del 
dibujo, estimar las coordenadas del 
centro de masa del solido. Ahora 
utilizar un sistema algebraico por 
computadora y verificar la esti¬ 
mation. ^Que se observa? 


En ingenieria y en ffsica, el 
momento de inercia de una masa se 
usa para hallar el tiempo requerido 
para que una masa alcance una veloci- 
dad de rotation dada con respecto a un 
eje, como se muestra en la figura 
14.60. Cuanto mayor es el momento de 
inercia, mayor es la fuerza que hay que 
aplicar a la masa para que alcance la 
velocidad deseada. ■ 


z 



Centro de masa y momentos de inercia 

En el resto de esta section se analizan dos aplicaciones importantes de las integrales triples 
a la ingenieria. Considerese una region solida Q cuya densidad esta dada por la funcion 
de densidad p. El centro de masa de una region solida Q de masa m esta dado por 
(x, y, z), donde 


M, 


M v 


M v 


= SIS p(x ' y ‘ 

-III 

4 
4 


z)dV 


xp(x, y, z) dv 


yp(x, y, z) dV 


zp(x, y, z) dV 


_ M _ M xz _ M 

x = -, y = -, z = -• 

m m m 


Masa del solido. 


Primer momento con respecto al piano yz. 


Primer momento con respecto al piano xz. 


Primer momento con respecto al piano xy. 


Las cantidades M yz , M xz y M xy se conocen como los primeros momentos de la region Q 
con respecto a los pianos yz, xz y xy, respectivamente. 

Los primeros momentos de las regiones solidas se toman con respecto a un piano, 
mientras que los segundos momentos de los solidos se toman con respecto a una recta. 
Los segundos momentos (o momentos de inercia) con respecto a los ejes x, y y z son los 
siguientes. 


4 = J J J (y 2 + z 2 )p(x, y, z) dv 
Q 

Iy = JjJ + Z ^ P ^ X ' y ' ^ dV 

Q 

Iz = J ff + y ^ P ^ X ' y> ^ dV 

Q 


Momento de inercia con respecto al eje x. 


Momento de inercia con respecto al eje y. 


Momento de inercia con respecto al eje z. 


En problemas que requieren el calculo de los tres momentos, puede ahorrarse una canti- 
dad considerable de trabajo empleando la propiedad aditiva de las integrales triples y escri- 
biendo 


4 ^xz ^xy' ly lyz ^xy 

donde I xy , I xz e I yz son 


^z Iyz Ixx 


/xy = iff z2p ^ x ' y ' ^ dV 

Q 

4 - = J J J y2p ( x ' y> ^ dv 

Q 

4 Z = J J J x2 p( x ’ y> z ) dV 

Q 


Figura 14.60 




SECCION 14.6 Integrates triples y aplicaciones 


1033 


EJEMPLO 5 Hallar el centro de masa de una region solida 


Z 



Densidad variable: 

p(x,y, z) = k(x 2 + y 2 + z 2 ) 

Figura 14.61 


Hallar el centro de masa del cubo unidad mostrado en la figura 14.61, dado que la densi¬ 
dad en el punto (x, y, z) es proporcional al cuadrado de su distancia al origen. 


Solucion Como la densidad en (x, y, z) es proporcional al cuadrado de la distancia entre 
(0, 0, 0) y (x, y, z), se tiene 

p(x, y, z) = k(x 2 + y 2 + z 2 ). 


Esta funcion de densidad se puede utilizar para hallar la masa del cubo. Debido a la 
simetria de la region, cualquier orden de integracion producira integrates de dificultad 
comparable. 



-ii 


dy dx 


-f 


X 2 + fjy + y j 


n l 


dx 


= k | ( x 2 + — ) dx 


= k 


x 3 2x 

T + T 


nl 


= k 


Jo 


El primer momento con respecto al piano yz es 



(x 2 + y 2 + z 2 ) dz dy 


dx. 


Notese que x puede sacarse como factor fuera de las dos integrates interiores, ya que es 
constante con respecto a y y a z. Despues de factorizar, las dos integrates interiores son 
iguales con respecto a la masa m. Por tanto, se tiene 




l 

o 


lk 

12 ' 


Asi, 

_ My, lk/12 7 

m k 12' 


Por ultimo, por la naturaleza de p y la simetria de x, y y z en esta region solida, se tiene 
x = y = z, y el centro de masa es 
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CAPITULO 14 Integration multiple 


0 < z < V4-x 2 -y 2 


—y/4 -x 2 <y< y/4-x 2 
-2 <x <2 

Hemisferio: 


I = V^4 - x 2 - y 2 



Base circular: 

x 2 + y 2 = 4 

Densidad variable: p(x,y, z) = kz 

Figura 14.62 


EJEMPLO 6 Momentos de inercia de una region solida 

Hallar los momentos de inercia con respecto a los ejes x y y de la region solida compren- 
dida entre el hemisferio 


z = V4 - x 2 - y 2 

y el piano xy, dado que la densidad en (x, y, z) es proporcional a la distancia entre 
(x, y, z) y el piano xy. 

Solution La densidad de la region esta dada por p(x, y, z) = kz . Considerando la 
simetria de este problema, se sabe que I x = I y , y solo se necesita calcular un momento, 
digamos I x . De acuerdo con la figura 14.62, se elige el orden dz dy dx y se escribe 


■/// 


(; y 2 + z 2 )p(x,y, z) dV 


2 r y4 - X 2 r n/4 — x 2 —y 2 


-V4^ L 

2 rV 4^2 p 


r 

-V4^?Jo 

a rjA^x 2 r 

: JJ- 

u 
a 

t 


= k 


= k 


y 2 z 2 , z2 

2 4 


( v 2 + z 2 )(kz) dz dy dx 

V4 -x 2 -y 2 


dy dx 


y 2 (4 - x 2 - y 2 ) (4 - x 2 - y 2 ) 2 


-V4^ L 

2 rV 4^2 


dy dx 


2^2,, _ Z! 


(4 - x 2 ) 2 y 


[(4 - x 2 ) 2 - y 4 ] dy dx 

V4^? 


- j4-x 2 


_ dx 


= \[\{AWx 2 f/ 2 dx 
= ^ f (4 - X 2 ) 5 /2 dx 

J Jo 


= 2 sen 6. 


= 4^r 

= 5 Jo 


t/2 

64 COS 6 Odd 
o 


- (rm 

= Skir. 


Por tanto, I = 8k it = I . 


Formula de Wallis. 


En el ejemplo 6, los momentos de inercia con respecto a los ejes x y y son iguales. Sin 
embargo, el momento con respecto al eje z es diferente. ^Parece que el momento de iner¬ 
cia con respecto al eje z deba ser menor o mayor que los momentos calculados en el ejem¬ 
plo 6? Realizando los calculos, se determina que 

h = y*™ 


Esto indica que el solido mostrado en la figura 14.62 presenta resistencia mayor a la 
rotation en torno a los ejes x o y que en torno al eje z. 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 8, evaluar la integral iterada. 

r l fi ri 



r 


x 2 y 2 z 2 dx dy dz 

9 rj/3 rVy 2 -9x 2 


4. 

6 . 


;o Jo jo 

r4 re 2 rl/xz 


J 1 J1 JO 

fw/2 fy/2 fl/y 


T7r/2 ry/2 r. 

M 

JO JO JO 


z dz dx dy 
In zdy dzdx 
seny dz dx dy 


En los ejercicios 9 y 10, utilizar un sistema algebraico por compu- 
tadora y evaluar la integral iterada. 


10 . 


rr~r 

JO J — j9—y 2 Jo 

J ~V2 rV 2-x 2 r4 

0 Jo J2; 


y dz dx dy 


y dz dy dx 


G3D En los ejercicios 11 y 12, utilizar un sistema algebraico por 
computadora y aproximar la integral iterada. 


11 . 

12 . 


2 /*V4^2 f4 . 

x z sen y 


^ r4 

J 1 

0 r 

Jo 


0 JO 

n 2-(2y/3) r 6-2y-3z 
I 


dz dy dx 


ze x2y2 dx dz dy 


En los ejercicios 13 a 18, dar una integral triple para el volumen 
del solido. 


13. El solido en el primer octante acotado por los pianos coordena- 
dos y el piano z = 5 — x — y 

14. El solido acotado por z = 9 — x 2 , z = 0, y = 0yy = 2x 

15. El solido acotado por el paraboloide z = 6 — x 2 — y 2 y z = 0 

16. El solido limitado por z = Vl6 - x 2 - y 2 y z = 0. 

17. El solido que es el interior comun bajo de la esfera x 2 + y 2 + z 2 

= 80 y sobre el paraboloide z = |(x 2 + y 2 ) 

18. El solido limitado arriba por el cilindro z = 4 — x 2 y abajo por 
el paraboloide z = x 2 + 3y 2 


Volumen En los ejercicios 19 a 22, utilizar una integral triple 
para hallar el volumen del solido mostrado en la figura. 




Volumen En los ejercicios 23 a 26, usar una integral triple para 
encontrar el volumen del solido limitado por las graficas de las 
ecuaciones. 

23. z = 4 - x 2 , y = 4 - x 2 , primer octante 

24. z = 9 - x 3 , y = -x 2 + 2, y = 0, z = 0, x > 0 

25. z = 2 — y, z = 4 — y 2 , x = 0, x = 3,y = 0 

26. z = x, y = x + 2, y = x 2 , primer octante 


En los ejercicios 27 a 32, dibujar el solido cuyo volumen esta 
dado por la integral iterada y reescribir la integral utilizando el 
orden de integracion indicado. 


28 


29. 


30. 


JTf 

R.eescribi: 

• Of 


dz dy dx 


Reescribir usando el orden dy dz dx. 
r 1 r 1 r 1 -* 

dz dx dy 


Reescribir usando el orden dx dz dy. 

f4 f(4-x)/2 f(12-3x-6y)/4 

dz dy dx 


2 r( 1 

Jo 

uti 
? r 6 

Jo 


Reescribir utilizando el orden dy dx dz . 

f3 fV9^? f6-x-y 

dz dy dx 




Reescribir utilizando el orden dz dx dy. 
fi fi fvT^7 

dz dx dy 
JO 

Reescribir utilizando el orden dz dy dx. 

m Vy 2 - Ax 2 

dz dy dx 

1 

Reescribir utilizando el orden dx dy dz. 


En los ejercicios 33 a 36, dar los seis posibles ordenes de inte¬ 
gracion de la integral triple sobre la region solida (g, fff xyz dV. 

Q 

33. Q = {(x, y, z): 0 < x < 1, 0 < y < x, 0 < z < 3} 

34. Q = {(x, y, z): 0 < x < 2, x 2 < y < 4, 0 < z < 2 — x} 

35. Q = {(x, y, z): x 2 + y 2 < 9, 0 < z < 4} 

36. Q = {(x, y, z): 0 < x < 1, y < 1 — x 2 , 0 < z < 6} 
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En los ejercicios 37 y 38, la figura muestra la region de inte- (Elf Centroide En los ejercicios 49 a 54, hallar el centroide de la 


gracion de la integral dada. Reescribir la integral como una inte¬ 
gral iterada equivalente con los otros cinco ordenes. 



region solida acotada por las graficas de las ecuaciones o descri- 
ta en la figura. Utilizar un sistema algebraico por computadora 
y evaluar las integrates triples. (Suponer densidad uniforme y 
hallar el centro de masa.) 

49. z = + y 2 , z = h 50. y = V9 - x 2 , z = y, z= 0 

51. z = Vl6 - x 2 - y 2 , z = 0 

52. z = ^2 \ y z = 0,x = -2, x = 2, y = 0, y = 1 


Masa y centro de masa En los ejercicios 39 a 42, hallar la masa 
y las coordenadas indicadas del centro de masa del solido de den¬ 
sidad dada acotado por las graficas de las ecuaciones. 

39. Hallar x utilizando p(x, y, z) = k. 



Momentos de inercia En los ejercicios 55 a 58, hallar / x , / y e \ z 
para el solido de densidad dada. Utilizar un sistema algebraico 
por computadora y evaluar las integrates triples. 



Q\ 2x + 3y + 6z = 12, x = 0, y = 0, z = 0 

40. Hallar y utilizando p(x, y, z) = ky. 

Q: 3x + 3y + 5z = 15, x = 0, y = 0, z = 0 

41. Hallar z utilizando p(x, y, z) = kx. 

Q:z = 4 - x, z = 0,y = 0, y = 4, x = 0 

42. Hallar y utilizando p(x, y, z) = k. 

Q:- + y + -= 1 (a,b, c > 0), x = 0, y = 0, z = 0 
a b c 

Masa y centro de masa En los ejercicios 43 y 44, formular las 
integrates triples para hallar la masa y el centro de masa del soli¬ 
do acotado por las graficas de las ecuaciones. 

43. jc = 0, x = b, y = 0, y = b, z = 0, z = b 
p(x, y, z) = kxy 

44. x = 0,x = a, y = 0,y = b,z = 0,z = c 
p(x, y, z) = kz 

Para pensar En la figura se muestra el centro de masa de un 
solido de densidad cons tan te. En los ejercicios 45 a 48, hacer una 
conjetura acerca de como cambiara el centro de masa (x,y,z) 
con la densidad no constante p(x,y,$. Explicar. 


55. a) p = k 

b) p = kxyz 

z 

i 

ok 


56. a ) p(x, y, z) = k 

b) p(x, y, z) = k(x 2 + y 2 ) 


i 


57. a) p(x, y, z) = k 
b) p = ky 


z = 4-x 


58. a) p = kz 

b) p = k{4 - z) 


,t z=4-y 2 


'A 


45. p(x, y, z) = kx 

46. p(x, y, z) = kz 

47. p(x, y, z) = k(y + 2) 

48. p(x, y, z) = kxz 2 (y + 2) 2 



GiS Momentos de inercia En los ejercicios 59 y 60, verificar los 
momentos de inercia del solido de densidad uniforme. Utilizar 
un sistema algebraico por computadora y evaluar las integrates 
triples. 


59. / x = Yim{2>a 2 + L 2 ) 

T 1 2 

ly = 2 ma 

I z = Y2.m(2>a 2 + L 2 ) 
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60. I x = \m(a 2 + b 2 ) 

I y = hnib 2 + C 2 ) 
1 , = j>m(a 2 + c 2 ) 


Momentos de inercia En los ejercicios 61 y 62, dar una integral 
triple que represente el momento de inercia con respecto al eje z 
de la region solida Q de densidad p. 

61. Q = {(jc, y, z): — 1 < x < 1, — 1 < y < 1, 0 < z < 1 — x} 
p = Jx 2 + y 2 + z 2 

62. Q = {(x, y, z): x 2 + y 2 < 1, 0 < z < 4 - x 2 - y 2 } 
p = kx 2 

En los ejercicios 63 y 64, utilizando la descripcion de region so¬ 
lida, dar la integral para a) la masa, b ) el centro de masa y c ) el 
momento de inercia con respecto al eje z. 

63. El solido acotado por z = 4 — x 2 — y 2 y z = 0 con la funcion 
de densidad p = kz 

64. El solido en el primer octante acotado por los pianos coordena- 
dos y x 2 + y 2 + z 2 = 25 con funcion de densidad p = kxy 



Para discusion 


68. Para pensar De las integrates a) a c ), ^cual es igual a 


SIS' fix, y, z) dz dy dxl Explicar. 


a) m: fix , y , z) dz dx dy 

b) J f(x , y, z) dx dy dz 

c) L S SS /(x, y, z) dy dx dz 


Valor promedio En los ejercicios 69 a 72, hallar el valor prome- 

dio de la funcion sobre el solido dado. El valor promedio de una 

funcion continua /(x,y, z) sobre una region solida Q es 

f(x,y,$d/ 

donde V es el volumen de la region solida (g. 

69. f(x, y,z) = z 2 + 4 sobre el cubo en el primer octante acotado por 
los pianos coordenados, y los pianos x = 1, y = lyz = 1. 

70. fix, y, z) = xyz sobre el cubo en el primer octante acotado por 
los pianos coordenados y los pianos x = 4, y = 4yz = 4. 

71. f{x, y, z) = x + y + z sobre el tetraedro en el primer octante 
cuyos vertices son (0, 0, 0), (2, 0, 0), (0, 2, 0) y (0, 0, 2) 

72. f(x, y, z) = v + y sobre el solido acotado por la esfera x 2 + y 2 
+ z 2 = 3. 



Desarrollo de conceptos 


65. Definir una integral triple y describir un metodo para eva- 
luar una integral triple. 

66. Determinar si el momento de inercia con respecto al eje y del 
cilindro del ejercicio 59 aumentara o disminuira con la den¬ 
sidad no constante pix, y, z) = Vx 2 + z 2 y a = 4. 

67. Considerar el solido A y el solido B de pesos iguales que se 
muestran en la figura. 

a) Como los solidos tienen el mismo peso, ^cual tiene la 
densidad mayor? 

b) ^Cual solido tiene el momento de inercia mayor? 
Explicar. 

c ) Los solidos se hacen rodar hacia abajo en un piano incli- 
nado. Empiezan al mismo tiempo y a la misma altura. 
^Cual llegara abajo primero? Explicar. 



Solido A Solido B 


G2U 73. Hallar la region solida Q donde la integral triple 



(1 — 2x 2 — y 2 — 3z 2 ) dV 


es un maximo. Utilizar un sistema algebraico por computadora y 
aproximar el valor maximo. ^Cual es el valor maximo exacto? 


ittVl 74. Hallar la region solida Q donde la integral triple 


J J J(1 ~ x 2 - y 2 - z 2 ) dV 

Q 

es un maximo. Utilizar un sistema algebraico por computadora y 
aproximar el valor maximo. ^Cual es el valor maximo exacto? 


75. 


Encontrar a en la integral triple. 

n 3-a-y2 r4- X -y2 

dzdxdy = 

l Ja 


14 

15 


76. Determinar el valor de b de manera que el volumen del elipsoide 
x 2 + iy 2 /b 2 ) + (z 2 /9) = 1 esl67r. 


Preparacion del examen Putnam 


77. Evaluar 

lim | J • • • J cos 2 |^-(xi + x 2 + • • • + x ) [ dx x dx 2 ■ ■ ■ dx . 
n->oo Jo Jo Jo [2n 

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados. 



















1038 


CAPfrULO 14 Integration multiple 



Integrates triples en coordenadas cilmdricas y esfericas 


■ Expresar y evaluar una integral triple en coordenadas cilmdricas. 

■ Expresar y evaluar una integral triple en coordenadas esfericas. 


Integrales triples en coordenadas cilmdricas 



Pierre Simon de Laplace (1749-1827) 

Uno de los primeros en utilizar un sistema 
de coordenadas cilmdricas fue el matematico 
frances Pierre Simon de Laplace. Laplace ha 
sido llamado el “Newton de Francia”, y pu¬ 
blico muchos trabajos importantes en 
mecanica, ecuaciones diferenciales y proba- 
bilidad. 


Muchas regiones solidas comunes como esferas, elipsoides, conos y paraboloides pueden 
dar lugar a integrales triples dificiles de calcular en coordenadas rectangulares. De hecho, 
fue precisamente esta dificultad la que llevo a la introduccion de sistemas de coordenadas 
no rectangulares. En esta seccion se aprendera a usar coordenadas cilmdricas y esfericas 
para evaluar integrales triples. 

Recuerdese que en la seccion 11.7 se vio que las ecuaciones rectangulares de conver¬ 
sion a coordenadas cilmdricas son 

x = r COS 6 

y = rsen0 

z = z. 

mmmm Una manera facil de recordar estas ecuaciones es observar que las 
ecuaciones para obtener xy y son iguales que en el caso de coordenadas polares y que z 
no cambia. 


En este sistema de coordenadas, la region solida mas simple es un bloque cilmdrico 
determinado por 


r 1 < r < r 2 , S 1 < 6 < 0 2 , z 1 < z < z 2 


z 



Yolumen del bloque cilindrico: 
AF ; - = r f Ar f A0 f Az f 

Figura 14.63 


como se muestra en la figura 14.63. Para expresar una integral triple por medio de coor¬ 
denadas cilmdricas, supongase que Q es una region solida cuya proyeccion R sobre el 
piano xy puede describirse en coordenadas polares. Es decir, 

Q = {{x,y, z): (x, y ) esta en R, h^x, y) < z < h 2 (x ,>’)} 

y 

R = {(r, e ): e 1 < 6 < 0 2 , g^O) < r < g 2 (0)}. 

Si f es una funcion continua sobre el solido Q , se puede expresar la integral triple de f 
sobre Q como 


iff ^ x ' y ' ^ dv 

Q 



f{x, y, z) dz 


dA 


donde la integral doble sobre R se evalua en coordenadas polares. Es decir, R es una region 
plana que es r-simple o 0-simple. Si R es r-simple, la forma iterada de la integral triple en 
forma cilmdrica es 


/ / J^ x,y,z ^ dv = 

Q 


0 2 rg-^Q) fh 2 (r COS 0, r sen0) 
(r COS0, r sen#) 


^2 p 2 ( 0 ) 

i Jg i(0) Jhi(t 


f(r COS 6, r sen 6, z)r dz dr dO. 


■HUM Este es solo uno de los seis posibles ordenes de integracion. Los otros cinco son dz dO dr, 
dr dz dO, dr dO dz, dO dz dr y dOdrdz. ■ 
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e =o 

Integrar con respecto a r 


z 



e =o 

Integrar con respecto a 6 



e =o 


Integrar con respecto a z 

Figura 14.64 


Para visualizar un orden de integracion determinado ayuda contemplar la integral ite- 
rada en terminos de tres movimientos de barrido, cada uno de los cuales agrega una dimen¬ 
sion al solido. Por ejemplo, en el orden dr dd dz, la primera integracion ocurre en la direccion 
r, aqui un punto barre (recorre) un rayo. Despues, a medida que d aumenta, la recta barre 
(recorre) un sector. Por ultimo a medida que z aumenta, el sector barre (recorre) una cuna 
solida como se muestra en la figura 14.64. 


EXP LO RAC I 6 N 


Volumen de un sector paraboloide En las 
paginas 997, 1006 y 1028, se pidio resumir 
las formas, conocidas para hallar 
el volumen del solido acotado por 
el paraboloide 

z = a 2 — x 2 — y 2 , a > 0 

y el piano xy. Ahora ya se conoce un metodo 
mas. Utilicese para hallar el volumen del solido. 
Comparar los diferentes metodos. ^Cuales 
son las ventajas y desventajas de cada uno? 



EJEMPLO I Hallar el volumen empleando coordenadas cilmdricas 

Hallar el volumen de la region solida Q que corta en la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 4 el cilin- 
dro r = 2 sen 0, como se muestra en la figura 14.65. 



r = 2 sen 6 

Figura 14.65 


Solucion Como x 2 + y 2 + z 2 = r 2 + z 2 — 4, los limites o cotas de z son 
- jAt - r 2 < z < V4 - r 2 . 

Sea R la proyeccion circular del solido sobre el piano rO. Entonces los limites o cotas de 
R son 0 < r < 2 sen 6 y 0 < 6 < tt. Por tanto, el volumen de Q es 


n 2 sen d C y 4 — y- 

I J- 

J ** tt/ 2 r2 sen 6 r 

o Jo J- 


4 r 2 

77/2 r2 sen 6 C _ r 2 


- 2 

= 2 


r dz dr dO 
r dz dr dd 


— V4 — r 2 


J r Trl2 r 2 sen 6 

I 2rV4 — r 2 dr dO 
0 Jo 


= 2 f 

=lf 

3 Jo 


-f( 4 - r 2)3/2 


2 sen 6 


de 


r/2 


(8-8 cos 3 0) dO 


= 32 r /2 
' 3 J 0 ' 


= — I [1 - (cos 0)(1 - sen 2 6)] dd 


32 

3 


d — sen d + 


sen 3 d 


TV 12 
0 


= ^(3tt - 4) 
= 9.644. 
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EJEMPLO 2 Hallar la masa empleando coordenadas cilmdricas 



Elipsoide: 4X 2 + 4 y 2 + z 2 = 16 

Figura 14.66 


Hallar la masa de la portion del elipsoide Q dado por 4x 2 + 4y 2 + z 2 = 16, situada sobre 
el piano xy. La densidad en un punto del solido es proporcional a la distancia entre el punto 
y el piano xy. 

Solution La funcion de densidad es p(r, 0, z) = kz. Los limites o cotas de z son 
0 < z < V16 — 4x 2 — 4y 2 = Vl6 — 4r 2 

donde 0 < r < 2 y 0 < 0 < 2i r, como se muestra en la figura 14.66. La masa del solido 
es 


c2tt f2 C Vl6-4r 2 

m = | || kzrdzdrdO 


- 177 

pf 


z 2 r 


V16—4/- 2 


dr dO 


= \\ f (16r — 4r 3 ) dr dO 
Jo Jo 


k 


if 

= 8k f 

Jo 


dO 


dO = 16rrk. 


La integracion en coordenadas cilmdricas es util cuando en el integrando aparecen 
factores con la expresion x 2 + y 2 como se ilustra en el ejemplo 3. 



Figura 14.67 


EJEMPLO 3 Hallar el momento de inertia 

Hallar el momento de inercia con respecto al eje de simetria del solido Q limitado o aco- 
tado por el paraboloide z — x 2 + y 2 y el piano z = 4, como se muestra en la figura 14.67. 
La densidad en cada punto es proporcional a la distancia entre el punto y el eje z. 


Solution Como el eje z es el eje de simetria, y p(x, y, z) = kjx 2 + y 2 , sigue que 

4 — J jJ k(x 2 + y 2 ) Vx 2 + y 2 dV. 

Q 

En coordenadas cilmdricas, 0 < r < Jx 2 + y 2 = J~z. Por tanto, se tiene 

n 2.iT r -Jz 

r 2 (r)r dr dO dz 

) Jo 


a 


dO dz 


f4 T2n 5/2 

= k I | p^dOdz 


= i / z5/2 (2' 77 ') dz 


2tt k 

~5~ 


=,z 7/2 


4 = 512b7 
0 


35 
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z 



Bloque esferico: 

A V i ~ p ; 2 sen </> ; A p, A </> ; A 0 i 

Figura 14.68 


Integrales triples en coordenadas esfericas 

Las integrales triples que involucran esferas o conos son a menudo mas faciles de 
calcular mediante la conversion a coordenadas esfericas. Recordar que en la seccion 11.7 
se vieron las ecuaciones rectangulares para conversion a coordenadas esfericas 

x = p sen </> COS 6 
y = p sen </> sen 0 
z = p cos </>. 

En este sistema de coordenadas, la region mas simple es un bloque esferico determinado 
por 

{(p, 6, <f> ): Pi < p < p 2 , ^ < e < e 2 , (/>!<(/>< <f> 2 } 

donde p x > 0, 0 2 ~ 0 1 < 2tt y 0 < (/q < c/> 2 < 7r, como se muestra en la figura 14.68. Si 
(p, 6, </>) es un punto en el interior de uno de estos bloques, entonces el volumen del bloque 
puede ser aproximado por AV ~ p 2 sene/) Ap A</> A 6 (ver ejercicio 18 en los ejercicios de 
solucion de problemas de este capitulo). 

Utilizando el proceso habitual que comprende una particion interior, una suma y un 
limite, se desarrolla la version siguiente de una integral triple en coordenadas esfericas 
para una funcion continua f en la region solida Q. 


flf f( x > y> z) dV = I I I f(p sen </> COS 6, p sen 4> sen 0, p COS c/>)p 2 sen (/> dp d(f) d6. 

J J J J Gi J (fri J pi 


Esta formula puede modificarse para emplear diferentes ordenes de integracion y se puede 
generalizar a regiones con limites o cotas variables. 

Como las integrales triples en coordenadas cilmdricas, las integrales triples en coor¬ 
denadas esfericas se evaluan empleando integrales iteradas. Como sucede con las coorde¬ 
nadas cilmdricas, se puede visualizar un orden determinado de integracion contemplando 
la integral iterada en terminos de tres movimientos de barrido, cada uno de los cuales agre- 
ga una dimension al solido. Por ejemplo, la integral iterada 

r 2ir ['it /4 p3 

p 2 sen0 dp d(f) dO 


J 'Ztt rTT/4 r 3 

0 Jo Jo 


(que se uso en el ejemplo 4) se ilustra en la figura 14.69. 



p varia desde 0 hasta 3 mientras </> y 6 
se mantienen constantes 

Figura 14.69 


</> varia desde 0 hasta 7t/4 6 varia desde 0 hasta 2 it 

mientras 9 se mantiene cons- 

tante 


■HUM Cuando la letra griega p se emplea en coordenadas esfericas no esta relacionada con la den- 
sidad. Es la analoga tridimensional de la r que se utiliza en coordenadas polares. En este texto, en 
los problemas en los que se empleen coordenadas esfericas y una funcion de densidad, se usara un 
shnbolo diferente para denotar la densidad. ■ 
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Hoja superior 
del cono: 

z 2 = x 2 + y 2 


4 



Esfera: 

x 2 + y 2 + z 2 = 9 


Figura 14.70 


EJEMPLO 4 Hallar un volumen en coordenadas esfericas 

Hallar el volumen de la region solida Q limitada o acotada inferiormente por la hoja supe¬ 
rior del cono z 2 = x 2 + y 2 y superiormente por la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 9, como se 
muestra en la figura 14.70. 

Solution En coordenadas esfericas, la ecuacion de la esfera es 
p 2 = x 2 + y 2 + z 2 = 9 p = 3. 

La esfera y el cono se cortan cuando 

(x 2 + y 2 ) + z 2 = (z 2 ) + z 2 = 9 z = 

y, como z = p COS </>, se tiene que 

Por consiguiente, se puede utilizar el orden de integration dpd(j)d0, donde 0 < p 
<3, 0 < (j) < 7r/4y0< 0 < 2zr. El volumen es 


V = 


fff dV= f f f p 2 sen cf) dp dtp dd 

J J J Jo Jo Jo 


Q 

r2jr rir/4 

= I I 9 sen (j) d(j) d6 

Jo Jo 

r 2lT -17T-/4 


-9f 

= 9 J ^1 - de = 9tt(2 - V2) « 16.563. 


EJEMPLO 5 Hallar el centra de masa de una region solida 

Hallar el centro de masa de la region solida Q de densidad uniforme, limitada o acotada 
inferiormente por la hoja superior del cono z 2 = x 2 + y 2 y superiormente por la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 9. 

Solution Como la densidad es uniforme, se puede considerar que la densidad en el punto 
(x, y, z) es k. Por la simetria, el centro de masa se encuentra en el eje z, y solo se necesita 
calcular z — M xy /m, donde m = kV = 9k it(2 — J2.) por el ejemplo 4. Como z = p COS (j), 
se sigue que 

M xy= fff k ^ dV = k \ [ [ (P C0S 4>)P 2 sen d<fi dd dp 

J J J Jo Jo Jo 


Por tanto, 


Ky 


-*fp 

r3 r2ir 


sen 2 <f) 


dOdp 


J o 




81/vtt 

~1T' 


8Vctt/8 


9(2+ V2 


m 9fcir(2 — V2) 16 

y el centro de masa es aproximadamente (0, 0,1.92). 


1.920 
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Ejercicios 


En ios ejercicios 1 a 6, evaluar la integral iterada. 


n *r/2 r 

I Jo 

J rn/2 C2 cos 2 6 A 

o Jo Jo 


r 6 r6-r 

o Jo Jo 


r cos 0 dr dO dz 

*/2 r2 cos 2 6 r4 — r 2 


rz dz dr dO 


r sen 0 dx dr dO 


J ^tt/2 Ctt C2 

o Jo Jo 


e p p 2 dp dO d<f> 


5. 


6 . 


J r 2i t Ctt/ 4 rcos (f> 

o Jo Jo 

J ''77-/4 rn/4 A 

o Jo Jo 


p 2 sen (f>dp dcj) dO 

) 

p 2 sen c f) cos <fi dp dO dcf) 


21. Solido limitado o acotado por las graficas de la esfera r 2 + 
z 2 = a 2 y del cilindro r = a cos 6 

22. Solido interior a la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 4 y sobre la hoja 
superior del cono z 2 = x 2 + y 2 

Masa En Ios ejercicios 23 y 24, utilizar coordenadas cilmdri¬ 
cas para hallar la masa del solido Q. 

23. Q = {(x,y,z): 0<z<9 — x — 2y,x 2 + y 2 < 4} 
p(x,y,z) = kjx 2 + y 2 

24. Q = {(x,y,z): 0 < z < I2e~^ x2+y2 \ x 2 + y 2 < 4,x > 0, y > 0} 
p(x,y,z) = k 


iftVi En los ejercicios 7 y 8, utilizar un sistema algebraico por compu- 
tadora y evaluar la integral iterada. 

f4 C z 

re r dO dr dz 


7. 

8 . 


Jo Jo Jo 

J r 77-/2 rn r sen 6 

o Jo Jo 


(2 cos c p)p 2 dp dO dcj) 


En los ejercicios 9 a 12, dibujar la region solida cuyo volumen 
esta dado por la integral iterada, y evaluar la integral iterada. 

C 2tt fV5 r5 — r 2 


tt/ 2 r 3 re 


J r 2tt rn/2 A 
0 Jir/6 JO 

"•rn 


'0 Jo 

27r Ctt/2 C4 


r dz dr dO 10. 

p 2 sen (pdp d(f) dO 


J "2 tt- rV5 r5 

o Jo Jo 


r dz dr dO 


p 2 sen cf)dp dc/) dO 


En los ejercicios 13 a 16, convertir la integral de coordenadas 
rectangulares a coordenadas cilmdricas y a coordenadas esferi¬ 
cas, y evaluar la integral iterada mas sencilla. 


C2 C J 4-X 2 C4 

13 - — 

J —2j — */4—x 2 Jx- 


-V4-x 2 Jx 2 +y 2 


x dz dy dx 


•2 rV^x 2 rV 16-x 2 - 


i: 

■ffZf 

l 


Vx 2 + y 2 dz dy dx 


'a + da 2 ~x 2 —y 


x dz dy dx 


9^72 rj9-x 2 -y 2 


Jx 2 + y 2 + z 2 dz dy dx 


En los ejercicios 25 a 30, utilizar coordenadas cilmdricas para 
hallar la caracteristica indicada del cono que se muestra en la 
figura. 


z 



25. Volumen Hallar el volumen del cono. 

26. Centroide Hallar el centroide del cono. 

t»f:Vf 27. Centro de masa Hallar el centra de masa del cono suponiendo 
que su densidad en cualquier punto es proporcional a la distan- 
cia entre el punto y el eje del cono. Utilizar un sistema algebrai¬ 
co por computadora y evaluar la integral triple. 

t»f:Vf 28. Centro de masa Hallar el centra de masa del cono suponiendo 
que su densidad en cualquier punto es proporcional a la distan- 
cia entre el punto y la base. Utilizar un sistema algebraico por 
computadora y evaluar la integral triple. 

29. Momento de inercia Suponer que el cono tiene densidad uni¬ 
forme y mostrar que el momento de inercia con respecto al eje z 
es 

h = T6 mr o 2 - 

30. Momento de inercia Suponer que la densidad del cono es 


Volumen En los ejercicios 17 a 22, utilizar coordenadas cilm¬ 
dricas para hallar el volumen del solido. 


p(x,y,z) = kjx 2 + y 2 y hallar el momento de inercia con 
respecto al eje z. 


17. Solido interior ax 2 + y 2 + z 2 = fl 2 y 
(x — a/2) 2 + y 2 = (a/2) 2 

18. Solido interior ax 2 + y 2 + z 2 = 16 y exterior a z = Jx 2 + y 

19. Solido limitado arriba por z = 2x y abajo por z = 2x 2 + 2y 2 

20. Solido limitado arriba por z = 2 — x 2 — y 2 y abajo por z = 

x 2 + y 2 


Momento de inercia En los ejercicios 31 y 32, usar coordenadas 
cilmdricas para verificar la formula dada para el momento de 
inercia del solido de densidad uniforme. 

31. Capa cilmdrica: I z = \m{a 2 + b 2 ) 

0 < a < r < b, 0 < z < h 
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tttVi 32. Cilindro circular recto: I z = \ma 2 
r = 2a sen 0, 0 < z < h 

Utilizar un sistema algebraico por computadora y calcular la 
integral triple. 

Volumen En los ejercicios 33 a 36, utilizar coordenadas esferi¬ 
cas para calcular el volumen del solido. 

33. Solido interior x 2 + y 2 + z 2 = 9, exterior z — Vv 2 + y 2 , y arri- 
ba del piano xy. 

34. Solido limitado arriba por x 2 + y 2 + z 2 = z y abajo por 

z = Jx 2 + y 2 . 

35. El toro dado por p = 4 sen </>. (Utilizar un sistema algebraico 
por computadora y evaluar la integral triple.) 

36. El solido comprendido entre las esferas x 2 + y 2 + z 2 = a 2 y 
x 2 + y 2 + z 2 = b 2 , b > a, e interior al cono z 2 = x 2 + y 2 

Masa En los ejercicios 37 y 38, utilizar coordenadas esfericas 
para hallar la masa de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = a 2 de densidad 
especificada. 

37. La densidad en cualquier punto es proporcional a la distancia 
entre el punto y el origen. 

38. La densidad en cualquier punto es proporcional a la distancia del 
punto al eje z. 

Centro de masa En los ejercicios 39 y 40, utilizar coordenadas 
esfericas para hallar el centro de masa del solido de densidad 
uniforme. 

39. Solido hemisferico de radio r 

40. Solido comprendido entre dos hemisferios concentricos de ra¬ 
dios ryR, donde r < R 

Momento de inercia En los ejercicios 41 y 42, utilizar coorde¬ 
nadas esfericas para hallar el momento de inercia con respecto 
al eje z del solido de densidad uniforme. 

41. Solido limitado o acotado por el hemisferio p = COS</>, 7t/4 < 
(/) < 7t/ 2, y el cono c/> = 77 /4 

42. Solido comprendido entre dos hemisferios concentricos de ra¬ 
dios ryR, donde r < R 


Para discusion 


48. Convertir la integral desde coordenadas rectangulares a 
a) coordenadas cilmdricas y b) esfericas. Sin calcular, ^que 
integral parece ser mas sencilla de evaluar? ^Por que? 


' a C V a 2 — x 2 rVa 2 -x 2 -y 2 


7 


Jx 2 + y 2 + z 2 dz dy dx 


49. Hallar el “volumen” de la “esfera en cuatro dimensiones” 
x 2 + y 2 + z 2 + w 2 = a 2 

evaluando 

rVa 2 -x 2 -y 2 rv 

Jo Jo 

50. Utilizar las coordenadas esfericas para mostrar que 

Too Too Too 

I I I Jx 2 + y 2 + z 2 e +y+z ^ dx dy dz = 2 tt . 

J— 00 J— 00 J— 00 


16 


rja 2 -x 2 -y 2 rja 2 -x 2 -y 2 -z 2 


dw dz dy dx. 


Preparacion del examen Putnam 


51. Encontrar el volumen de la region de puntos (x, y, z) en 
forma tal que (x 2 + y 2 + z 2 + 8) 2 < 36(v 2 + y 2 ). 

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados. 



Esferas deformadas 


En los incisos a) y b), hallar el volumen de las esferas deformadas. 
Estos solidos se usan como modelos de tumores. 


a) Esfera deformada 

p = 1 + 0.2 sen 8 0 sen </> 
0 < 6 < 2 tt, 0 < cf) < it 


b) Esfera deformada 
p = 1+0.2 sen SO sen 4c/> 

0 < 0 < 2tt, 0 < cb < tt 


Desarrollo de conceptos 


43. Dar las ecuaciones de conversion de coordenadas rectangu¬ 
lares a coordenadas cilmdricas y viceversa. 

44. Dar las ecuaciones de conversion de coordenadas rectangu¬ 
lares a coordenadas esfericas y viceversa. 

45. Dar la forma iterada de la integral triple fff f(x, y, z) dV en 

forma cilmdrica. Q 

46. Dar la forma iterada de la integral triple fff f(x, y, z) dV en 

forma esferica. Q 

47. Describir la superficie cuya ecuacion es una coordenada igual 
a una constante en cada una de las coordenadas en a) el sistema 
de coordenadas cilmdricas y b) el sistema de coordenadas 
esfericas. 



PARA MAYOR INFORMACION Para mas informacion sobre 
estos tipos de esferas, ver el articulo “Heat Therapy for Tumors” de 
Leah Edelstein-Keshet en The UMAP Journal. 
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Cambio de variables: jacobianos 


■ Comprender el concepto de jacobiano. 

■ Utilizar un jacobiano para cambiar variables en una integral doble. 


Carl Gustav Jacobi (1804-1851) 

El jacobiano recibe su nombre en honor al 
matematico aleman Carl Gustav Jacobi, 
conocido por su trabajo en muchas areas de 
matematica, pero su interes en integration 
provenia del problema de hallar la circunfe- 
rencia de una elipse. 


Jacobianos 

En una integral simple 

f f(x)dx 

Ja 

se puede tener un cambio de variables haciendo x = g(u), con lo que dx = g'(u ) du, y 
obtener 

f f(x)dx = f f(g(u))g’(u)du 

Ja Jc 

dondea = g(c)yb = g(d). Notesequeel proceso de cambio de variables introduce, en el 
integrando, un factor adicional g'(u). Esto tambien ocurre en el caso de las integrales 
dobles 



II 


f(g(u, v), h(u, v)) 


dx dy 
du dv 


dy dx 
du dv 


du dv 


Jacobiano 


donde el cambio de variables x = g{u, v) y y = h{u, v ) introduce un factor llamado jaco¬ 
biano de x y y con respecto a u y v. AI definir el jacobiano, es conveniente utilizar la 
notacion siguiente que emplea determinantes. 


DEFINICION DEL JACOBIANO 

Si x = g(u, v)' 

denotado por d 

d(x,y) _ 
d(u, v) 

/ y = hU 

(x, y)/d(i 

dx dx 

du dv 
dy dy 
du dv 

i, v), entonces el jacobiano de x y y con respecto a u y v, 
i, v), es 

dx dy dy dx 
du dv du dv ' 


EJEMPLO I El jacobiano de la conversion rectangular-polar 

Hallar el jacobiano para el cambio de variables definido por 
x = r cos 9 y y = r sen#. 

Solucion De acuerdo con la definicion de un jacobiano, se obtiene 



dx 

dx 


d(x,y) 

dr 

~d0 


d(r, d) 

dy 

dy 



dr 

d6 



cose 

- r sen 0 


sen e 

r COS d 

= ] 

-•cos 2 

’■d + r sen 2 # 
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e 



y 



S es la region en el piano rO que correspon- 
de a R en el piano xy 

Figura 14.71 


El ejemplo 1 indicaqueel cambio devariablesdecoordenadas rectangularesa polares 
en una integral doble se puede escribir como 




f(r COS 6, r sen 0)r dr dO, r > 0 



f(r COS 0, r sen 6) 


y ) 

d(r, e) 


dr dd 


donde S es la region en el piano rd que corresponde a la region R en el piano xy, como se 
muestra en la figura 14.71. Esta formula es semejante a la de la pagina 1006. 

En general, un cambio de variables esta dado por una transformacion biyectiva (o uno 
a uno) T de una region S en el piano uv en una region R en el piano xy dada por 


T(u, v) = (x, y) = (g(u,v),h(u,v)) 

donde g y h tienen primeras derivadas parciales continuas en la region S. Notese que el 
punto (u, v) se encuentra en S y el punto (x, y) se encuentra en R. En la mayor parte de 
las ocasiones, se busca una transformacion en la que la region S sea mas simple que la 
region R. 


EJEMPLO 2 Hallar un cambio de variables para simplificar 
una region 

Sea R la region limitada o acotada por las rectas 


x — 2y = 0, x — 2y = — 4, x + y = 4 y x + y=l 



Region R en el piano xy 

Figura 14.72 


v u = 1 u = 4 


v = 0 

i 


; (1,0) 

i i 

(4,0) 

i 

-1 


'II' 

2 3 


-1 




— z - 

-3- 


S 


v = -4 




-5 


(1,-4) 

(4,-4) 


Region S en el piano uv 

Figura 14.73 


como se muestra en la figura 14.72. Hallar una transformacion rde una region S a R tal 
que S sea una region rectangular (con lados paralelos a los ejes u o v). 

Solucion Para empezar, sea u = x + y y v> = x - 2v. Resolviendo este sistema de ecua- 
ciones para encontrar x y y se obtiene T(u, v) = (x, y), donde 

x = 1(2 u + v) y y = 1(m — v). 

Los cuatro Ifmites d eR en el piano xy dan lugar a los limites siguientes de S en el piano 

uv. 


Limites en el piano xy 


Limites en el piano uv 

x + y = 1 


u = 1 

x + y = 4 


u = 4 

x - 2y = 0 


V = 0 

x - 2y = -4 


v = -4 


La region S se muestra en la figura 14.73. Notese que la transformacion T 
T(u, v) = (x, y) = 0[2 u + v], -|[m - v] j 
transforma los vertices de la region S en los vertices de la region R. Por ejemplo, 

m,o) = 0[2(i) + o],i[i-o]) = (y) 
mO) = Q[2(4) + 0],i[4-0]) = (l!) 

r(4,-4) = {l[ 2(4) - 4],i[4- (-4)]) = (|,|) 
r(l, -4) = (1[2(1) - 4],i[l - (-4)]) = (-1J). 
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Cambio de variables en integrales dobles 


TEOREMA 14.5 CAMBIO DE VARIABLES EN INTEGRALES DOBLES 


Sea R una region vertical u horizontalmente sencilla en el piano xy y sea S una region 
vertical u horizontal mente sencilla en el piano uv. Sea T desde S hasta R dado por T(u, 
v) = (x,y) = (g(u, v),h(u, v)), donde gy h tienen primeras derivadas parci ales conti - 
nuas. Suponer que T es uno a uno excepto posiblemente en la frontera de S. Slfes 
conti nua en R y d(x, y)/d(u, v) no es cero en S, entonces 




v), h(u, v)) 


d(*. y ) 

d(u, v) 


du dv. 


[u, v +Av) 


{u +A u, v +Av) 



[u, v) 


[u +A u, v) 


Area de S = Aw Av 
Aw > 0, Av > 0 

Figura 14.74 


M ={x, y) 


x =g[u, v) 
y =h{u, v) 


Los vertices en el piano xy son 
M(g(u,v),h(u,v)), N(g(u + Aw, v), 
h(u + Aw, v)),P(g(w + Aw, v + Av), 
h(u + Aw, v + Av)) y 
Q(g{u,v + A”),/i(», v + Av)). 
Figura 14.75 


( PEMQSTRAcigrO Considerar el caso en el que S es una region rectangular en el piano uv con 
vertices (. u, v), (u + Am, v), (m + Am, v + Av) y (m, v + Av) como se muestra en la figura 
14.74. Las imagenes de estos vertices en el piano jry se muestran en la figura 14.75. Si Am y 
Av son pequehos, la continuidad de g y de h implica que R es aproximadamente un parale- 
logramo determinado por los vectoresM/V y MQ. A si pues, el area de/? es 

AA = || MN x MQ || . 

Para Am y Av pequehos, las derivadas parciales degy h con respecto a u pueden ser apro- 
ximadas por 

, . g(u + Am, v) — g(u, v) , / \ h(u + Am, v) — h(u, v) 

- M - y - Tu -' 

Por consiguiente, 

MN = [ g{u + A u, v) — g(u, v)] i + \h(u + A u, v) — h(u, v)] j 

^ v ) + [ K ( u • v ) A ^]j 

= — Awl + -r~ Aui. 
du du 

De manera similar, se puede aproximar MQ por ^ Avi + — Avj, lo que implica que 

dv dv 


i 

j 

k 


dx 

dy 

a 

<1 

a 

<1 

0 

= 

du 

dx 

du 

dy 

dx A 
— Av 
dv 

dy 

/ Av 

dv 

0 


dv 

dv 


MN x MQ 


Por tanto, en la notacion del jacobiano, 


Am Avk. 


AA = ||MV x MQ\ 


dix, y) 
d(u, v) 


Am Av. 


Como esta aproximacion mejora cuando Am y Av se aproximan a 0, el caso Ifmite puede 
escribirse como 


dA * \\MN x MQ I 

Por tanto, 


dix, y) 
d(u, v) 


du dv. 


\f{x, y) dx dy = I \f(g(u, v), h(u, v)) 

JrJ Js. 


dix, y) 


d(u, v) 


du dv. 
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Los dos ejemplos siguientes muestran como un cambio de variables puedesimplificar 
el proceso de integracion. La simplificacion se puede dar de varias maneras. Se puede 
hacer un cambio de variables para simplificar la region R o el integmndo fix, y), o ambos. 



EJEMPLO 3 Un cambio de variables para simplificar una region 

Sea R la region limitada o acotada por las rectas 

x — 2y = 0, x — 2y = — 4, x + y = 4 y x + y = 1 

como se muestra en la figura 14.76. Evaluar la integral doble 


U 


3xy dA. 


Solucion De acuerdo con el ejemplo 2, se puede usar el cambio siguiente de variables. 


x = -(2w + v ) 


>’ = X u - v) 


Las derivadas parciales de x y y son 

dx _ 2 dx _ 1 dy _ 1 

du 3' dv 3' du 3 

lo cual implica que el jacobiano es 


dix, y) 
d(u, v) 


dy 

dv 


1 

'3 


dx 

dx 

du 

dv 

dy 

dy 

du 

dv 

2 

1 

3 

3 

1 

1 

3 

“3 

2 

1 

9 

9 


1 

3' 


Por tanto, por el teorema 14.5, se obtiene 

IJ^dsf 


3 + v) u — v) 


d(x, y) 


d(u, v) 


dv du 


n o 

-4 
4 r 


— (2u 2 — uv — v 2 ) dv du 


= -T 

9ji 

= - 1 f 4 

Vi 


2u 2 v - ^ ^ du 

2 3-4 


0 9 0 64\ 

ou z +8 u ——Jdu 


8u 3 A 7 64 

“ 2 “ + 4 // —— u 


-,4 


164 
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y 



Region R en el piano xy 

Figura 14.77 


u = 1 u = 3 


1 _ 


(1,1) 

'(3,1) 

J. 

V=1 

S 

1 


1 _ 

v=-i 

l 

1 2 

3 

— ± 


!<i,-d 

;(3, -l) 


Region S en el piano uv 

Figura 14.78 


EJEMPLO 4 Un cambio de variables para simplificar un integrando 


Sea R la region limitada o acotada por el cuadrado cuyos vertices son (0,1), (1, 2), (2,1) 
y (1, 0). Evaluar la integral 


u 


(x + y) 2 sen 2 (x - y)dA. 


Solucion Observese que los lados de R se encuentran sobre las rectas x + y = 1, 
x - y = 1 , x + y = 3y x - y = - 1 , como se muestra en la figura 14.77. Haciendo 
u = x + yyv = x-y, se ti ene que los Ifmites o cotas de la region S en el piano uv son 

1 < u < 3 y -1 < v < 1 

como se muestra en la figura 14.78. Despejando x y y en terminos de u y v se obtiene 

1, 1, 

x = ^{u + v) y y = yu - v). 

Las derivadas parciales dex y y son 

dx _ 1 dx _ 1 dy _ 1 dy _ 1 

du 2' dv 2' du 2 ^ dv 2 

lo cual implica que el jacobiano es 



dx dx 


1 1 

d(x,y) 

du dv 


2 2 

d(u, v) 

dy dy 


1 1 


du dv 


2 2 


11 
4 4 


1 

2 ' 


Por el teorema 14.5, sigue que 


f f (x + y) 2 sen 2 (x — y)dA = f f 

i: 

L 


« 2 sen 2 v( 2 J du dv 


n 


(sen 2 v) y 

13 I , , 

= — | sen 2 v dv 

13 


dv 


J 


6 | (1 - COS2v) dv 


13 

6 

13 

6 


v - ^ sen 2v 


2 - ^sen2 + ^sen(-2) 


= -^(2 - sen 2) 
0 


2.363. 


En cada uno de los ejemplos de cambio de variables de esta seed on, la region S ha 
sido un rectangulo con lados paralelosa losejeswo v. En ocasiones, se puedeusar un cam¬ 
bio de variables para otros tipos de regiones. Por ejemplo, T{u, v) = (x, \y) transforma la 
region circular u 2 + v 2 = len la region eliptica x 2 + (y 2 /4) = 1. 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 8, hallar el jacobiano d(x,^/d(ll, ^ para el 
cambio de variables indicado. 

1. x = —\{u — v), y = \{u + v) 

2. x = au + bv,y = cu + dv 

3. x = u — v 2 ,y = u + v 

4. x = uv — 2 u,y = uv 

5. x = u cos 0 — v sen 6,y = u sen 0 + v cos 0 

6. x = u + a,y = v + a 

1. x = e u senv.y = e u COSv 
_ u 

8 . x = ~,y = u + v 
v 

En los ejercicios 9 a 12, dibujar la imagen S en el piano U\zde la 
region R en el piano jyutilizando las transformaciones dadas. 


17. 


y 


y 

(0,1) 
c 


\a,°) 

\ 

A 


(0,-1) 

Figura para 15 

if*- 

y)dA 


X = U + V 

y = u 


y 



,s - if 


4(x + y)e* y dA 

x = \(u + v) 
y = \{u - v) 



tttV En los ejercicios 13 y 14, verificar el resultado del ejemplo indi¬ 
cado por establecer la integral usando cfy dx o cbc cfy para dA. 
Despues, usar un sistema algebraico por computadora para eva- 
luar la integral. 

13. Ejemplo 3 14. Ejemplo 4 


En los ejercicios 15 a 20, utilizar el cambio de variables indicado 
para hallar la integral doble. 


15. J J 4(x 2 + y 2 ) dA 

X = \{u + v) 
y = \{u - v) 


16. 


if 


6Q\y dA 


x = \{u + v) 
1 / 

y = ~ 2 \u - \ 


En los ejercicios 21 a 28, utilizar un cambio de variables para 
hallar el volumen de la region solida que se encuentra bajo la 
superficie z = f(x, y sobre la region plana R. 

21. f(x,y) = 48xy 

R-. region limitada por el cuadrado con vertices (1, 0), (0, 1), 

( 1 , 2 ), ( 2 , 1 ) 

22. f(x, y) = (3* + 2y) 2 V2y - x 

R\ region limitada por el paralelogramo con vertices (0, 0), 
(-2, 3), (2, 5), (4, 2) 

23. f(x,y) = (x + y)e x ~y 

R: region acotada por el cuadrado cuyos vertices son (4,0), 
(6, 2), (4,4), (2, 2) 
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24. f(x,y) = (x + y) 2 sen 2 (x - y) 

R\ region acotada por el cuadrado cuyos vertices son (77, 0 ), 
(377/2,77/2), (77,77), (77/2,77/2) 

25. f(x,y) = V(* - y)(* + %) 

/?: region acotada por el paralelogramo cuyos vertices son ( 0 , 0 ), 
(1,1), (5,0), (4,-1) 

26. fix, >■) = (3* + 2y)(2y - x) 3/2 

region acotada por el paralelogramo cuyos vertices son ( 0 , 0 ), 
(-2, 3), (2, 5), (4, 2) 

27. f(x,y) = 

R: region acotada por el triangulo cuyos vertices son ( 0 , 0 ), 
(a, 0 ), ( 0 , a), donde a > 0 

^ - TTJy 

R: region acotada por las graficas de xy = 1, xy = 4, x = 1, 

x = 4 (Sugerencia: Hacer x = u,y = v/u) 

29. La susti tucion u = 2x-yyv = x + y hacen la region R (ver la 
figura) en una simple region S en el piano uv. Determinar el 
numero total de lados de S que son paralelos a cualquiera de los 
ejes u o v. 


y 



Para discusion 


30. Encontrar una transformacion T(u,v) = (x,y) = (g(u,v), 
h(u, v)) que al aplicar a la region R resultara en la imagen s 
(ver la figura). Explicarel razonamiento. 


y 



V 


(-2, 6) ■ 


►(0, 6) 



5- 



s - 


( 2,2). 

3- 

h(0, 2) 


Ill 

1- 

i 

1 1 » 

III 

-5-4-3-: 

l 

1-1 _ 

1 1 

_ 1 2 


31. Considerar la region R en el piano xy acotada por la elipse 



y las transformaciones x = auy y = bv. 

a ) Dibujar la grafica de la region R y su imagen S bajo la trans¬ 
formacion dada. 

c) Hallar el area de la elipse. 


32. Utilizar el resultado del ejercicio 31 para hallar el volumen de 
cada uno de los solidos abovedados que se encuentra bajo la 
superficies = f(x,y) y sobre la region eliptica R. ( Sugerencia: 
Despues de hacer el cambio de variables dado por los resultados 
del ejercicio 31, hacer un segundo cambio de variables a coor- 
denadas polares.) 


a) f(x,y) = 16 - x 2 - y 2 



b) f(x,y)=A COS^ 


b z 


-jl.yl 

a 2 b 2 


Desarrollo de conceptos 


33. Enunciar la definicion de jacobiano. 

34. Describir como usar el jacobiano para hacer un cambio de 
variables en integrales dobles. 


En los ejercicios 35 a 40, hallar el jacobiano d(x, y, $/d(u, v, l/l 
para el cambio de variables indicado. Si x=f(u r v,vfy f 
y= &u,v,]ri> y z= entonces el jacobiano de x, yy z 

con respecto a U, vy Wes 


d(x, y, $ 
d(u, v, 


dX 

dX 

dX 

dU 

dV 

dW 

dy 

dy 

dy 

dU 

dV 

dW 

dZ 

dZ 

dZ 

dll 

dV 

dW 


35. x = u(l — v), y = uv{ 1 — w), z — uvw 

36. x = 4u — v, y = 4v — w, z = u + w 

37. x = \(u + v), y = \(u — v), z = 2 uvw 

38. x = u — v + w, y = 2 uv, z = u + v + w 

J7. LUJi UakUo cafalUD 

x = p senc/> cos 0,y = p sen </> sen 0, z = p cos 4> 

40. Coordenadas dlfncticas 

x = r COS 0, y = r sen 0, z = z 


Preparation del examen Putnam 


41. Sea A el area de la region del primer cuadrante acotada por 
la recta y = \x, el ejex y la elipse \x 2 + y 2 = 1. Hallar el 
numero positivo m tal que A es igual al area de la region del 
primer cuadrante acotada por la recta y = mx, el ejey y la 
elipse \x 2 + y 2 = 1. 

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 

© The M athematical Association of America. Todos los derechos reservados. 
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CAPITULO 14 Integration multiple 



Ejercicios de repaso 


En los ejercicios ly 2, evaluar la integral. 

P 2 

1. x\Wy dy 
f 2y 

2 . I (x 2 + y 2 ) dx 

Jy 

E n los ejercicios 3 a 6, trazar la region de integration. Despues, 
evaluar la integral iterada. Cambiar el sistema de coordenadas 
cuando sea conveniente. 

n i+* 

(3* + 2 y) dy dx 

i 

n 2x 

(x 2 + 2 y)dydx 

n V9 -x 2 

4x dy dx 

i 

J ~V3 r2 + V4-y 2 

I dx dy 

0 J 2-74^7 

Area E n los ejercicios 7 a 14, dar los Ifmites para la integral doble 

para ambos ordenes de integration. Calcular el area d eR ha- 
ciendo = 1 eintegrando. 


18. Solido acotado por las graficas de z = x + y, z = 0, x = 0, 
x = 3 y y = x 

Valorpromedio E n los ejercicios 19 y 20, encontrar el promedio 
de f(x , y ) sobre la region R . 

19. f{x) = 16 — x 2 — y 2 

R : rectangulo con vertices (2, 2), (-2, 2), (-2, -2), (2, -2) 

20. f(x) = 2x 2 + y 2 

R : cuadrado con vertices (0, 0), (3, 0), (3, 3), (0, 3) 

21. Temperatura promedio La temperatura en grados Celsius 
sobre la superficie de una placa metalica es 

T(x, y) = 40 - 6x 2 — y 2 

donde x y y estan medidos en centimetres. Estimar la tempera¬ 
tura promedio si x varia entre 0 y 3 centimetres y y varfa entre 0 
y 5 centimetres. 

ittVf 22. Ganancia promedio La ganancia para la empresa P gracias al 
marketing de dos bebidas dieteticas es 

P = 192* + 576y - x 2 - 5y 2 - 2*y - 5 000 

donde * y y representan el numero de unidades de las dos bebi¬ 
das dieteticas. Usar un sistema algebraico por computadora 
para evaluar la doble integral alcanzando la ganancia promedio 
semanal si * varia entre 40 y 50 unidades y y varia entre 45 y 
60 unidades. 


7. Triangulo: vertices (0, 0), (3, 0), (0, 1) 

8 . Triangulo: vertices (0, 0), (3, 0), (2, 2) 

9. El area mayor entre las graficas de x 2 + y 2 = 25 y * = 3 

10. Region acotada por las graficas de y = 6* — x 2 y y = x 2 — 2x 

11. Region encerrada por la grafica de y 2 = x 2 — x 4 

12. Region acotada por las graficas de* = y 2 + 1, x = 0,y = Oy 

y = 2 

13. Region acotada por las graficas dex = y + 3y* = y 2 + 1 

14. Region acotada por las graficas de * = — y y * = 2y — y 2 


Parapensar En los ejercicios 15 y 16, dar un argumento geo- 
metrico para la igualdad dada. Verificar la igualdad analftica- 
mente. 


ff- 


1 C2j2-y 2 


(* + y) dx dy = 


2 fx/2 

(* + y) dy dx + 

o J o_ 

2V2 fV8^?/2 

(* + y) dy dx 


n 


n 5— y r3 r2x/3 r5 r5—x 

e x+y dxdy= I I e x+y dydx+ I I e x+y dy dx 
\y/2 Jo Jo J 3 Jo 


Volumen En los ejercicios 17 y 18, utilizar una integral multi¬ 
ple y un sistema de coordenadas adecuado para hallar el volu¬ 
men del solido. 

17. Solido acotado por las graficas de z = x 2 — y + 4, z = 0, 
y = 0, x = Oyx = 4 


Probabilidad En los ejercicios 23 y 24, hallar k tal que la fun- 
cion sea una funcion de densidad conjunta y hallar la probabi¬ 
lidad requerida, donde 

Pia< x< bc< y< d) = J J fix^^cbccfy. 


23. fix, y) = 


kxye * > 0, y > 0 

0, en el resto 

P(0 < * < 1, 0 < y < 1) 


kxy, 0 < x < 1, 0 < y < jc 
0, en el resto 


24. fix,y) = 

Pi 0 < x < 0.5, 0 < y < 0.25) 


Aproximacion En los ejercicios 25 y 26, determinar que valor 
se aproxima mejor al volumen del solido entre el piano xy y la 
funcion sobre la region. (Hacer la election a la vista de un dibu- 
jo del solido y no realizando calculo alguno.) 

25. fix, y) = x + y 

R: triangulo con vertices (0, 0), (3, 0), (3, 3) 
a) f b) 5 c) 13 d) 100 e) -100 

26. fix, y ) = 10a 2 v 2 

R\ tirculo limitado o acotado por x 2 + y 2 = 1 
a) tt b) -15 c) 5 d) 3 e) 15 






Ejercicios de repaso 
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jVerdadero o falso? E n los ejercicios 27 a 30, determinar si la 38. Combinar la suma de las dos integrales iteradas en una sola inte- 
declaracion es verdadera 0 falsa. Si es falsa, explicar por que 0 gral iterada convirtiendo a coordenadas polares. Evaluar la inte- 

dar un ejemplo que demuestre que es falsa. gral iterada resultante. 


27. ff f(x)g(y)dydx 



f(x)dx 


28. Si / es continua sobre R x y R 2 , y 




dA 


entonces 



3x/2 

xy dy dx 


+ 



xy dy dx 


(23 Masa y centro de masa E n los ejercicios 39 y 40, hallar la masa 
y el centro de masa de la lamina limitada o acotada por las gra- 
ficas de las ecuaciones con la densidad o densidades dadas. 
Utilizar un sistema algebraico por computadora y evaluar las 
integrales multiples. 


29. 

30. 


U f(x ' 


>0 dA = 


U Axi 


y) dA. 


i r i 


i r i 


C0S(x 2 + y 2 )dx dy = 4 C0S(x 2 + y 2 )dxdy 

Jo Jo 

1 


- t t dx dy < - 7 - 
1 + x 2 + y 2 4 


E n los ejercicios 31 y 32, evaluar la integral iterada convirtiendo 
a coordenadas polares. 

n x _ r4 rVlO-y 2 

>/ x 2 + y 2 dy dx 32. I I (x 2 + y 2 ) dx dy 

1 Jo Jo 


39. y = 2 x, y = 2x 3 , primer cuadrante 
a) p = kxy b) p = k(x 2 + y 2 ) 


40. y = 



x 

L 



p = k, primer cuadrante 


(23 En los ejercicios 41 y 42, hallar I# \ y / 0 , xy ypara la lamina 
limitada 0 acotada por las graficas de las ecuaciones. Utilizar un 
sistema algebraico por computadora y evaluar las integrales 
dobles. 

41. y = 0, y = b, x = 0, x = a, p = kx 

42. y = 4 — x 2 , y = 0, x > 0, p = ky 


Area En los ejercicios 33 y 34, usar la doble integral para 
encontrar el area en la region sombreada. 

33. 34. 

n n 




Area de una superficie E n los ejercicios 43 a 46, hallar el area 
de la superficie dada por z= sobre la region R 

43. /(x, y) = 25 - x 2 - y 2 
R= {(x,y):x 2 + y 2 < 25} 

(23 44. f(x, y) = 16 - X — y 2 

R = {(x,y): 0 < x < 2, 0 < y < x} 

Utilizar un sistema algebraico por computadora y evaluar la 
integral. 

45. /(x, y) = 9 - y 2 

R: triangulo limitado por las graficas de las ecuaciones y = x, 
y= ~xyy = 3. 


Volumen En los ejercicios 35 y 36, utilizar una integral multi¬ 
ple y un sistema de coordenadas adecuado para hallar el volu¬ 
men del solido. 

35. Solido limitado o acotado por las graficas de z = 0 y z = h, 
exterior al cilindro x 2 + y 2 = 1 e interior al hiperboloide 
x 2 + y 2 - z 2 = 1 

36. Solido restante despues de perforar un orificio de radio b a 
traves del centro de una esfera de radio R(b < R) 


46. f{x, y) = 4 - x 2 

R\ triangulo limitado por las graficas de las ecuaciones y = x, 
y = -xyy = 2 . 

47. Proyectar construccion Un nuevo auditorio es construido con 
un cimiento en forma de un cuarto de un circulo de 50 pies de 
radio. Asf, se forma una region R limitada por la grafica de 

x 2 + y 2 = 50 2 


37. Considerar la region R en el piano xy limitada o acotada por la 

grafica de la ecuacion 

(x 2 + y 2 ) 2 = 9(x 2 - y 2 ). 

a) Convertir la ecuacion a coordenadas polares. Utilizar una 
herramienta de graficacion para representar la ecuacion. 

b) Utilizar una integral doble para hallar el area de la region R. 

(23 c ) Utilizar un sistema algebraico por computadora y determinar 
el volumen del solido sobre la region R y bajo el hemisferio 
z = V9 - x 2 - y 2 . 


con x > 0 y y > 0. Las siguientes ecuaciones son modelos para 
el piso y el techo. 

tv x + y 

Piso: z = —^— 


Techo: z — 20 + 


xy 

100 


a) Calcular el volumen del cuarto, el cual es necesario para 
determinar los requisitos de calor y enfriamiento. 

b) Encontrar el area de superficie del techo. 
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CAPITULO 14 Integracion multiple 


48. Area de una superficie El techo del escenario de un teatro al 
aire libre en un parque se modela por 


f(x,y) = 25 


1 + 


/x 2 + y 2 \ 

V 1000 ) 


donde el escenario es un semicirculo limitado o acotado por las 
graficas de y = V50 2 — x 2 y y = 0. 

a) Utilizar un sistema algebraico por computadora y representar 
graficamente la superficie. 

b) Utilizar un sistema algebraico por computadora y aproximar 
la cantidad de pies cuadrados de techo requeridos para cubrir 
la superficie. 


63. Investigation Considerar un segmento esferico de altura h de 
una esfera de radio a, donde h < a y de densidad constante 
p(x , y,z) = k (ver la figura). 


a) Hallar el volumen del solido. 


En los ejercicios 49 a 52, evaluar la integral iterada. 


49. 


50. 


f3 rv 9 -x 2 r 9 

_ Jx 2 + y 2 dz dy dx 

J-3J-V9-X 2 Jx 2 + y 2 


+r 

'4-x 2 r(x 2 +y 2 )/2 


ci rv4-x 2 r( 

J-2J-V4-X 2 Jo 


51. 


52. 


(x 2 + y 2 ) dz dy dx 
(.x 2 + y 2 4 - z 2 ) dx dy dz 

f 


'5 rj 25 -X 2 rJ 25 


\ + x 2 + y 2 + z? 


dz dy dx 


b) Hallar el centroide del solido. 

c) Utilizar el resultado del inciso b) para localizar el centroide 
de un hemisferio de radio a. 

d) Hallar lfm z. 

0 

e) Hallar 4 . 

f) Utilizar el resultado del inciso e ) para hallar I z para un he¬ 
misferio. 

64. Momento de inertia Hallar el momento de inercia con res- 

z 2 

pecto al eje z del elipsoide x 2 + y 2 -\—y = 1, donde a > 0. 


En los ejercicios 53 y 54, utilizar un sistema algebraico por 
computadora y evaluar la integral iterada. 


En los ejercicios 65 y 66, dar una interpretacion geometrica de la 
integral iterada. 


53. 


54. 


r 

rV 1 x 2 rV i-x 2 - y 2 

1 1 (x 2 + y 2 ) dz dy dx 

65. f 
Jo 

J-1. 

l-VT^J-VT^x^ 

fj 

's/ 4 -x 2 C j 4 -x 2 -y 2 

xyz dz dy dx 

0 Jo 

“■I 


' 27 t fTT r 6 sen (f> 


p 2 sen cj)dp d(p dO 


'o 

2 rl+r 2 


r dz dr dO 


Volumen En los ejercicios 55 y 56, utilizar una integral multi¬ 
ple para calcular el volumen del solido. 

55. El solido interior a las graficas de r = 2 cos 0 y r 2 + z 2 = 4 

56. El solido interior a las graficas der 2 + z= 16,z = 0yr = 2 
sen 6 


En los ejercicios 67 y 68, hallar el jacobiano d(j r,y)/d(w, v) para 
el cambio de variables indicado. 

67. x = u + 3v, y = 2u — 3v 

68. x = u 2 + v 2 , y = u 2 — v 2 


Centro de masa En los ejercicios 57 a 60, hallar el centro de 

masa del solido de densidad uniforme limitado o acotado por las 

graficas de las ecuaciones. 

57. El solido interior al hemisferio p = cos (p, it IA < p < 77/2, y 
exterior al cono p = it/4 

58. La cuna: x 2 + y 2 = a 2 , z = cy(c > 0), y > 0, z ^ 0 

59. x 2 + y 2 + z 2 = a 2 , primer octante 

60. x 2 + y 2 + z 2 = 25, z = 4 (el solido mayor) 

Momento de inertia En los ejercicios 61 y 62, hallar el momen¬ 
to de inercia I z del solido de densidad dada. 

61. El solido de densidad uniforme interior al paraboloide z = 16 — 
x 2 ~ y 2 , y exterior al cilindro x 2 + y 2 = 9, z > 0. 

62. x 2 + y 2 + z 2 = a 2 , densidad proporcional a la distancia al 
centro 


En los ejercicios 69 y 70, utilizar el cambio de variables indicado 
para evaluar la integral doble. 


69. 



ln(x + y) dA 


7# ' SJ T 


+ x 2 y 2 


; dA 


x = ~{u + v), y = -(« 


v) 


x = u, y 


v 

u 


y y 
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Solucion de problemas 


1. Hallar el volumen del solido de interseccion de los tres cilindros 
x 2 + z 2 = 1, y 2 + z 2 = 1 y x 2 + y 2 = 1 (ver la figura). 



2. Sean a, b, c y d numeros reales positivos. El primer octante del 
piano ax + by + cz = d se muestra en la figura. Mostrar que el 
area de la superficie de esta porcion del piano es igual a 

+ V 2 + c 2 
c 

donde A(R) es el area de la region triangular R en el piano xy, 
como se muestra en la figura. 


z 



3. Deducir el famoso resultado de Euler que se menciona en la sec- 

oo ^ jj -2 

cion 9.3, ^ ~ 2 = completando cada uno de los pasos. 

n = 1 ^ ^ 


a) Demostrar que 
dv 


h 


I 2 - u 2 + - 2 

b) Demostrar que l x = 


V" Jl - U 2 


arctan 


72 — u‘ 


+ c. 


J -J2./7 ru 

. Ln 


2 , 2 dvdu = ^ 

IT + v z lo 


utilizando la sustitucion u = V? sen 0. 


c) Demostrar que 

rV2 r-M + V2 


r f 

JV2/2 V2 


2 — w 2 + 


r dv du 


v^ 


=i 


77/2 f 1 ~ Sen ^ m 

arctan —do 

77/6 


COS 0 

utilizando la sustitucion u = V? sen 0. 


d) Demostrar la identidad trigonometrica 


1 — sen 0 
COS 6 


= tan 


(tt/2) - 0 


J2 r-M + V2 


rf 

JV2/2Ju 


— 5 ^ dv du = ~^r. 
ir + v z 9 


e) Demostrar que / 2 = 

JV2/2JU-V2 

f ) Utilizar la formula para la suma de una serie geometrica infi- 

rl rl 


nita para verificar que V —z = 
- 


n = l 


1 — xy 


dx dy. 


x ~\~ y 

g) Utilizar el cambio de variables u = — j=- y v 


V2 


y ~ x 

J2 


para 


w j 

demostrar que ^ = 


1 77 2 

--ax dy = L + Ij = ~x~ 

1 - xy 6 


4. Considerar un cesped circular de 10 pies de radio, como se mues¬ 
tra en la figura. Supongase que un rociador distribuye agua de 
manera radial de acuerdo con la formula 




(medido en pies cubicos de agua por hora por pie cuadrado de 
cesped), donde r es la distancia en pies al rociador. Hallar la can- 
tidad de agua que se distribuye en 1 hora en las dos regiones anu- 
lares siguientes. 

A = {(r, 0): 4 < r < 5, 0 < 0 < 2tt} 

B = {(r, 0): 9 < r < 10, 0 < 0 < 2 7 r} 

{Es uniforme la distribucion del agua? Determinar la cantidad de 
agua que recibe todo el cesped en 1 hora. 



5. La figura muestra la region R limitada o acotada por las curvas 
x 2 x 2 

y = V*» y = VS, y = — y y = —. Utilizar el cambio de 

variables x = w 1/3 v 2/3 y y = w 2/3 v 1/3 para hallar el area de la 
region R. 
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CAPITULO 14 Integration multiple 


6 . La figura muestra un solido acotado inferiormente por el piano 
z = 2 y superiormente por la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 8. 


z 



a) Hallar el volumen del solido utilizando coordenadas cilrn- 
dricas. 

b) Hallar el volumen del solido utilizando coordenadas esfe- 
ricas. 


7. Dibujar el solido cuyo volumen esta dado por la suma de las 
integrales iteradas 

6 r(12-z)/2 r6-y 


n 3 p p r{12-z)/2 r6-y 

dxdy dz + \ \ dxdy dz. 

/2 Jz/2 JO J3 Jz/2 


Despues, expresar el volumen mediante una integral iterada 
simple con el orden dy dz dx. 

fi fi 


8 . Demostrar que lim 


o Jo 


x n y n dx dy = 0. 


En los ejercicios 9 y 10, evaluar la integral. (Sugerencia: Ver el 
ejercicio 69 de la section 14.3.) 


J 'oo 

x 2 e~ xl dx 
o 



11. Considerar la funcion 




ke ( x+ 3 7 )/« ; x > 0, y > 0 

0, en el resto. 


Hallar la relacion entre las constantes positivas a y k de manera 
que / sea una funcion de densidad conjunta de las variables 
aleatorias continuas x y y. 

12. Encontrar el volumen del solido generado al girar la region en el 
primer cuadrante limitado por y = e~ x ~ alrededor del eje y. Usar 
este resultado para encontrar 



e x2 dx. 


13. De 1963 a 1986, el volumen del lago Great Salt se triplico, mien- 
tras que el area de su superficie superior se duplico. Leer el articu- 
lo “Relations between Surface Area and Volume in Lakes” de 
Daniel Cass y Gerald Wildenberg en The College Mathematics 
Journal. Despues, proporcionar ejemplos de solidos que tengan 
“niveles de agua” ay b tales que V(b ) = 3 V(a) y A(b) = 2 A(a) 
(ver la figura), donde V es el volumen y A es el area. 


Mb) 


A[a) 


}V(a) 


V(b) 


Figura para 13 

14. El angulo entre un piano P y el piano xy es 0, donde 0 < 0 < 
7t/ 2. La proyeccion de una region rectangular en P sobre el 
piano xy es un rectangulo en el que las longitudes de sus lados 
son Ax y Ay, como se muestra en la figura. Demostrar que el 
area de la region rectangular en P es sec 0 Ax Ay. 



15. Utilizar el resultado del ejercicio 14 para ordenar los pianos, en 
orden creciente de sus areas de superficie, en una region fija R 
del piano xy. Explicar el orden elegido sin hacer ningun calculo. 

a) zi = 2 + x 

b) z 2 = 5 

c) z 3 = 10 - 5x + 9y 

d) z 4 = 3 + x - 2y 


16. Evaluar la integral 

17. Evaluar las integrales 
ri fi 


1 


(1 + x 2 + y 2 ) 2 


dx dy. 


x-y 
(x + y) 3 


dx dy y 


x-y 
o (* + y) 3 


dy dx. 


^Son iguales los resultados? <[Por que si o por que no? 

18. Mostrar que el volumen de un bloque esferico puede ser apro- 
ximado por 

W ~ p 2 sene fi A p A</> A 0. 















Analisis vectorial 



En este capitulo se estudiaran los campos 
vectoriales, integrates de tinea e integrates 
de superficie. Se aprendera a usartos para 
determinar cantidades en la vida real, como 
el area de una superficie, masa, flujo, traba- 
jo y energia. 

En este capitulo, se aprendera: 

■ Como dibujar un campo vectorial, deter¬ 
minar si es conservativo, encontrar una 
funcion de potencial, el rotacional y la 
divergencia. (15.1) 



Como encontrar una parametrizacion 
continua por secciones, escribir y evaluar 
una integral de linea y utilizar el teorema 
de Green. (15.2, 15.4) 

Como usar el teorema fundamental de 
las integrates de tinea, la independence 
de la trayectoria y la conservacion de 
energia. (15.3) 

Como dibujar una superficie parametrica, 
encontrar un conjunto de ecuaciones 
parametricas para representar una super¬ 
ficie, determinar un vector normal, un 
piano tangente y el area de una superficie 
parametrica. (15.5) 

Como evaluar una integral de superficie, 
determinar la orientacion de una superfi¬ 
cie, evaluar una integral de flujo y usar 
el teorema de la divergencia. (15.6, 15.7) 
Como utilizar el teorema de Stokes para 
evaluar una integral de tinea o superficie 
y como usar el rotacional para analizar el 
movimiento de un liquido que gira. (15.8) 




NASA 

Mientras esperan el despegue en tierra, los astronautas del transbordador espacial 
tienen acceso a un sistema alambrico de canasta y tobogan disenado para transportar- 
los lo mas lejos posible del transbordador en una situacion de emergencia. ^La cantidad 
de trabajo realizado por el campo de fuerza gravitacional varfa para diferentes trayecto- 
rias entre dos puntos fijos del tobogan alambrico? (Ver la seccion 15.3, ejercicio 39.) 




4 , 



V 



En el capitulo 15 se combinara el conocimiento de vectores con el del calculo integral. La seccion 15.1 introduce 
campos vectoriales, como los que se muestran arriba. Ejemplos de campos vectoriales incluyen campos de veloci- 
dad, campos electromagneticos y campos gravitacionales. 
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Analisis vectorial 


CAPITULO 15 



Campos vectoriales 


■ Comprender el concepto de un campo vectorial. 

■ Determinar si un campo vectorial es conservative. 

■ Calcular el rotacional de un campo vectorial. 

■ Calcular la divergencia de un campo vectorial. 


Campos vectoriales 

En el capitulo 12 se estudiaron funciones vectoriales que asignan un vector a un numero 
real. Se comprobo que las funciones vectoriales de numeros reales son utiles para repre- 
sentar curvas y movimientos a lo largo de una curva. En este capitulo se estudiaran otros 
dos tipos de funciones vectoriales que asignan un vector a un punto en el piano o a un 
punto en el espacio. Tales funciones se llaman campos vectoriales (campos de vecto- 
res), y son utiles para representar varios tipos de campos de fuerza y campos de veloci- 
dades. 


DEFINICION DE UN CAMPO VECTORIAL 

Un campo vectorial sobre una region plana R es una funcion F que asigna un 
vector F(jc, y) a cada punto en R. 

Un campo vectorial sobre una region solida Q en el espacio es una funcion F que 
asigna un vector F(jc, y, z) a cada punto en Q. 


■HUM Aunque un campo vectorial esta constituido por infmitos vectores, se puede obtener una 
idea aproximada de su estructura dibujando varios vectores representatives F(x, y), cuyos puntos ini- 
ciales son (x, y). ■ 

El gradiente es un ejemplo de un campo vectorial. Por ejemplo, si 
f{x, y) = x 2 y + 3xy 3 
entonces el gradiente de / 

V/(x, y) = f x (x, y) i + f y (x, y)\ 

= (2xy + 3y 3 )i + ( x 2 + 9xy 2 )j Campo vectorial en el piano. 

es un campo vectorial en el piano. Del capitulo 13, la interpretacion grafica de este cam¬ 
po es una familia de vectores cada uno de los cuales apunta en la direccion de maximo 
crecimiento a lo largo de la superficie dada por z — f(x, y). 

De manera similar, si 

f(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 

entonces el gradiente de / 

V/(x, y, z) = ff x, y, z)i + f v (x, y, z)j + fix, y, z)k 

= 2x\ + 2y) + 2zk Campo vectorial en el espacio. 

es un campo vectorial en el espacio. Notar que las funciones componentes para este campo 
vectorial particular son 2x, 2y y 2 z. 

Un campo vectorial 

F(x, y, z ) = Mix, y, z)i + N(x, y, z)j + P(x, y, z)k 

es continuo en un punto si y solo si cada una de sus funciones componentes M, N y P es 
continua en ese punto. 
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Campo de velocidades 



Rueda rotante 

Figura 15.1 



Campo vectorial de flujo del aire 

Figura 15.2 


z 



m 1 se localiza en [x, y, z). 
m 2 se localiza en (0,0,0). 

Campo de fuerzas gravitatorio 

Figura 15.3 


Algunos ejemplos fisicos comunes de campos vectoriales son los campos de veloci¬ 
dades, los gravitatorios y los de fuerzas electricas. 

1. Un campo de velocidades describe el movimiento de un sistema de particulas en el 
piano o en el espacio. Por ejemplo, la figura 15.1 muestra el campo vectorial determi- 
nado por una rueda que gira en un eje. Los vectores velocidad los determina la locali- 
zacion de sus puntos iniciales: cuanto mas lejano esta un punto del eje, mayor es su 
velocidad. Otros campos de velocidad estan determinados por el flujo de liquidos a 
traves de un recipiente o por el flujo de corrientes aereas alrededor de un objeto movil, 
como se muestra en la figura 15.2. 

2. Los campos gravitatorios los define la ley de la gravitacion de Newton, que establece 
que la fuerza de atraccion ejercida en una particula de masa m x localizada en (x, y, z) 
por una particula de masa m 2 localizada en (0, 0, 0) esta dada por 


donde G es la constante gravitatoria y u es el vector unitario en la direccion del origen 
a (x, y, z). En la figura 15.3 se puede ver que el campo gravitatorio F tiene las 
propiedades de que todo vector F(x, y, z) apunta hacia el origen, y que la magnitud de 
F(x, y, z) es la misma en todos los puntos equidistantes del origen. Un campo vectorial 
con estas dos propiedades se llama un campo de fuerzas central. Utilizando el vector 
posicion 

r = x\ + yj + zk 

para el punto (x, y, z), se puede expresar el campo gravitatorio F como 




3. Los campos de fuerzas electricas se definen por la ley de Coulomb, que establece que 
la fuerza ejercida en una particula con carga electrica q x localizada en (x, y, z) por una 
particula con carga electrica q 2 localizada en (0, 0, 0) esta dada por 



donde r = xi + yj + zk,U = r/||r||,y c es una constante que depende de la eleccion 
de unidades para || r|| # q l y q 2 - 

Notese que un campo de fuerzas electricas tiene la misma forma que un campo gravi¬ 
tatorio. Es decir, 



Tal campo de fuerzas se llama un campo cuadratico inverso. 


DEFINICION DE CAMPO CUADRATICO INVERSO 

Sea r (7) = x{t) i + y(7)j + z(7)kun vector posicion. El campo vectorial F es un 

campo cuadratico inverso si 



donde k es un numero real y U = r/\\ r|| es un vector unitario en la direccion de r. 


Campo de velocidades 



Rueda rotante 

Figura 15.1 



Campo vectorial de flujo del aire 

Figura 15.2 


z 



m 1 se localiza en [x, y, z). 
m 2 se localiza en (0,0,0). 

Campo de fuerzas gravitatorio 

Figura 15.3 
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y 

3 



Campo vectorial: 
F(x, y) = -y\ + xj 

Figura 15.4 


y 

4 



-4 


Campo vectorial: 
F(x, y) =2xi +yj 


Como los campos vectoriales constan de una cantidad infinita de vectores, no es posi- 
ble hacer un dibujo de todo el campo completo. En lugar de esto, cuando se esboza un 
campo vectorial, el objetivo es dibujar vectores representativos que ayuden a visualizar 
el campo. 

EJEMPLO I Dibujo de un campo vectorial 

Dibujar algunos vectores del campo vectorial dado por 
F(x, y) = —yi + x). 

Solucion Se podrian trazar los vectores en varios puntos del piano, al azar. Sin embargo, 
es mas ilustrativo trazar vectores de magnitud igual. Esto corresponde a encontrar curvas 
de nivel en los campos escalares. En este caso, vectores de igual magnitud se encuentran 
en circulos. 


||F|| = c Vectores de longitud c. 

Jx 2 + y 2 = C 

X 2 + y 2 = C 2 Ecuacion del cfrculo. 

Para empezar a hacer el dibujo, se elige un valor de c y se dibujan varios vectores en la cir- 
cunferencia resultante. Por ejemplo, los vectores siguientes se encuentran en la circunfe- 


rencia unitaria. 


Punto 

Vector 

a o) 

T1 

h— 1 

o 

II 

(0,1) 

Tl 

3 

1—* 

II 

1 

(-1, 0) 

F(— 1, 0) = - 

(o,-D 

II 

pH 

1 

<3 

u_ 


En la figura 15.4 se muestran estos y algunos otros vectores del campo vectorial. Notese 
en la figura que este campo vectorial es parecido al dado por la rueda giratoria mostrada en 
la figura 15.1. 

EJEMPLO 2 Dibujo de un campo vectorial 

Dibujar algunos vectores en el campo vectorial dado por 
F(x, >’) = 2xi + y\. 

Solucion Para este campo vectorial, los vectores de igual longitud estan sobre las elipses 
dadas por 

||F|| = V(2x) 2 + (y) 2 = c 
lo cual implica que 
t^x 2 + y 2 = c 2 . 

Para c = 1, dibujar varios vectores 2xi + yj de magnitud 1 en puntos de la elipse dada por 
4x 2 +y 2 = 1. 

Para c = 2, dibujar varios vectores 2x\ + yj de magnitud 2 en puntos de la elipse dada por 
4x 2 + y 2 = 4. 


Figura 15.5 


Estos vectores se muestran en la figura 15.5. 
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16 



Campo de velocidades: 

y, z ) = (16 -x 1 -y 2 )k 

Figura 15.6 


EJEMPLO 3 Esbozo de un campo vectorial 

Dibujar algunos vectores en el campo de velocidad dado por 
v(x, y, z ) = (16 - x 2 - y 2 )k 
donde x 2 + y 2 < 16. 

Solucion Es valido imaginar que v describe la velocidad de un fluido a traves de un 
tubo de radio 4. Los vectores proximos al eje z son mas largos que aquellos cercanos al 
borde del tubo. Por ejemplo, en el punto (0, 0, 0), el vector velocidad es v(0, 0, 0) = 
16k, considerando que en el punto (0, 3, 0), el vector velocidad es v(0, 3, 0) = 7k. La 
figura 15.6 muestra estos y varios otros vectores para el campo de velocidades. De la 
figura, se observa que la velocidad del fluido es mayor en la zona central que en los 
bordes del tubo. 

Campos vectoriales conservatives 

En la figura 15.5 todos los vectores parecen ser normales a la curva de nivel de la que 
emergen. Porque esta es una propiedad de los gradientes, es natural preguntar si el campo 
vectorial dado por F(v, y) = 2xi + yj es el gradiente de alguna funcion diferenciable /. 
La respuesta es que algunos campos vectoriales, denominados campos vectoriales con¬ 
servatives, pueden representarse como los gradientes de funciones diferenciables, mien- 
tras que algunos otros no pueden. 


DEFINICION DE CAMPOS VECTORIALES CONSERVATIVOS 

Un campo vectorial F se llama conservative si existe una funcion diferenciable f 
tal que F = V/. La funcion f se llama funcion potencial para F. 


EJEMPLO 4 Campos vectoriales conservatives 

a) El campo vectorial dado por F(x, y) = 2x i + yj es conservativo. Para comprobarlo, 
considerar la funcion potencial f(x, y) = x 2 + \y 2 . Como 

V/ = 2x i + yj = F 
se sigue que F es conservativo. 

bj Todo campo cuadratico inverso es conservativo. Para comprobarlo, sea 


F(x, y, z) = TTjn u y f(x, y, z) = 


Jx 2 + y 2 + z 2 


donde U = r/||r||. Como 
kx 


v/ = 


I + 


ky 


(.x 2 + f + z 2 ) 3/2 ' ' (x 2 +y 2 + z 2 ) 3/2 j + (x 2 + y 2 + z 2 ) 3/2 
xi + yj + zk 


kz 


x 2 + y 2 + z 2 Wx 2 + y 2 + z 2 

k r 


se deduce que F es conservativo. 
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Analisis vectorial 


Como puede verse en el ejemplo 4b, muchos campos vectoriales importantes, inclu- 
yendo campos gravitatorios y de fuerzas electricas, son conservativos. Gran parte de la ter- 
minologia introducida en este capitulo viene de la fisica. Por ejemplo, el termino “conser- 
vativo” se deriva de la ley fisica clasica de la conservacion de la energia. Esta ley establece 
que la suma de la energia cinetica y la energia potencial de una particula que se mueve en 
un campo de fuerzas conservativo es constante. (La energia cinetica de una particula es la 
energia debida a su movimiento, y la energia potencial es la energia debida a su posicion 
en el campo de fuerzas.) 

El importante teorema siguiente da una condicion necesaria y suficiente para que un 
campo vectorial en el piano sea conservativo. 


TEOREMA 15.1 CRITERIO PARA CAMPOS VECTORIALES CONSERVATIVOS EN EL PLANO 

Sea M y N dos funciones con primeras derivadas parciales continuas en un disco 
abierto R. El campo vectorial dado por F(x, y) = Ml + N) es conservativo si y 
solo si 

dN_dM 
dx dy ’ 


( DEM0STRAC10N ) p a ra mostrar que la condicion dada es necesaria para que F sea conser¬ 
vativo, suponer que existe una funcion potencial f tal que 

F(x, y) = V/(x, y) = Mi + N}. 


Entonces se tiene 




f x (x, y) = M 


N x ’ y) = ^ 


f y (x, y) = N 

o 

f , s dN 

N x ' y) = Tx 


y, por la equivalencia de derivadas parciales mixtas 
dN/dx = dM/dy para todo (x, y) en R. Lo suficiente 

f y f y x> se puede concluir que 
de la condicion se muestra en la 


seccion 15.4. 


El teorema 15.1 es valido en dominios simplemente conexos. Una region plana R es sim- 
plemente conexa si cada curva cerrada simple en R encierra solo puntos que estan en R. Ver la figu- 
ra 15.26 en la seccion 15.4. ■ 


EJEMPLO 5 Prueba de campos vectoriales conservativos 
en el piano 

Decidir si el campo vectorial dado por F es conservativo. 
a) F(x, y) = x 2 yi + xyj b} F(x, y) = 2x\ + yj 


Solucion 

a) El campo vectorial dado por F(x, y) = x 2 y\ + xyj no es conservativo porque 


dM d r o n 
^ ■ Ty lx y] ‘ 


x 2 y 


dN d r 
& == 


b) El campo vectorial dado por F(v, y) = 2x i + yj es conservativo porque 


dM 

dy 


= ° y 


dN 

dx 


d_ 

dx 


[y] = o. 
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El teorema 15.1 permite decidir si un campo vectorial es o no conservativo. Pero no 
dice como encontrar una funcion potencial de F. El problema es comparable al de la inte- 
gracion indefinida. A veces se puede encontrar una funcion potencial por simple inspec- 
cion. Asi, en el ejemplo 4 se observa que 

f(x,y) = x 2 + ^y 2 

tiene la propiedad de que Vf(x, y) = 2x\ + y). 

EJEMPLO 6 Calcular una funcion potencial para F(x, y ) 

Hallar una funcion potencial para 

F(x, y) = 2xyi + (.x 2 - y)j. 

Solucion Del teorema 15.1 sigue que F es conservativo porque 

7-[2 xy] = 2x y ^-[x 2 - y] = 2x. 
ay ax 

Si f es una funcion cuyo gradiente es igual a F(jc, y), entonces 
Vf(x,y) = 2xyi + (x 2 - 
lo cual implica que 
fjx, y) = 2xy 


y 


f y {x, y) = x 2 - y. 

Para reconstruir la funcion f de estas dos derivadas parciales, se integra f x (x, y ) con respec- 
to a v y f y (x, y ) con respecto a y, como sigue. 

fix, y) = J fjx, y)dx = j 2xy dx = x 2 y + g(y) 

fix , y) = J fyix, y)dy = j (x 2 - y) dy = x 2 y - y + h(x) 

Notese que g(y) es constante con respecto ary h(x) es constante con respecto a y. Para 
hallar una sola expresion que represente f(x , y), sea 

g(y) = -y y h(x) = k. 

Entonces, se puede escribir 
fix, y) = X 2 y + g(y) + K 
= x 2 y ~ y 2 + K. 

Este resultado se puede verificar formando el gradiente de f. Usted podra que es igual a la 
funcion original F. 

■HUM La solucion en el ejemplo 6 es comparable a la dada por una integral indefinida. Es decir, 
la solucion representa a una familia de funciones potenciales, dos de las cuales difieren por una cons¬ 
tante. Para hallar una solucion unica, se tendria que fijar una condicion inicial que deba satisfacer la 
funcion potencial. ■ 
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Rotacional de un campo vectorial 

El teorema 15.1 tiene un analogo para campos vectoriales en el espacio. Antes de estable- 
cer ese resultado, se da la definicion del rotacional de un campo vectorial en el espacio. 


DEFINICION DEL ROTACIONAL DE UN CAMPO VECTORIAL 


El rotacional de F(jc, y,z) = Mi + Nj + P kes 

rot F(x, y, z) = V x F(x, y, z) 

= (bp_ _ aw\. _ (bp_ _ dM\ m + fdN _ c)MV 

\dy dz/ \dv dzr \dx dy) 


■:[H Si rot F = 0, entonces se dice que F es un campo irrotacional. 


La notacion de producto vectorial usada para el rotacional proviene de ver el gra- 
diente V/ como el resultado del operador diferencial V que actua sobre la funcion /. En 
este contexto, se utiliza la siguiente forma de determinante como ayuda mnemotecnica 
para recordar la formula para el rotacional. 


rot F(x, y, z) = V x F(x, y, z) 


i 

j 

k 

_d_ 

d_ 

_a_ 

dx 

dy 

dz 

M 

N 

P 

fdP 

dN 

v 

\dy 

dz 

r 


dM \. (dN 

+ u 



k 


EJEMPLO 7 Calculo del rotacional de un campo vectorial 

Hallar rot F para el campo vectorial dado por 
F(x, y, z) = 2xyi + (x 2 + z 2 )j + 2yzk. 

I Es F irrotacional? 

Solucion El rotacional de F esta dado por 

rot F(x, y, z) = V x F(v, y, z) 

i j k 

AAA 

dx dy dz 

2 xy x 2 + z 2 2yz 


A A 


d_ d_ 


A A 

dy dz 

i - 

dx dz 

j + 

dx dy 

x 2 + z 2 2yz 


2xy 2yz 


2xy x 2 + z 2 


= (2z 2z)i - (0 - 0)j + (2x - 2x)k 

= 0 


Como rot F = 0, F es irrotacional. 
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■iHUM El teorema 15.2 es valido 
para dominios simplemente conectados 
en el espacio. Un dominio simplemente 
conexo en el espacio es un dominio D 
para el cual cada curva simple cerrada 
en D (ver la seccion 15.4) se puede 
reducir a un punto en D sin salirse 
d e£>. ■ 


Los ejemplos 6 y 8 son las 
ilustraciones de un tipo de problemas 
llamados reconstruction de una fun- 
cion a partir de su gradiente. Si se 
decide tomar un curso en ecuaciones 
diferenciales, se estudiaran otros meto- 
dos para resolver este tipo de proble¬ 
mas. Un metodo popular da una inter- 
accion entre las “integraciones par- 
ciales” sucesivas y derivaciones par- 
ciales. ■ 


Mas adelante, en este capitulo, se asignara una interpretacion fisica al rotacional de un 
campo vectorial. Pero por ahora, el uso primario del rotacional se muestra en la siguiente 
prueba para campos vectoriales conservativos en el espacio. El criterio establece que para 
un campo vectorial cuyo dominio sea todo el espacio tridimensional (o una esfera abier- 
ta), el rotacional es 0 en cada punto en el dominio si y solo si F es conservativo. La 
demostracion es similar a la dada para el teorema 15.1. 


TEOREMA 15.2 CRITERIO PARA CAMPOS VECTORIALES CONSERVATIVOS EN EL ESPACIO 

Suponer que M, N y P tienen primeras derivadas parciales continuas en una esfera 
abierta Q en el espacio. El campo vectorial dado por F(x, y, z) = Ml + N] + Pkes 
conservativo si y solo si 

rot ¥(x, y, z ) = 0. 

Es decir, F es conservativo si y solo si 

dP__dN dP__m dN_dM 
dy dz dx dz y dx dy ’ 


Del teorema 15.2 se puede ver que el campo vectorial del ejemplo 7 es conservativo, 
ya que rot F(x, y, z) = 0. Comprobar que el campo vectorial 

F(x, y, z ) = -rV'i + xh] + x 2 yk 

no es conservativo; se puede demostrar que su rotacional es 

rot F(x, y, z) — (x 3 y 2 — 2xy)j + (2xz ~ 2x 3 yz)k ¥= 0. 

Para los campos vectoriales en el espacio que satisfagan el criterio y sean, por tanto, 
conservativos se puede encontrar una funcion potencial siguiendo el mismo modelo uti- 
lizado en el piano (como se demostro en el ejemplo 6). 

EJEMPLO 8 Calcular una funcion potencial para F(x, y, z) 

Hallar una funcion potencial para F(v, y, z) = 2xyi + (x 2 + z 2 ) j + 2yzk 

Solucion Del ejemplo 7 se sabe que el campo vectorial dado por F es conservativo. Si f 
es una funcion tal que F(v, y, z) = V/(x, y, z), entonces 

f x (x, y, Z ) = 2xy, f y (x, y, z) = x 2 + z 2 y f z (x, y, z) = 2yz 

e integrando separadamente con respecto a x, y y z se obtiene 


muu/iW El teorema 15.2 es valido 
para dominios simplemente conectados 
en el espacio. Un dominio simplemente 
conexo en el espacio es un dominio D 
para el cual cada curva simple cerrada 
en D (ver la seccion 15.4) se puede 
reducir a un punto en D sin salirse 
de D. M 


Los ejemplos 6 y 8 son las 
ilustraciones de un tipo de problemas 
llamados reconstruction de una fun- 
cion a partir de su gradiente. Si se 
decide tomar un curso en ecuaciones 
diferenciales, se estudiaran otros meto- 
dos para resolver este tipo de proble¬ 
mas. Un metodo popular da una inter- 
accion entre las “integraciones par¬ 
ciales” sucesivas y derivaciones par¬ 
ciales. ■ 



Comparando estas tres versiones de f(x 9 y, z), concluir que 
g(y, z) = yz 2 + K, h(x, z) = K y k(x, y) = x 2 y + K. 


Por tanto, fix, y, z) resulta ser 
f(x, y, z) = x 2 y + yz 2 + K. 
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Divergencia de un campo vectorial 


■L'lUfrW La divergencia puede verse 
como un tipo de derivadas de F ya que, 
para campos de velocidades de partfcu- 
las, mide el ritmo de flujo de particulas 
por unidad de volumen en un punto. 

En hidrodinamica (el estudio del 
movimiento de fluidos), un campo de 
velocidades de divergencia nula se 
llama incompresible. En el estudio de 
electricidad y magnetismo, un campo 
vectorial de divergencia nula se llama 
el solenoidal. ■ 


Se ha visto que el rotacional de un campo vectorial F es a su vez un campo vectorial. Otra 
funcion importante definida en un campo vectorial es la divergencia, que es una funcion 
escalar. 


DEFINICION DE DIVERGENCIA DE UN CAMPO VECTORIAL 


La divergencia de F(x, y) = Mi + Nj es 
div F(x, y) = V • F(x, y) 


dM | dN 
dx dy' 


Plano. 


La divergencia de F(v, y 9 z) — Mi + N] + P kes 

N x dM dN dP 

div F(x, y, z) = V * r(x, y, z) = + — + — . Espacio. 

dx dy dz 

Si div F = 0, entonces se dice que F es de divergencia nula. 


La notacion de producto escalar usada para la divergencia proviene de considerar V 
como un operador diferencial, como sigue. 


V • F(x, y, Z ) = 


s) i + (i) i + (sl k 


(Mi + Nj + Pk) 


dM dN dP 

- + - + - 

dx dy dz 


EJEMPLO 9 Divergencia de un campo vectorial 

Hallar la divergencia en (2, l, — 1) para el campo vectorial 

F(x, y 9 z) = x 3 y 2 zi + x 2 z) + x 2 y k 


Solucion La divergencia de F es 


div F(x, y 9 z) = ^~[x 3 y 2 z] + t~[x 2 z] + T~[x 2 y] = 3 x 2 y 2 z. 
dx 


d_ 

dy L 


d_ 

dz L 


En el punto (2, 1, — 1), la divergencia es 

div F(2, 1, -1) = 3(2 2 )(1 2 )(- 1) = -12. 


Hay muchas propiedades importantes de la divergencia y el rotacional de un campo 
vectorial F (ver ejercicios 83 a 89). Se establece una de uso muy frecuente en el teorema 
15.3. En el ejercicio 90 se pide demostrar este teorema. 


TEOREMA 15.3 RELACION ENTRE DIVERGENCIA Y ROTACIONAL 

Si F(x, y 9 z) = Mi + N] + P k es un campo vectorial y M, N y P tienen segundas 
derivadas parciales continuas, entonces 

div (rot F) = 0. 










SECCION 15.1 Campos vectoriales 


1067 



Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 6, asociar el campo vectorial con su grafica. 
[Las graficas se marcan a), 0, C), 0, 0 y /).] 


a) 






En los ejercicios 21 a 30, hallar el campo vectorial conservativo 
para la funcion potencial, encontrando su gradiente. 

21. /(x, y) = x 2 + 2 y 2 22. f(x, y) = x 2 — \y 2 

23. g(x, y) = 5x 2 + 3xy + y 2 24. g(x, y) = sen 3x cos 4y 
25. /(x, y, z) = 6xyz 

27. g(x, y, z) = z + ye x2 

29. /z(x, y, z) = xy ln(x + y) 


26. /(x, y, z) = Vx 2 + 4y 2 + z 2 

28. ,( w )=Z + £_^ 

z x y 
30. h(x , y, z) = x arcsen yz 






En los ejercicios 31 a 34, verificar que el campo vectorial es con¬ 
servativo. 


31. F(x, y) = xy 2 i + x 2 yj 32. F(x, y) = ^(yi - xj) 

33. F(x, y) = sen yi + x cos yj 34. F(x, y) = — (yi - xj) 

xy 


En los ejercicios 35 a 38, determinar si el campo vectorial es con¬ 
servativo. 


/) 




35. F(x, y) = 5y 2 (yi + 3xj) 

2 

36. F(x, y) = — e 2x ! y (y\ — xj) 


37. F(x, y) = 


38. F(x, y) = 


Jx 2 4 - 


y z 


i(i + j) 


J\ + xy 


=(yi + -*j) 


1. F(x,y) =yi 
3. F(x,y) = yi - xj 
5. F(x, y) = (x, seny) 


2. F(x, y) = xj 
4. F(x, y) = xi + 3yj 
6. F(x, y) = {\xy, \x 2 ) 


En los ejercicios 39 a 48, determinar si el campo vectorial es con¬ 
servativo. Si lo es, calcular una funcion potencial para el. 


1 


En los ejercicios 7 a 16, calcular ||F|| y dibujar varios vectores 
representativos del campo vectorial. 

39. F(x, y) = yi + xj 

41. F(x, y) = 2xyi + x 2 j 

40. 

42. 

F(x,y) 

F(x,y) 

7. F(a, y) = i + j 

8. F(a, y) = 2i 

43. F(x, y) = 15y 3 i - 5xy 2 j 

44. 

F(x,y) 

9. F(a, }') = yi + xj 

10. F(a, y) = yi - 2xj 


46. 

F(a, y) 

11. F(a, y, z) = 3yj 

12. F(a, y) = xi 

13. F(a, y) = 4x i + yj 

14. F (a, y) = (a 2 + y 2 )i + j 

47. F(x, y) = e x (cos yi — sen 

yi) 


15. F(a, y, z) = i + j + k 

16. F(a, y, z) = Ai + yj + zk 

48. F(a, y) = f X 2 l + 

(x 2 + y 2 ) 2 




y 

: xi + yj 

x 2 + y 2 


En los ejercicios 17 a 20, utilizar un sistema algebraico por compu- 
tadora y representar graficamente varios vectores representa¬ 
tives del campo vectorial. 

17. F(a, y) = g( 2xyi + y 2 j) 

18. F(a, y) = (2y — 3a ) i + ( 2y + 3a )j 

x xi + yj + zk 

19. F(x, y, z) = , = 

Vx 2 + y 2 + z 2 

20. F(x, y, z) = x i - yj + zk 


En los ejercicios 49 a 52, calcular el rotacional del campo vecto¬ 
rial en el punto dado. 


Campo vectorial 


Punto 


49. F(x, y, z) = xyzi + xyzj + xyzk 

50. F(x, y, z) = x 2 zi - 2xzj + yzk 

51. F(x, y, z) = e x senyi — e x cos yj 

52. F(x, y, z) = e~ xyz (i + j + k) 


(2, 1, 3) 
(2,-1,3) 
( 0 , 0 , 1 ) 
(3, 2, 0) 
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Q& En los ejercicios 53 a 56, usar un sistema algebraico por compu- 
tadora y representar el rotacional del campo vectorial. 

53. F(jc, y, z) = arctan(-)i + lnV-* 2 + y 2 j + k 


54. F(jc, y, z) = 


yz 


i + 


vz 


■J + 




y - z x - z x - y 

55. F(x, y, z) = sen(v - y)i + sen(y — z)j + sen(z - x)k 

56. F(x, y, z) = Jx 2 + y 2 + z 2 (i + j + k) 


En los ejercicios 57 a 62, determinar si el campo vectorial F es 
conservativo. Si lo es, calcular una funcion potencial para el. 


57. F(x, y, z) = xy 2 z 2 i + x 2 yz 2 j + x 2 y 2 zk 

58. F(x, y, z) = y 2 z 3 i + 2xyz 3 j + 3xy 2 z 2 k 

59. F(x, y, z) = senzi + senxj + senyk 

60. F(x, y, z) = ye z i + ze x j + xe y k 

„ w \ z. xz. . x. 

61. F(x, y, z) = i-+ -k 

y y y 


62. F(x, y, z) 


x 2 + y 2 


+ 


x 2 + y : 


j +k 


En los ejercicios 63 a 66, calcular la divergencia del campo vec¬ 
torial F. 

63. F(x, y) = x 2 \ + 2y 2 j 

64. F(x, y) = xe x i + ye y j 

65. F(x, y, z) = senvi + cos yj + z 2 k 

66. F(x, y, z) = ln(x 2 + y 2 )i + xyj + ln(y 2 + z 2 )k 


En los ejercicios 67 a 70, calcular la divergencia del campo vec¬ 


torial F en el punto dado. 

Campo vectorial Punto 

67. F(x, y, z) = xyzi + xyj + zk (2, 1, 1) 

68. F(x, y, z) = * 2 zi ~~ 2xzj + yzk (2, — 1, 3) 

69. F(x, y, z) = e x senyi — e x cos yj + z 2 k (3, 0, 0) 

70. F(jc, y, z) = ln(vyz)(i + j + k) (3, 2, 1) 


Desarrollo de conceptos 


71. Definir un campo vectorial en el piano y en el espacio. Dar 
algunos ejemplos ffsicos de campos vectoriales. 

72. ^Que es un campo vectorial conservativo y cual es su crite- 
rio en el piano y en el espacio? 

73. Definir el rotacional de un campo vectorial. 

74. Definir la divergencia de un campo vectorial en el piano y en 
el espacio. 


En los ejercicios 75 y 76, calcular rot (F x G) = V x (F x G). 

75. F(jc, y, z) = i + 3xj + 2yk 76. F(jc, y, z) = x i — zk 

G(x, y, z) = *i — yj + zk G(v, y, z) = x 2 i + yj + z 2 k 

En los ejercicios 77 y 78, hallar rot (rot F) = V x (V x F). 

77. F(x, y, z) = xyzi + yj + zk 


78. F(v, y, z) = x 2 zi - 2vzj + yzk 

En los ejercicios 79 y 80, hallar div(F x G) = V • (F x G). 

79. F(x, y, z) = i + 3xj + 2yk 80. F(x, y, z) = x i — zk 

G(x, y, z) = xi — yj + zk G(x, y, z) = x 2 i + yj + z 2 k 

En los ejercicios 81 y 82, hallar div (rot F) = V • (V X F). 

81. F(v, y, z) = xyzi + yj + zk 

82. F(v, y, z) = v 2 zi - 2vzj + yzk 

En los ejercicios 83 a 90, demostrar la propiedad para los cam¬ 
pos vectoriales F y G y la funcion escalar f. (Suponer que las 
derivadas parciales requeridas son continuas.) 

83. rot(F + G) = rot F + rot G 

84. rot (V/) = V x (V/) = 0 

85. div(F + G) = div F + div G 

86. div(F x G) = (rot F) • G - F • (rot G) 

87. V x [V/ + (V x F)] = V x (V x F) 

88. V x (/F) =/(V x F) + (V/) x F 

89. div(/F) = /div F + V/• F 

90. div(rot F) = 0 (Teorema 15.3) 

En los ejercicios 91 a 93, sea F(x; y^=xi + yj+dc, y 

f(x,y,$ = || F(x,y,z>\\. 

91. Probar que V(In/) = Ji- 92. Probar que V^j = 

93. Probar que V/ n = nf n ~ 2 F. 


Para discusion 


94. a) Dibujar varios vectores representatives en el campo vec¬ 
torial dado por 


F(x, y) = 


xi + yj 
v^+7‘ 


b) Dibujar varios vectores representatives en el campo vec¬ 
torial dado por 


G(x, y) = 


xi - yj 
Jx 2 + y 2 ' 


c) Explicar cualquier similitud o diferencia en los campos 
vectoriales F(x, y) y G(x, y). 


cVerdadero O false? En los ejercicios 95 a 98, determinar si la 
declaracion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
dar un ejemplo que demuestre su falsedad. 

95. Si F(x, y) = 4xi — y 2 j, entonces ||F(x, y) 11 — > 0 cuando (x, y) 

( 0 , 0 ). 

96. Si F(v, y) = 4x\ — y 2 j y (v, y) esta en el eje y positivo, entonces 
el vector apunta en la direccion y negativa. 

97. Si / es un campo escalar, entonces el rotacional / tiene sentido. 

98. Si F es un campo vectorial y rot F = 0, entonces F es irrota- 
cional pero no conservativo. 
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Integrates de linea 


■ Comprender y utilizar el concepto de curva suave a trozos. 

■ Expresar y evaluar una integral de linea. 

■ Expresar y evaluar una integral de linea de un campo vectorial. 

■ Expresar y calcular una integral de linea en forma diferencial. 


Curvas suaves a trozos (o por partes) 



£ 

h 


Josiah Willard Gibbs (1839-1903) 

Muchos fisicos y matematicos han contribui- 
do a la teoria y a las aplicaciones descritas 
en este capltulo, Newton, Gauss, Laplace, 
Hamilton y Maxwell, entre otros. Sin 
embargo, el uso del analisis vectorial para 
describir estos resultados se atribuye princi- 
palmente al fisico matematico esta- 
dounidense Josiah Willard Gibbs. 


U na propiedad dasica de los campos gravitatorios (o gravitadonales) es que, sujeto a cier- 
tas restricdones fisicas, el trabajo realizado por la gravedad sobre un objeto que se mueve 
entre dos puntos en el campo es independiente de la trayectoria que siga el objeto. U na de 
las restricdones es que la trayectoria debe ser una curva suave a trozos (o por partes). 
Recuerdese que una curva plana C dada por 

r(t) = x{t)\ + y(f)j, a < t < b 

es suave si 

dx dy 

— y — 
dt dt 

son continuas en [a, b] y no simultaneamente 0 en [a, b). Similarmente, una curva C en el 
espacio dada por 

r(i) = x(t )i + y{t )j + z(f)k, a < t < b 

es suave si 

dx dy dz 
dt' dt ^ dt 

son continuas en [a, b] y no simultaneamente 0 en (a, b). U na curva C es suave a trozos 
(o por partes) si el intervaloja, b] puededividirseen un numerofinito de subinterval os, en 
cada uno de los cuales C es suave. 

EJEMPLO I Hallar una parametrizacion suave a trozos 


Z 



Hallar una parametrizacion suave a trozos de la grafica C que se muestra en la figura 15.7. 


Solucion Como C consta de tres segmentos de recta C v C 2 y C 3 , se puede construir una 
parametrizacion suave de cada segmento y unirlas haciendo que el ultimo valor de t en C, 
coincida con el primer valor de t en C i+1 , como se muestra a continuacion. 


C{. x(t) = 0, 

C 2 : x(t) = t — 1, 

C 3 : x(t) = 1, 

Por tanto, C esta dada por 


y(t) = 2r, z(t) = 0, 

y(t) = 2, z{t) = 0, 

y(t) = 2, z(t) = t - 2, 


r (t) = 


2tj, 

(t - l)i + 2j, 
i + 2j + (r - 2)k, 


0 < t < 1 

1 < t < 2 . 

2 < t < 3 


0 < t < 1 

1 < t < 2 

2 < t < 3 


Como C v C 2 y C 3 son suaves, se sigue que C es suave a trozos. 


Recuerdese que la parametrizacion de una curva induce una orientacion de la curva. 
A si, en el ejemplo 1, la curva esta orientada de manera que la direccion positiva va desde 
(0, 0, 0), siguiendo la curva, hasta (1, 2,1). Tratese de obtener una parametrizacion que 
induzca la orientacion opuesta. 
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Integrates de linea 

Hasta ahora, en el texto, se han estudiado varios tipos de integrales. En una integral sim¬ 
ple 

rh 

I f(x)dx Se integra sob re el interval o [a, b\. 

Ja 

se integro sobre el intervalo [a, b ]. De manera similar, en las integrales dobles 

f(x,y)dA Se integra sobre la region it. 

se integro sobre la region R del piano. En esta seccion se estudia un nuevo tipo de integral 
llamada integral de linea 

J f{x,y)ds Se integra sobre una curva C. 

en la que se integra sobre una curva C suave a trozos. (Esta terminologia es un poco 
desafortunada; estetipo de integral quedaria mejor descrita como "integral de curva".) 

Para introducir el concepto de una integral de linea, considerese la masa de un cable 
de longitud finita, dado por una curva C en el espacio. La densidad (masa por unidad de 
longitud) del cable en el punto (x, y, z) esta dada por fU, y, z). Dividase la curva C me- 
diante los puntos 



Z 



Partition de la curva C 

Figura 15.8 


P Ql P v . . . , P n 

produciendo n subarcos, como se muestra en la figura 15.8. La longitud del i-e simo sub- 
arco esta dada por A s v A continuacion, se elige un punto (x v y v z-) en cada subarco. Si la 
longitud de cada subarco es pequena, la masa total del cable puede ser aproximada por la 
suma 

n 

M asa de cable ~ ^ f(x 0 y v - ) A s t . 

i = 1 

Si || A|| denota la longitud del subarco mas largo y se hace que ||A|| se aproxime a 0, parece 
razonablequeel I(mitede esta suma se aproxime a la masa del cable. Esto Neva a la defini- 
cion siguiente. 


DEFINICION DE INTEGRAL DE LINEA 


Si J esta definida en una region que contiene una curva suave C de longitud finita, 
entonces la integral de linea de f a lo largo de C esta dada por 

I f{x, y) ds = Km Y fix,, y,) As, Plano. 

Jc IHI-+0 jt{ J v ‘ • r,/ ' 


0 

fix, y, z ) ds = lim ^/(x,, y v Zi ) As,- 
Jc ll A ll^° "1 

siempre que este lirnite exista. 


Espacio. 


Como sucede con las integrales vistas en el capitulo 14, para evaluar una integral de 
linea es util convertirla en una integral definida. Puede demostrarse que si/es continua, el 
lirnite dado arriba existe y es el mismo para todas las parametrizaciones suaves de C. 
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Para evaluar una integral de Ifnea sobre una curva plana C dada por r (?) = x(t) i + y(t) j, 
se utiliza el hecho de que 

ds = ||r '(f)|| dt = v /[x'(r)] 2 + [v'(/)] 2 dt. 

Para una curva en el espacio hay una formula similar, como se indica en el teorema 15.4. 


TEOREMA 15.4 EVALUACION DE UNA INTEGRAL DE LINEA COMO INTEGRAL DEFINIDA 


Sea / continua en una region que contiene una curva suave C. Si C esta dada por 
r(r) = x{t )i + y(r)j, donde a < t < b, entonces 

J fix, y)ds = f(x(t), y(t)) J[x'{t)Y + [)>'(/)] 2 dt. 

Si C esta dada por r(t) = x(t )i + y(r)j + z(r)k, donde a < t < b, entonces 

J fix, y, z)ds = ^ fixit), yit), z(r)) V[at'(?)] 2 + [y'WP + \z/if)Y dt. 


Observesequesi fix,y, z) = 1, la integral de linea proporciona la longitud dearco de 
la curva C, como se definio en la seccion 12.5. Es decir, 



|r'0)|| dt = longitud de arco de la curva C. 


Z 



EJEMPLO 2 Evaluacion de una integral de Ifnea 

Evaluar 

J (x 2 — y + 3z) ds 

donde C es el segmento de recta mostrado en la figura 15.9. 

Solucion Para empezar se expresa la ecuacion de la recta en forma parametrica: 


x = t, y = 2t, y z = t, 0 < t < 1. 


Entonces, x'(t) = 1 , y\t) = 2 y z\t) = 1 , lo cual implica que 
J[x\t)\ 2 + [ y'(t)Y + [z'WP = Vl 2 + 2 2 + l 2 = 76. 


Por tanto, la integral de linea toma la forma siguiente. 


mmiim En el ejemplo 2, el valor de la 
integral de linea no depende de la 
parametrizacion del segmento de recta 
C (con cualquier parametrizacion suave 
se obtendra el mismo valor). Para con- 
vencerse de esto, probar con alguna otra 
parametrizacion, como por ejemplo 
x = 1 + 2t, y = 2 + 4t, z = 1 + 2t, 
— J < r < 0, 0 x = -t, y = -2 1, 

z = -t, -1 < t < 0. ■ 



y + 3z) ds = 



— 2t + 3r)V6 dt 

(t 2 + t) dt 


= V6 


t ^l 1 

3 + 2jo 


5V6 

6 
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Supongase que C es una trayectoria compuesta de las curvas suaves C v C 2 , ■ ■ ■, C n . 
Si / es continua en C, se puede mostrar que 


I fix, y) ds = j fix, y) ds + j 
Jc Jc t Jc 

Esta propiedad se utiliza en el ejemplo 3. 


fix, y)ds + fix, y)ds + ■ ■ ■ + f(x, y) ds. 


L 


EJEMPLO 3 Evaluacion de una integral de linea 
sobre una trayectoria 



Evaluar J xds, donde C es la curva suave a trozos mostrada en la figura 15.10. 

Solucion Para empezar, se integra, en sentido ascendente sobre la recta y = x, usando la 
parametrizacion siguiente. 

Ci'. x = t, y = t, 0 < t < 1 

En esta curva, r(r) = ti + tj, lo que implica quex'tr) = 1 y >■ '(r) = 1. Portanto, 

vwm + uw = V2 

y se tiene 


f xds= \ 
Jc x Jo 


n , V2 2 T Jl 

tJ2 dt = —- r = r . 

I o l 


A continuacion, se integra, en sentido descendente, sobre la parabola y = x 1 , usando la 
parametrizacion 

C 2 : x = 1 — t, y = (1 — t) 2 , 0 < t < 1. 

En esta curva, r(r) = (1 - r)i + (1 - r) 2 j, lo cual implica que x'it) = -1 y y’(t) = 
-2(1 - t). Por tanto, 


V[*'(f)] 2 + UW = VI + 4(1 - w 

y se tiene 

f xds = f (1 — t)Jl + 4(1 — f) 2 dt 
Jc, Jo 


|[1 + 4(1 - /!■]« " 


= - 1 ). 


Por consiguiente, 


J x ds = \ x ds + I 
c Jc x Jc : 


xds = ^Y + ^(5 3 / 2 - 1) « 1.56. 


En parametrizaciones dadas por r it) = x(t)i + y(t)j + zit) k, es util recordar la forma 
de ds como 


ds = ||r '(f)|| dt = V[x'(f)] 2 + [y'W] 2 + WitfYdt. 


Esto se usa en el ejemplo 4. 
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i{t) 


EJEMPLO 4 Evaluar una integral de linea 


I 


Evaluar (x + 2) ds, donde C es la curva representada por 


r(7) = ti + ^ t 3/2 j + ^ t 2 k, 0 < t < 2. 


Solucion Puesto que r'(t) = i + 2r 1/2 j + tk, y 

Ik'WII = V[*7)] 2 + [/(f)] 2 + [zXt)] 2 = 71 + 4 f + r 2 

se sigue que 


j (x + 2) ds = J (t + 2)vT 


+ 4 / + £ 2 ^ 


— — f 2(t + 2)(1 + 4^ + f 2 ) 1 / 2 
^ Jo 


(1 + 4f + f 2 ) 3 / 2 


= |(13V13 - l) 


15.29. 


El ejemplo siguiente muestra como usar una integral de linea para hallar la masa de 
un resorte (o muelle) cuya densidad varia. En la figura 15.11 observese como la densidad 
de este resorte aumenta a medida que la espiral del resorte asciende por el ejez. 

EJEMPLO 5 Hallar la masa de un resorte (o muelle) 

Hallar la masa de un resorte que tiene la forma de una helice circular 


z Densidad: 

p(x,y, z) = l+z 


r(r) = -^=(cosri + senrj + rk), 0 < t < 6 tt 
donde la densidad del resorte es p(x, y, z) = 1 + z, como se muestra en la figura 15.11. 


Solucion Como 




=-L (cos A +sen rj + rk) 
V2 


l|r'(*)ll = ^=V(-senr) 2 + (cost) 2 + (l) 2 = 1 
se sigue que la masa del resorte es 


M asa 


-Ja + d*-f 


1 + V2 j dt 


t + 


2V2J 


677 


- 4 + % 

« 144.47. 


Figura 15.11 


La masa del resorte es aproximadamente 144.47. 
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CAPITULO 15 


Analisis vectorial 



Campo de fuerzas cuadratico inverso F 



Yectores a lo largo de una trayectoria 
parabolica en el campo de fuerzas F 

Figura 15.12 


Integrates de linea de campos vectoriales 

U na de las aplicaciones fisicas mas importantes de las integrales de linea es la de hallar el 
trabajo realizado sobre un objeto que se mueve en un campo de fuerzas. Por ejemplo, la 
figura 15.12 muestra un campo de fuerzas cuadratico inverso similar al campo gravitato- 
rio del Sol. Observese que la magnitud de la fuerza a lo largo de una trayectoria circular 
en torno al centra es constante, mientras que la magnitud de la fuerza a lo largo de una 
trayectoria parabolica varia de un punto a otro. 

Para ver como puede utilizarse una integral de linea para hallar el trabajo realizado en 
un campo de fuerzas F, considerese un objeto que se mueve a lo largo de una trayectoria 
C en el campo, como se muestra en la figura 15.13. Para determinar el trabajo realizado 
por la fuerza, solo se necesita considerar aquella parte de la fuerza que actua en la direc¬ 
cion en que se mueve el objeto (o en la direccion contraria). Esto significa que en cada 
punto de C, se puede considerar la proyeccion F • T del vector fuerza F sobre el vector 
unitario tangente T. En un subarco pequeno de longitud As,., el incremento de trabajo es 

AW, = (fuerza)(distancia) 

= [F(x ; , >>,, Zi ) ■ T(x,, z,)] 

donde (x,., y v z,.) es un punto en el subarco f-esimo. Por consiguiente, el trabajo total reali¬ 
zado esta dado por la integral siguiente. 

W = J F(x, y, z ) • T(x, y, z) ds 




En cada punto en C, la fuerza en la direccion del movimiento es (F • T)T 

Figura 15.13 


Esta integral de linea aparece en otros contextos y es la base de la definicion siguiente de 
integral de linea de un campo vectorial. En la defi nicion, observese que 

r r (t ) 

F • Tds = F • 7j //\TT l|r , (r)|| dt 

Ik Mil 

= F • r \i)dt 

= F • dr. 


DEFINICION DE LA INTEGRAL DE LINEA DE UN CAMPO VECTORIAL 


Sea F un campo vectorial continuo definido sobre una curva suave C dada por rO), 
a < t < b. La integral de linea de F sobre C esta dada por 

f F • dr = [f-TJs= f F (x(t), y(t),z(t )) • r'(t) dt. 

JC Jc Ja 
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EJEMPLO 6 Trabajo realizado por una fuerza 



Z 



Hallar el trabajo realizado por el campo defuerzas 

W X 1.1.1, 

v(x,y,z) = ~ 2 xl ~ 2 + 4^ Campo defuerzasF. 

sobre una particula que se mueve a lo largo de la helice dada por 
r (t) = COS t\ + senrj + ?k Curvacen el espacio. 

desde el punto (1, 0, 0) hasta el punto (-1, 0, 3ir), como se muestra en la figura 15.14. 


Solucion Como 

r (t) = x(t)\ + y(r)j + z(f)k 
= cos t\ + sen rj + rk 

se sigue que x(t) = cos t, y(t) = sen t y z(t) = t. Por tanto, el campo de fuerzas puede 
expresarse como 

F (x(t),y(t), z{t)) = -|cosri - |senrj + ^k. 


Para hallar el trabajo realizado por el campo de fuerzas al moverse la particula a lo largo 
de la curva C, se utiliza el hecho de que 

r '(t) = — sen ri + cos rj + k 

y se escribe lo siguiente. 


w 


-L 

-i 

-L 

-L 

-i 


= i ■ 


F • dr 


F(x(f), y(t), z(t )) • r '(t) dt 


377 


377 


377 


-^■cosri - |senrj + ^kj • (-send + cosrj + k) dt 

1 1 1 \ , 

^■senrcost - ^senrcosr + - I dt 

1 , 

4 dt 


4 

377 

T 


377 


JO 


mmLm En el ejemplo 6, notese que las componentes x y y del campo de fuerzas acaban no con- 
tribuyendo en nada al trabajo total. Esto se debe a que en este ejemplo particular la componente z del 
campo defuerzas es la unica parte de la fuerza que actua en la misma direccion (o en direccion opues- 
ta) en la que se mueve la particula (ver la figura 15.15). ■ 


I tecnologia La grafica, generada por computadora, del campo de fuerzas del 
ejemplo 6 mostrado en la figura 15.15 indica que todo vector en los puntos del campo 
de fuerzas apunta hacia el eje z. 


Figura 15.15 
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C{. r^t) = (4 - r)i + (4r-r 2 )j 
C 2 : r 2 [t) =t\ + [At-t 2 )] 


y 



Figura 15.16 


mmam a unque en el ejemplo 7 el 
valor de la integral de linea depende de 
la orientacion de C, no depende de la 
parametrizacion de C. Para ver esto, 
sea C 3 la curva representada por 

r 3 = (t + 2)i + (4 - t 2 ) j 

donde -1 < t < 2. La grafica deesta 
curva es el mismo segmento parabolico 
mostrado en la figura 15.16. ^Coincide 
el valor de la integral de linea sobre C 3 
con el valor sobre C Y o C 2 ? i Por que si 
o por que no? ■ 


En integrales de linea defunciones vectoriales, la orientacion de la curva C es impor- 
tante. Si la orientacion de la curva se invierte, el vector tangente unitario T(7) cambia a 
— TO), y se obtiene 

J F • dr = - J F • dr. 


EJEMPLO 7 Orientacion y parametrizacion de una curva 

5eaF(x,y) = yi + x 2 j y evaluar la integral de linea / C F • dr a lo largo de cada una de las 
curvas parabolicas mostradas en la figura 15.16. 

a) C{. r^r) = (4 - t) i + (4 1 - t 2 ) j, 0 < t < 3 

b) C 2 : r 2 (r) = ti + (4 1 — t 2 ) j, 1 < t < 4 


Solucion 

a) Como r^O) = -i + (4 - 2f)j y 

F(x(r), y(r)) = (4 1 - t 2 ) i + (4 - r) 2 j 
la integral de linea es 

r3 


r p.*.r 

Jc x Jo 

I 


[(At - r 2 )i + (4 - r) 2 j] • [-i + (4 - 2r)j] dt 


= (-At + r 2 + 64 - 64r + 20 1 2 - It 3 )dt 


-f 


(~2t 3 + 21 1 2 - 68 1+ 6A)dt 


-- + It 3 - 34? 2 + 64/ 


69 
2 ' 


b) Como r 2 '(t) = i + (4 - 2/)j y 


F(x(r), ></)) = (At - t 2 ) i + r 2 j 

la integral de linea es 


/ F ' dr = [ + ' [i + (A ~ 2 0j] dt 

■r 


(4^ — t 2 + 4 1 2 — 2 1 3 ) dt 


— I (— 2t 3 + 3t 2 + 4 1) dt 


f 


-y + r 3 + 2r 2 

69 
" 2 ' 


El resultado del inciso b ) es el negativo del del inciso a) porque c 2 y C 2 representan ori- 
entaciones opuestas del mismo segmento parabolico. 
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y 



Figura 15.17 


mumm La orientacion de C afecta el 
valor de la forma diferencial de una 
integral de linea. Especificamente, si 
-C tiene orientacion opuesta a C, 
entonces 

J M dx + N dy = 

— J M dx + N dy. 

Por tanto, de las tres formas de la 
integral de linea presentadas en esta 
seccion, la orientacion de C no afecta 
a la forma f c f(x, y) ds, pero si afecta 
a la forma vectorial y la forma dife¬ 
rencial. ■ 


Integrales de linea en forma diferencial 

Otra forma normalmente utilizada de las integrales de linea se deduce de la notacion de 
campo vectorial usada en la seccion anterior. Si F es un campo vectorial de la forma 
F(x,y) = M + Ag f y C esta dada por r(7) = x(7)i + y(t) j, entonces F • Jr se escribe a 
menudo como Mdx + Ndy. 


I. 


dr 

— dt 
dt 


= (Mi + iVj) • (x'(r)i + dt 


f 

L 


+ «?]<* 

dt dt 


= I (Mdx + Ndy) 

Esta forma diferencial puede extenderse a tres variables. Los parentesis se omiten a 
menudo, y se escribe: 


I 


Mdx + Ndy 


L 


Mdx + Ndy + P dz 


Observese como se usa esta notacion diferencial en el ejemplo 8. 

EJEMPLO 8 Evaluacion de una integral de linea en forma diferencial 

Sea C el circulo de radio 3 dado por 

r(r) = 3 cos ri + 3 sen tj, 0 < t < lit 
como se muestra en la figura 15.17. Evaluar la integral de linea 

J y 3 dx + (x 3 + 3xy 2 ) dy. 


Solucion Comox = 3cosry y = 3senr, setienedlx = -3senrdry dy = 3cos tdt. Por 
tanto, la integral de linea es 


1 


M dx + N dy 


= y 3 dx + (x 3 + 3 xy 2 ) dy 


■ L 

-r 

= 81 Jo ^cos 2 1 - sen 2 1 + |sen 2 2rj 

= 81 j 


[(27sen 3 /)(— 3 senr) + (27 cos 3 r + 81 cos? sen 2 r)(3 cos t)]dt 


(cos 4 1 - sen 4 1 + 3 cos 2 1 sen 2 r) dt 


dt 


3/1 - cos4f 


= 81 


cos 2r + 


sen 2 1 3 _ 3 sen At 

2 8 1 32 


24377 
4 ' 
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En curvas representadas por v = g(x), a < x < b, se puede hacer x = t y obte- 
ner la forma parametrica 

x = t y y = g(t), a < t < b. 

Como en esta forma es dx = dt, se tiene la opcion de evaluar la integral de Ifnea en la va¬ 
riable x o en la variable r. Esto se muestra en el ejemplo 9. 


V 



EJEMPLO 9 Evaluacion de una integral de linea en forma diferencial 

Evaluar 


J y dx + x 2 dy 

donde C es el arco parabolico dado por y = 4x - x 2 desde (4,0) a (1,3), como se muestra 
en la figura 15.18. 

Solucion En lugar de pasar al parametro t, se puede simplemente conservar la variables 
y escribir 


y = 4x — x 2 em3*» dy = (4 — 2x) dx. 

Entonces, en la direccion de (4,0) a (1,3), la integral de Ifnea es 


1 


y dx + x 2 dy = [(4x — x 2 ) dx + x 2 (4 — 2x) dx] 

J 4 

= J (4x + 3x 2 — 2x 3 ) dx 

69 


2x 2 + X 3 - y 


y. Ver el ejemplo 7. 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 6, hallar una parametrizacion suave a trozos 
de la trayectoria C. (Notese que existe mas de una respuesta co- 
rrecta.) 







En los ejercicios 7 a 10, evaluar la integral de linea a lo largo de 
la trayectoria dada. 


’■L 


7. J xy ds 

C : r(/) = 4 ti + 3/j 

0 < t < 1 


8. J 3(x — y) ds 

C\ r(/) = ti + (2 - t )j 
0 < t < 2 


9. J (x 2 + y 2 + z 2 ) ds 10. J 2xyz ds 

C: r(/) = sen ti + COS /j + 2k C: r(/) = 12/i + 5/j + 84/k 
0 < t < 7t/2 0 < t < 1 


•■I 


14. C: circulo x 2 + y 2 = 4 recorrido en sentido contrario a las 
manecillas del reloj, desde (2, 0) a (0, 2) 

En los ejercicios 15 a 18, a) hallar una parametrizacion de la 
trayectoria C, y b) evaluar 


J (x + 4Vy) ds 


a lo largo de C. 

15. C: ejex de x = 0 a x = 1 

16. C: ejey de y = 1 a y = 9 

17. C: triangulo cuyos vertices son (0, 0), (1, 0) y (0, 1), recorrido 

en sentido contrario a las manecillas del reloj 

18. C: cuadrado cuyos vertices son (0, 0), (2, 0), (2, 2) y (0, 2), 

recorrido en sentido contrario a las manecillas del reloj 

En los ejercicios 19 y 20, a) encontrar una parametrizacion con- 
tinua por secciones de la trayectoria C que se muestra en la figu- 
ra y b ) evaluar 


L 


(2x+ y 2 - $ds 


a lo largo de C. 
19. 


20 . 




Masa En los ejercicios 21 y 22, hallar la masa total de dos 
vueltas completas de un resorte de densidad p y que tiene forma 
de helice circular 

r(t) = 2 cos ti + 2 sen tj + tk, 0 < t < 4 77 . 

21. p(x, y, z) = \(x 2 + y 2 + z 2 ) 


En los ejercicios 11 a 14, a) hallar una parametrizacion de la 
trayectoria C, y b) evaluar 

Ctf + y 2 ) cfc 

a lo largo de C. 

11. C: segmento de recta de (0, 0) a (1,1) 

12. C: segmento de recta de (0, 0) a (2, 4) 

13. C: circulo x 2 + y 2 = 1 recorrido en sentido contrario a las 

manecillas del reloj, desde (1, 0) hasta (0,1) 


22. p(x, y, z) = z 

M asa En los ejercicios 23 a 26, hallar la masa total del cable de 
densidad p. 

23. r(f) = cos ti + sen /j, p(x, y)=* + y, 0<£<7 t 

24. r(?) = t 2 i + 2/j, p(x, v) = |v, 0 < t < 1 

25. r(Y) = £ 2 i + 2/j + tk, p(x, y, z) = kz (k > 0), 1 < t < 3 

26. r(f) = 2 COS /i + 2 sen /j + 3/k, p(x, y, z) = k + z 

(& > 0 ), 0 < / < 2tt 
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En los ejercicios 27 a 32, evaluar 

L r - 

donde C esta representa por r(£). 


27. F(x, y) = x i + yj 

C : r(f) = d + rj, 0 < t < 1 

28. F(x, y) = xyi + yj 

C: r(f) = 4 cos d + 4 sen tj ( 0 < t < tt/2 

29. F(x, y) = 3xi + 4yj 

C: r(t) = cos d + sen ?j, 0 < t < 7t/2 

30. F(x, y) = 3xi 4- 4yj 

C: r(t) = ti + V4 - ? 2 j, -2 < t < 2 

31. F(x, y, z) = xyi + xzj + yzk 

C: r(7) = d + r 2 j + 2tk, 0 < t < 1 

32. F(x, y, z) = x 2 i + y 2 j + z 2 k 

C: r (t) = 2 sen ti + 2 cos /j + \t 2 k, 0 < t < tt 


En los ejercicios 33 y 34, utilizar un sistema algebraico por compu- 
tadora y calcular la integral 

//■* 

donde C esta representa por r(£). 


33. F(x, y, z) = x 2 zi + 6yj + yz 2 k 

C: r(7) = ti + £ 2 j + I n tk, 1 < t < 3 


34.Ffcv.d- 

V* + y + z 
C: r(f) = d + /j + ^k, 


2 

0 < t < 2 


Trabajo En los ejercicios 35 a 40, hallar el trabajo realizado 
por el campo de fuerzas F sobre una particula que se mueve a lo 
largo de la trayectoria dada. 


37. F(x, y) = x i + yj 


C: triangulo cuyos vertices son (0, 0), (1, 0) y (0, 1), recorrido 
en sentido contrario a las manecillas del reloj. ( Sugerencia: 
Ver ejercicio 17a.) 


y 



y 



Figura para 37 


Figura para 38 


38. F(x, y) = -yi - xj 

C: contorno del semicirculo y = V4 - * 2 desde (2, 0) hasta 
(-2, 0) recorrido en sentido contrario a las manecillas del 
reloj 

39. F(x, y, z) = xi + yj — 5zk 

C: r(f) = 2 cos d + 2 sen/j + tk, 0 < t < 2tt 



Figura para 39 Figura para 40 

40. F(x, y, z) = yzi + xzj + xyk 

C: recta de (0, 0, 0) a (5, 3, 2) 


35. F(x, y) = xi + 2yj 


C\x = t,y = t 3 desde (0, 0) hasta (2, 8) 

y y 




Figura para 36 


X 


36. F(x, y) = x 2 i — xyj 

C\ x = cos 3 t,y = sen 3 1 desde (1, 0) hasta (0,1) 


En los ejercicios 41 a 44, determinar si el trabajo efectuado a lo 
largo de la trayectoria C es positivo, negativo o cero. Explicar. 
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43. 


\\\\ 1 
W \ \ \ 

X \ \ 

it,/// 

^ / / 

\ \ X 

44. 3 


ww \ 

' if/// 

w\ \ \ 

Jc/ /// 


// 

N\/\ \ 

/ / V 

s' / / 

\ \ 

En los ejercicios 45 

y 46, para cada 


Analizar la orientacion de la curva y su efecto sobre el valor de 
la integral. 

45. F(x, y) = x 2 i + xyj 

a) r x (t) = 2d + (t — l)j, 1 < t < 3 

b) r 2 (t) = 2(3 - t) i + (2 - t) j, 0 < t < 2 

46. F(x, y) = x 2 yi + xy 3/2 j 

a) r 1 (f) = (t + l)i + t 2 j, 0 < t < 2 

Z?) r 2 (f) = (1 + 2 COS f)i + (4 COS 2 1) j, 0 < t < 7 t/2 

En los ejercicios 47 a 50, demostrar la propiedad 

F • ck = 0 


1 


independientemente de cuales sean los puntos inicial y final de 
C, si el vector tangente r'(() es ortogonal al campo de fuerzas F. 

47. F(x, y) = yi- xj 
C: r(t) = t\ - 2rj 

48. F(x, y) = — 3yi + xj 
C: r(^) = d - t 3 i 

49. F(x, y) = (x 3 — 2x 2 )\ + 

C: r (t) = ti + t 2 j 

50. F(x, y) = xi + yj 

C: r(t) = 3send + 3 cos tj 

En los ejercicios 51 a 54, evaluar la integral de linea a lo largo de 
la trayectoria C dada por x = 2% y = 10^ donde 0 < t < 1. 


51. | (x + 3y 2 ) dy 

52. 

Jc 

r 


53. xy dx + y dy 

54. 


I 


52. j (x + 3y 2 ) dx 

(3y — x) dx + y 2 dy 


En los ejercicios 55 a 62, evaluar la integral 

(2x - ck + (x + cfy 


L 


a lo largo de la trayectoria C. 

55. C: eje jc desde x = 0 hasta x = 5 

56. C: ejey desde y = 0 hasta y = 2 

57. C: los segmentos de recta de (0, 0) a (3, 0) y de (3, 0) a (3, 3) 

58. C: los segmentos de recta de (0, 0) a (0, -3) y de (0, -3) a 

(2, -3) 

59. C: arco sobre y = 1 - x 2 desde (0,1) hasta (1, 0) 

60. C: arco sobre y = x 3/2 desde (0, 0) hasta (4, 8) 

61. C: trayectoria parabolica x = t, y = It 2 , desde (0, 0) hasta 

( 2 , 8 ) 

62. C: trayectoria eliptica x = 4 sen t, y = 3 cos t, desde (0, 3) hasta 

(4, 0) 

A rea de una superficie lateral En los ejercicios 63 a 70, hallar el 
area de la superficie lateral (ver la figura) sobre la curva C en el 
piano xy y bajo la superficie z = f(x, donde 


Area de la superficie lateral 


■1 


fix, tfdSi 


Superficie: 

z=M y) 


Superficie 

lateral 


U,y.) 


A5. 

C: curva en el piano xy 

63. fix, y) = h, C: recta desde (0, 0) hasta (3, 4) 

64. f{x, y) = y, C : recta desde (0, 0) hasta (4, 4) 

65. fix, y) = xy, C: x 2 + y 2 = 1 desde (1, 0) hasta (0,1) 

66. fix, y) = x + y, C: x 2 + y 2 = 1 desde (1, 0) hasta (0,1) 

67. fix, y) = h, C: y = 1 — x 2 desde (1, 0) hasta (0,1) 

68. fix, y) = y + 1, C: y = 1 - x 2 desde (1, 0) hasta (0,1) 

69. fix, y) = xy, C: y = 1 - x 2 desde (1, 0) hasta (0,1) 

70. fix, y) = x 2 - y 2 + 4, C: x 2 + y 2 = 4 

71. Diseho de motores Un motor de tractor tiene una pieza de 
acero con una base circular representada por la funcion vecto¬ 
rial r(t) =2 cos t\ +2 sen tf Su altura esta dada porz = 1 + y 2 . 
(Todas las medidas en centimetros.) 

a) Hallar el area de la superficie lateral de la pieza. 

b) La pieza tiene forma de capa de 0.2 centimetros de espesor. 
Utilizar el resultado del inciso a) para aproximar la cantidad 
de acero empleada para su fabricacion. 

c) Hacer un dibujo de la pieza. 
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72. Disehodeedificios La alturadel techo deun edificio estadada 
por z = 20 + \x, y una de las paredes sigue una trayectoria 
representada pory = x 3/2 . Calcular el area de la superficie de la 
pared si 0 < x < 40. (Todas las medidas se dan en pies.) 

M omen toS de inercia Considerar un cable de densidad p(x, 
dado por la curva en el espacio 

C: r(f) = x(0i + yf)j, a < t< h 

Los momentos de inercia con respecto a los ejes x y y estan dados 
por 

l x = j c fp(x,tict> 

ly= J^p(XV)Cb 

En los ejercicios 73 y 74, Indiar los momentos de inercia del cable 
dado con densidad p. 

73. El cableseencuentra a lo largo der(t) = acosti + asenrj, 

0 < t < 2tt y a > 0, su densidad es p(x, y) = 1. 

74. El cable seencuentra a lo largo der(t) = acosri + asen/j, 

0 < t < 2iry a > 0, su densidad es p(x, y) = y. 

C2®75. Investigation El borde exterior de un solido con lados ver- 
ticales y que descansa en el piano xy, se representa por r(t) 
= 3 cos ri + 3 sen /j + (1 + sen 2 2t)k, donde todas las 
medidas se dan en centfmetros. La interseccion del piano 
y = b (-3 < b < 3) con la parte superior del solido es una 
recta horizontal. 

d) Utilizar un sistema algebraico por computadoray representar 
graficamenteel solido. 

b) Utilizar un sistema algebraico por computadora y aproximar 
el area de la superficie lateral del solido. 

c) Haliar (si es posible) el volumen del solido. 

fa 76. Trabajo Una partfcula se mueve a lo largo de la trayectoria 
y = x 2 desde el punto (0, 0) hasta el punto (1, 1). El campo de 
fuerzas F se mide en cinco puntos a lo largo de la trayectoria y 
los resultados se muestran en la tabla. Usar la regia de Simpson 
o una herramienta de graficacion para aproximar el trabajo efec- 
tuado por el campo defuerza. 


(x,y) 

(0,0) 

(l re) 

64 ) 

(l 93 

W' 16/ 

(1,1) 

F(x,y) 

(5, 0) 

<3.5, 1) 

(2,2) 

<1-5, 3) 

<1. 5) 


77. Trabajo Determinar el trabajo hecho por una persona que pesa 
175 libras y que camina exactamente una revolucion hacia arri- 
ba en una escaleradeforma helicoidal circular de 3 pies de radio 
si la persona sube 10 pies. 

78. Investigation Determinar el valor c tal que el trabajo realiza- 
do por el campo de fuerzas 

F(x,y) = 15[(4-x 2 y)i-xyj] 

sobre un objeto que se mueve a lo largo de la trayectoria parabo- 
licay = c( 1 - x 2 ) entre los puntos (-1, 0) y (1, 0) sea minimo. 
Comparar el resultado con el trabajo requerido para mover el 
objeto a lo largo de la trayectoria recta que une esos dos puntos. 


Desarrollo de conceptos 


79. Definir la integral de Ifnea de una funcion/a lo largo de una 
curva suave C en el piano y en el espacio. iComo se evalua 
la integral de Ifnea como integral definida? 

80. Definir una integral de Ifnea de un campo vectorial conti- 
nuo F sobre una curva suave C. iComo se evalua la integral 
de Ifnea como integral definida? 

81. Ordenar las superficies en forma ascendente del area de la 
superficie lateral bajo la superficie y sobre la curva y = 
desde (0, 0) hasta (4, 2) en el piano xy. Explicar el orden 
elegido sin hacer calculo alguno. 

a) zi = 2 + x b) z 2 = 5 + x 

c) z 3 = 2 d) z 4 = 10 + x + 2y 


Para discusion 


82. En cada uno de los incisos siguientes, determinar si el tra¬ 
bajo realizado para mover un objeto del primero hasta el 
segundo punto a traves del campo de fuerzas mostrado en la 
figura es positivo, negativo o cero. Explicar la respuesta. 


a) Desde (-3, -3) hasta (3, 3) 

b) Desde (-3, 0) hasta (0, 3) 

c) Desde (5, 0) hasta (0, 3) 


y 



cVerdadero O falso? En los ejercicios 83 a 86, determinar si la 
declaracion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
dar un ejemplo que demuestre que es falsa. 


83. Sic esta dada por x(t) = t, y(t) = t, 0 < t < l, entonces 

J xy ds = t 2 dt. 

c Jo 


84. Si C 2 = — C 1# entonces 


f /(*, y)ds + 

Jo 


/(x, y) ds = 0. 


85. Las funciones vectoriales r x = ti + t 2 j, 0 < t < l, y r 2 = 
(1 - t)i + (1 - t) 2 j, 0 < t < l, definen la misma curva. 


86. Si 


1 / 


T ds = 0, entonces F y T son ortogonales. 


87. Trabajo Considerar una partfcula que se mueve a traves del 
campo de fuerzas F(x, y) = (y - x)i + xyj del punto (0, 0) al 
punto (0,1) a lo largo de la curva x = kt( 1 - t), y = t. Hallar el 
valor de k, tal que el trabajo realizado por el campo de fuerzas 
sea 1. 
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Campos vectoriales conservativos e independencia 
de la trayectoria 


■ Comprender y utilizar el teorema fundamental de las integrales de linea. 

■ Comprender el concepto de independencia de la trayectoria. 

■ Comprender el concepto de conservation de energia. 


y 



y 



y 



Figura 15.19 


Teorema fundamental de las integrales de linea 

El estudio realizado en la seccion anterior indica que en un campo gravitatorio el trabajo 
realizado por la gravedad sobre un objeto que se mueve entre dos puntos en el campo es 
independiente de la trayectoria seguida por el objeto. En esta seccion se estudia una ge- 
neralizacion importante de este resultado, a la que se le conoce como teorema funda¬ 
mental de las integrales de linea. 

Para empezar, se presenta un ejemplo en el que se evalua la integral de linea de un 
campo vectorial conservativo por tres trayectorias diferentes. 


EJEMPLO I Integral de linea de un campo vectorial conservativo 

Hallar el trabajo realizado por el campo defuerzas 

w , 1 . 1 

Fu, y) = 2 x yi + 4* j 

sobre una particula que se mueve de (0, 0) a (1,1) a lo largo de cada una de las trayecto¬ 
rias, como se muestra en la figura 15.19. 

a) C^.y = X b) C 2 '-x = y 2 C) C 3 '.y = x 3 


Solucion 

a) Sea r (t) = ti + tj para 0 < t < 1, por I o que 


dr = (i + j) dt y 

Entonces, el trabajo realizado es 


F(x, y) = |r 2 i + ^t 2 j. 


W 


= f F rf r = f 

Jc x Jo 


-ll 


—t 2 dt = —t 3 

4 4 


1 

4' 


b) Sea r(?) = ti + J~t j para 0 < t < 1, por lo que 


dr = i + 


j) dt 


2jt 

Entonces, el trabajo realizado es 


F(x, y) = ~t 3/2 i + 


W 


= f F-Jr = f 1 

JCy JO 


~l 1 


r /2 ^= j s/2 


i 

4' 


<5 Sea r(t) = \ti + §r 3 j para 0 < t < 2, por lo que 


dr = + |r 2 j ) dt 

Entonces, el trabajo realizado es 

r2 c 


F(x, >') = —f 4 i + 


W 


= f F-rfr = J 


-i2 


- t^dt = -f 5 

128 128 


= 1 
o “ 4' 




Por tanto, el trabajo realizado por un campo vectorial conservativo es el mismo para todas 
I as tray ectori as. 
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En el ejemplo 1, observese que el campo vectorial F(x, >>) = §xyi + \x 2 j es conserva¬ 
tive porque F(x, y) = V/(x ( y), donde /(x,;y) = $c 2 y. En tales casos, el teorema siguiente 
establece que el valor de f c F • dr esta dado por 


1 


F • dr = f(x{ 1) , v( 1)) -/(x(0), v(0)) 

-i- 
= 1 
- 4' 


mmiLm El teorema fundamental de 
las integrales de linea es similar al teo¬ 
rema fundamental decalculo (seccion 
4.4) que establece que 

f f(x) dx = F(b) - F(a) 

Ja 

dondeF'(x) =f(x). m 


TEOREMA 15.5 TEOREMA FUNDAMENTAL DE LAS INTEGRALES DE LINEA 

Sea C una curva suave a trozos contenida en una region abierta R y dada por 
r(r) = x(t )i + y{t) j, a < t < b. 

Si F(x, y) = Mi + Nj es conservative en R, y M y N son continuas en R, entonces, 
J F • dr = J V/ • dr = f(x(b), y(b)) - f(x(a), y(a)) 
donde/es una funcion potencial deF. Es decir, F(x,y) = Vf(x,y). 


C DEMOSTRftciorT Esta demostracion es solo para una curva suave. Para curvas suaves a tro¬ 
zos (o por partes), el procedimiento se Neva a cabo por separado para cada trozo suave. 
Como F(x, y) = v/(x, >-) = f x (x, v)i + f y (x, >-)j, se sigue que 



y, por la regia de la cadena (teorema 13.6), se tiene 
/ F ' dr = [ 

= f(x(b), y(b)) — f(x(a), y(a)). 

El ultimo paso es una aplicacion del teorema fundamental del calculo. 

En el espacio, el teorema fundamental de las integrales de linea adopta la forma si¬ 
guiente. Sea C una curva suave a trozos contenida en una region abierta Q y dada por 

r(r) = x(f)i + y(f)j + c(f)k, a < t < b. 

Si F(x, y, z) = Mi + N] + Fk es conservative y M, N y P son continuas, entonces 

J F • dr = J V/ • dr 

= f(x(b), y{b), z(b )) - f{x(a), y(a), z(a)) 
donde F(x, y, z) = V/(x,y, z). 

El teorema fundamental de las integrales de linea establece que si el campo vectorial 
F es conservative, entonces la integral de linea entre dos puntos cualesquiera es simple- 
mente la diferencia entre los valores de la funcion potencial f en estos puntos. 
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EJEMPLO 2 Aplicacion del teorema fundamental 
de las integrales de linea 


F(x, y) =2xyi +(x 2 -y) j 



Aplicacion del teorema fundamental de las 
integrales de linea, f c F • dr 

Figura 15.20 


Evaluar J F • dr, donde C es una curva suave a trozos desde (-1, 4) hasta (1, 2) y 

F(x, y) = 2xyi + (x 2 - y)j 

como se muestra en la figura 15.20. 

Solucion Por el ejemplo 6 de la seccion 15.1, se sabe queF es el gradiente de/, donde 

f(x, y) = x^y - ^2 + K. 

Por consiguiente, F es conservative, y por el teorema fundamental de las integrales de 
Ifnea, se sigue que 


1 


F • dr = f(l, 2) - f(- 1, 4) 


1 2 ( 2 ) 


2 


(-D 2 (4) 


4 2 


= 4. 


N otese que no es necesario incluir una constante K como parte de/, ya que se cancel a por 
sustraccion. 


F(*,.y, z) =2xyi +(x 2 +z 2 )j +2yzk 


Z 



Aplicacion del teorema fundamental de las 
integrales de linea, f c F • dr 

Figura 15.21 


EJEMPLO 3 Aplicacion del teorema fundamental 
de las integrales de linea 

Evaluar J F • dr, donde C es una curva suave a trozos desde (1,1, 0) hasta (0, 2, 3) y 

F(x, y, z) = 2xyi + (x 2 + z 2 ) j + 2yzk 
como se muestra en la figura 15.21. 

Solucion Por el ejemplo 8 en la seccion 15.1, se sabe que F es el gradiente de/, donde 
f(x,y,z ) = x^ + yz 2 + K. Por consiguiente, F es conservative, y por el teorema funda¬ 
mental de las integrales de Ifnea, se sigue que 

j^F • dr = f(0, 2, 3) - f(l, 1, 0) 

= [(0) 2 (2) + (2)(3) 2 ] - [(1) 2 (1) + (1)(0) 2 ] 

= 17. 

En los ejemplos 2 y 3, es importante notar que el valor de la integral de Ifnea es el 
mismo para cualquier curva suave C que tenga los puntos inicial y final dados. Asf, en el 
ejemplo 3, tratese de evaluar la integral de Ifnea de la curva dada por 


r(r) = (1 — ?)i + (1 + r)j + 3rk. 
Se obtendra 




(30r 2 + 16f - 1) dt 


= 17 . 
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A • 

*2 

B • 

R 1 e sconexa R 2 no es 

conexa 

Figura 15.22 


{x v y) (. x , y) 





Figura 15.23 


Independencia de la trayectoria 

Por el teorema fundamental de las integrales de linea es evidente que si F es continuo y 
conservative en una region abierta R, el valor de / C F • dr es el mismo para toda curva 
suave a trozos C que vaya de un punto fijo de R a otro punto fijo de R. Esto se describe 
diciendo que la integral de linea f c F • dr es independiente de la trayectoria en la 
region R. 

Una region en el piano (o en el espacio) es conexa si cada dos puntos en la region 
pueden ser unidos por una curva suave a trozos que se encuentre completamente dentro 
de la region, como se muestra en la figura 15.22. En regiones abiertas y conexas, la inde¬ 
pendencia de la trayectoria de/ c F • dr es equivalente a la condicion de queF sea con¬ 
servative. 


TEOREMA 15.6 INDEPENDENCIA DE LA TRAYECTORIA Y CAMPOS VECTORIALES 
CONSERVATIVOS 

Si F es continuo en una region abierta y conexa, entonces la integral de linea 

es independiente de la trayectoria si y solo si F es conservative. 


C DEMQSTRftcioir si F es conservative, entonces, por el teorema fundamental de las inte¬ 
grales de linea, la integral de linea es independiente de la trayectoria. A hora se demuestra 
el reciproco para una region plana conexa R. Sea F(x,>■) = Mi + Nj, y sea (x 0 ,>>q) un 
punto fijo en R. Si (x,y) es cualquier punto en R, elfjase una curva suave a trozos C que 
vaya de (x 0 , a (x, >■), y deffnase/ como 

f(x,y) = J F • dr = J M dx + N dy. 


LaexistenciadeC enR estagarantizada por el hechodequeR es conexa. Sepuede mostrar 
que/ es una funcion potencial de F considerando dos trayectorias diferentes entre (a 0 , vq) 
y (x,y). Para la primera trayectoria, elfjase (x v y) en R tal que* # x v Esto es posible ya 
queR es abierta. Despues elfjanseQy C 2 , como se muestra en la figura 15.23. Utilizando 
la independencia de la trayectoria, se sigue que 

f(x,y) = J M dx + N dy 

= 1 Mdx + Ndy+ l Mdx + Ndy. 

Jc 1 Jc 2 

Como la primera integral no depende dex, y como dy = Oen la segunda integral, setiene 

fix, y) = g(y) + \ Mdx 
Jc 2 

y entonces, la derivada parcial de / con respecto a x es fjx,y) = M. Para la segunda 
trayectoria, seelige un punto (x,y 1 ). Utilizando un razonamiento similar al empleado para 
la primera trayectoria, se concluye que f y (x, >>) = N. Por tanto, 

V/(x,y) = f x (x, v)i + f y ix,y )j 
= Mi + Nj 
= F(x,y) 


y se sigue que F es conservative. 
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EJEMPLO 4 Trabajo en un campo de fuerzas conservative 

Para el campo de fuerzas dado por 

F (x,y,z) = e*COS_yi - ^senjj + 2k 

mostrarque f c F • es independiente de la trayectoria, y calcularel trabajo realizado por 
F sobre un objeto que se mueve a lo largo de una curva C desde (0, ir/2, 1) hasta (1, tt, 3). 

Solucion AI expresar el campo de fuerzas en la forma F(x,y,z) = Mi + A/j + Pk, se 
tieneM = e x cosy, N = -e x sen y y p = 2, y se sigue que 


dP _ 0 _ dN 
dy dz 

dP _ Q _ dM 
dx dz 

dN dM 

— = -e x sen y = —. 
dx dy 

Por tanto, F es conservativo. Si / es una funcion potencial de F, entonces 

f x (x,y,z) = e x COS y 
f y (x,y,z) = -e x seny 
f z {x, y, z ) = 2. 

I ntegrando con respecto a x, y y z por separado, se obtiene 

fix, y, z) = J fjx, y,z) dx = J e x CCS y dx = e x CCSy + g(y, z) 

fix, y, z) = J f y (x, y, z)dy = j -e x sen y dy = e x COSy + h{x, z) 


fix. 


, y,z) = J f z (x, y,z) dz = J 2dz = 2z 


+ k(x,y). 


Comparando estas tres versiones de fix, y, z), se concluye que 

fix, y, z) = e x CCSy +2 z + K. 

A si, el trabajo real izado por F a lo largo de cualquier curva C desde (0, v/2, 1) hasta 
(1, 77 , 3) es 


■1 


W = j F • dr 


n(l, ir. 3) 


e x COSy + 2z 

J (0, IT/I, 1) 

= i-e + 6) - (0 + 2) 

= 4- e. 


iCuanto trabajo se realizaria si el objeto del ejemplo 4 se moviera del punto 
(0, 7 t/ 2 , 1) al punto (1, i r, 3) y despues volviera al punto de partida (0, ir/2,1)? El teore- 
ma fundamental de las integrales de linea establece que el trabajo realizado serfa cero. 
Recuerdeseque, por definicion, el trabajo puede ser negativo. A si, en el momenta en el que 
el objeto vuelve a su punto de partida, la cantidad de trabajo que se registra positivamente 
se cancel a por la cantidad de trabajo que se registra negativamente. 
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mmLm El teorema 15.7 proporciona 
varias opciones para calcular una inte¬ 
gral de linea de un campo vectorial 
conservativo. Se puede usar una fun- 
cion potencial, o puede ser mas conve- 
niente elegir una trayectoria particular- 
mente simple, como un segmento de 
recta. ■ 


Cy r(t) = (1 - cos t)i + sen tj 


y 



C 2 : r(t) = ti 


Figura 15.24 


U na curva C dada por r(f) para a < t < b e s cerrada si r(a) = r (b). Por el teorema 
fundamental de las integrales de linea, se puede concluir que si F es continuo y conservati¬ 
vo en una region abierta R, entonces la integral de linea sobre toda curva cerrada C es 0. 


TEOREMA 15.7 CONDICIONES EQUIVALENTES 

Sea F(x,y,z) = Mi + Nj + Pk con primeras derivadas parciales continuas en una 
region abierta conexa R, y sea C una curva suave a trozos en R. Las condiciones 
siguientes son equivalentes. 

1. F es conservativo. Es decir, F = V/ para alguna funcion /. 

2 . J F • dr es independiente de la trayectoria. 

3. J F • dr = Opara toda curva cerrada C en R. 


EJEMPLO 5 Evaluacion de una integral de linea 


Evaluar F ■ dr, donde 

Jc, 

F(x,y) = (y 3 + l)i + (3zy2 + l)j 

y C 1 es la trayectoria semicircular de (0, 0) a (2, 0), que se muestra en la figura 15.24. 


Solucion Se tienen las tres opciones siguientes. 


a) Se puede utilizar el metodo presentado en la seccion anterior para evaluar la integral de 
linea a lo largo de la curva dada. Para esto, se puede usar la parametrizacion 
r(?) = (1 - cosr)i + sen rj, donde O < t < v. Con esta parametrizacion, se sigue que 
dr = r'(t) dt = (send + cosrj) dt, y 

I F • dr = [ (sen? + seni 4 ? + cosr + 3ser\?tecst - 3ser\?tcos 2 t)dt. 

Jo 

Esta integral desanimara a cualquiera que haya elegido esta opcion. 

b) Se puede intentar hallar una funcion potencial y evaluar la integral de linea mediante 
el teorema fundamental de las integral es de linea. Empleando la tecnica demostrada en 
el ejemplo 4, se encuentra que la funcion potencial es f(x,y) = xy 3 + x + y + K,y, 
por el teorema fundamental, 


w= [ F • c/r = /(2, O) - /(O, 0) = 2. 

Jc z 

0 Sabiendo que F es conservativo, se tiene una tercera opcion. Como el valor de la inte¬ 
gral de linea es independiente de la trayectoria, se puede reemplazar la trayectoria semi¬ 
circular con una trayectoria mas simple. Supongase que se elige la trayectoria rectilfnea 
C 2 desde (0, 0) hasta (2, 0). Entonces, r(t ) = ti, donde 0 < t < 2. A si, dr = idt y 
F(x, y) = (y 3 + l)i + {3xy 2 + l)j = i + j, de manera que 


f F • dr = f F • dr = f Idt = 

Jcj Jc 2 Jo 


= 2 . 


Obviamente, de las tres opciones, la tercera es la mas send 11 a. 
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Conservacion de la energia 



Michael Faraday (1791-1867) 

Yarios filosofos de la ciencia han considera- 
do que la ley de Faraday de la conservacion 
de la energia es la mayor generalization con- 
cebida por el pensamiento humano. Muchos 
fisicos han contribuido a nuestro 
conocimiento de esta ley; dos de los 
primeros y mas importantes fueron James 
Prescott Joule (1818-1889) y Hermann 
Ludwig Helmholtz (1821-1894). 


En 1840, el fisico ingles Michael Faraday escribio: “En ninguna parte hay una creacion o 
produccion pura de energia sin un consumo correspondiente de algo que la proporcione.” 
Esta declaracion representa la primera formulacion de una de las leyes mas importantes de 
la fisica: la ley de conservacion de la energia. En la terminologia moderna, la ley dice lo 
siguiente: En un campo de fuerzas conservativo, la suma de energias potencial y cinetica 
de un objeto se mantiene constante de punto a punto. 

Se puede usar el teorema fundamental de las integrates de lmea para deducir esta ley. 
De la fisica se sabe que la energia cinetica de una particula de masa m y velocidad v es 
k = \mv 2 . La energia potencial p de una particula en el punto (x, y 9 z) en un campo vec¬ 
torial conservativo F se define como p(x, y 9 z) = —/(x, y 9 z), donde / es la funcion poten¬ 
cial de F. Consecuentemente, el trabajo realizado por F a lo largo de una curva suave C 
desde A hasta B es 


W = 


L 


F • dr = f(x 9 y 9 z ) 


B 

A 


= -p(x 9 y 9 z) 


B 

A 


= p{A) - p(B) 


como se muestra en la figura 15.25. En otras palabras, el trabajo W es igual a la diferen- 
cia entre las energias potenciales en A y B. Ahora, supongase que r(7) es el vector posicion 
de una particula que se mueve a lo largo de C desde A = r(a) hasta B = r (b). En cual- 
quier instante t , la velocidad, aceleracion y rapidez de la particula son \(t) = r '{t) 9 a (t) = 
r"(0 y v(t) = || v(f)||, respectivamente. Asi, por la segunda ley del movimiento de Newton, 
F = raa(7) = ra(v'(/)), y el trabajo realizado por F es 


y 



El trabajo realizado por F a lo largo de C es 

W = J F • dr = p(A) - p{B ) 

Figura 15.25 



= lm[v(6)] 2 - lm[v(a)] 2 
= k(B) - k(A). 


Igualando estos dos resultados obtenidos para W se tiene 

p{A) - p{B) = MB) - k(A ) 
p(A) + k{A) = p(B) + k(B ) 


lo cual implica que la suma de energias potencial y cinetica permanece constante de punto 
a punto. 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 4, mostrar que el valor de / C F • dr es el 
mismo para cada representacion parametrica de C. 

1. F (x,y) =x 2 i+xyi 

a) r 1 (f) = ti + t 2 j, 0 < t < 1 

b) r 2 (0) = sen 0i +seni 2 0j, 0 < 0 < ^ 

2. F(x,y) = (x 2 + y 2 )i - xj 

a) r,(t) = d + Vt j» 0 < t < 4 

b ) r 2 (w) = w 2 i + wj, 0 < w < 2 

3. F(x,y) = yi ~ x} 

a) r x (0) = sec 0i + tan 0j, 0 < 0 < ^ 

b) r 2 (t) = VTTTi + Vtj# 0 < £ < 3 

4. F(x, y) = yi + x 2 j 

a) ri (f) = (2 + 0i + (3-0J. 0 < r < 3 

b) r 2 (w) = (2 + lnw)i + (3 — lnw)j, 1 < w < e 3 

En los ejercicios 5 a 10, determinar si el campo vectorial es o no 
conservativo. 

5. F(x, y) = e x (ser\yi + COSyj) 

6. F(x, y) = 15x 2 y 2 i + Hk^j 

7. F(x, y) = p(yi + xj) 

8. F(x, y,z) = y In zi - x I n z j + — k 

z 

9. F(x, y,z) = y 2 zi + 2xyzj + xy 2 k 

10. F(x, y,z) = sen yzi + xz COS yzj + xysenyzk 

En los ejercicios 11 a 24, hallar el valor de la integral de linea 

( Sugerenda: Si F es conservativo, la integracion puede ser mas 
sencilla a traves de una trayectoria alternativa.) 

11. F(x, y) = 2xyi + x 2 j 

a) r x (t) = ti + t 2 \, 0 < t < 1 

b) r 2 (t ) = t i + t 3 j, 0 < t < 1 

12. F(x, y) = ye xy i + xe X}; j 

a) r 1 (f) = ti — (t — 3)j, 0 < t < 3 

b) La trayectoria cerrada que consiste en segmentos de recta 
desde (0, 3) hasta (0, 0), despues desde (0, 0) hasta (3, 0) y 
desde (3, 0) hasta (0, 3) 

13. F(x, y) = yi - xj 

a) r-L(t) = ti + tj, 0 < t < 1 
i b) r 2 (V) = ti + t 2 \, 0 < t < 1 

c) r 3 (t) = ti + t 3 j, 0 < t < 1 


14. F(x,y) = xy 2 i + 2x 2 yj 

a) r x (t) = d + yj f 1 < t < 3 

b) r 2 (t) = (t + l)i - \(t - 3)j, 0 < t < 2 

15. 1 y 2 dx + 2xy dy 





16. J (2x — 3y + 1) dx — (3k + y — 5 ) dy 



2 2 

a) C: el ipse X + X = 1 desde (5,0) hasta (0,4) 

ZD lb 


b) C: parabola y = 4 - x 2 desde (2,0) hasta (0,4) 
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18. L (x 2 + y 2 ) dx + 2xy dy 

a) r 1 (f) = t 3 i + t 2 j, 0 < t < 2 

b ) r 2 (r) = 2cosd + 2sen?j, 0 < t < ^ 

19. F(x,y,z) = yzi + xzj + xyk 

a) r^) = d + 2j + tk, 0 < t < 4 

b) r 2 (t) = t 2 i + rj + ? 2 k, 0 < t < 2 

20. F(x,y,z) = i + zj + yk 

a) t-lO) = cosd + sen^j + £ 2 k, 0 < t < tt 

b) r 2 (t) = (1 — 2f)i h- 77 2 ?k, 0 < t < 1 

21. F(x, y, z) = (2y + x)i + (x 2 - z)j + (2y - 4z)k 

a) r 1 (r) = ti + r 2 j + k, 0 < t < 1 

b) r 2 (t) = ti + t\ + (2 1 — l) 2 k, 0 < t < 1 

22. F(x, y, z) = -yi + xj + 3kz 2 k 

a) r 1 (r) = cosd + sen^j + £k, 0 < t < tt 

b) r 2 (t) = (1 — 2f)i H- 7rtk, 0 < t < 1 

23. F(x, y, z) = e z (yi + xj + xyk) 

a) r 1 (r) = 4cosri + 4sen ti + 3k, 0 < t < tt 

b) r 2 (f) = (4- 8f)i + 3k, 0< t < 1 

24. F(x, y, z) = ysenzi + xsenzj + xy cosxk 

a) ri (f) = r 2 i + t 2 j, 0<t<2 

b) r 2 (t) = Ati + 4j, 0 < r < 1 


En los ejercicios 25 a 34, evaluar la integral de linea utilizando el 
teorema fundamental de las integrates de linea. Utilizar un sis- 
tema algebraico por computadora y verificar los resultados. 


25. 


. J<_ (3yi + 3xj) • dr 
C: curva suave desde (0,0) hasta (3,8) 

[2{x + _y)i + 2(x + v)j] • dr 


“■I 


C: curva suave desde (-1,1) hasta (3, 2) 


L 


27. I COSx seny dx + sen x COS ydy 

C : curva suave desde (0, - tt) hasta ^ 


y dx — xdy 
c * 2 + y 2 

C: curva suave desde (1,1) hasta (2V3, 2) 


28. 


29. 


L 


L 


e x seny dx + e x COSy dy 


C : cicloide x = 0 - sem 0, y = 1 - cos 0 desde (0, 0) hasta 
(277, 0) 

J 2x 2y 

C W+ W dx + W+~yW 2<iy 

C: cfrculo (x - 4) 2 + (y - 5) 2 = 9 en sentido de las maneci- 
Ilas del reloj desde (7, 5) hasta (1,5) 


31. J (z + 2y) dx + (2x - 4 dy + (x - y) dz 

a) C: segmento de recta desde (0,0,0) hasta (1,1,1) 

b) C: segmento de recta de (0,0,0) a (0,0,1) a (1,1,1) 

c) C: segmento de recta de (0,0,0) a (1,0,0) a (1,1,0) y a 

(1,1,1) 

32. Repetirel ejercicio 31 utilizando la integral 

J zy dx + xzdy + xy dz- 

33. 1 —sem xdx + zdy + y dz 

C\ curva suave desde (0,0,0) hasta 3, 4 ) 

34. J 6k dx — 4zdy — (4 y — 20k) dz 

C\ curva suave desde (0,0,0) hasta (3, 4, 0) 

Trabajo En los ejercicios 35 y 36, hallar el trabajo realizado 
por el campo de fuerzas F al mover un objeto desde P hasta Q- 

35. F(x, y) = 9x 2 y 2 i + ((k 3 )? — l)j; P(0, 0), Q( 5, 9) 

36. F(x,y) = -i - - 2 y, P(- 1, 1), 0(3, 2) 

y y 

37. Trabajo U na piedra de 1 libra atada al extremo de una cuerdade 
dos pies se hace girar horizontalmente con un extremo fijo. 
Realiza una revolucion por segundo. Hallar el trabajo realizado 
por la fuerza F que mantiene a la piedra en una trayectoria circu¬ 
lar. [Sugerencia: Usar fuerza = (masa)(aceleracion centripetal.] 

38. Trabajo Si F(x,y,z) = a x i + a 2 j + a 3 k es un campo vecto¬ 
rial de fuerza constante, mostrar que el trabajo realizado al 
mover una particula a lo largo de la trayectoria desde P hasta Q 
es w = F • PQ. 

39. Trabajo Para tener un medio de escape para los trabajadores en 
una arriesgada tarea a 50 metros sobre el nivel del suelo, se insta- 
la un tobogan de cable. Corre desde su posicion hasta un punto a 
50 metros de la base de la instalacion donde se localizan los tra¬ 
bajadores. Mostrar que el trabajo realizado por el campo de 
fuerzas gravitatorio para que un hombre de 175 libras recorra la 
longitud del cable es el mismo en cada una de las trayectorias. 

a) r(t) = ti + (50 - t)j 

b) r (t) = ti + ^(50 - t ) 2 j 

40. Trabajo ^Se puede encontrar una trayectoria para el cable del 
tobogan del ejercicio 39 tal que el trabajo realizado por el campo 
de fuerzas gravitatorio sea distinto de las cantidades de trabajo 
realizadas para las dos trayectorias dadas? Explicar por que si o 
por que no. 


Desarrollo de conceptos 


41. Enunciar el teorema fundamental de las integral es de linea. 

42. iQuesignificaqueuna integral de linea sea independientede 
la trayectoria? Enunciar el metodo para determinar si una 
integral de linea es independiente de la trayectoria. 
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43. Pampers* Sea F(x,y) = x2 y + y2 i - x2 * 2 j. Encontrarel 
valor de la integral de linea 

F • dr. 



Para discusion 


44. Considerar el campo de fuerzas mostrado en la figura. 


y 


m\ 

^y/r. 


1 A . 1 . 1 . 1 . 

1 > 1 , 1 ,1 | 

I f ’ l ' r * r 

| > | >| »| | »► 

'W/ 

-5- 



a) Argumentar verbalmente que el campo de fuerzas no es 
conservativo porque se pueden encontrar dos trayectorias 
que requieren cantidades diferentes de trabajo para 
mover un objeto desde (-4,0) hasta (3,4). Identificar 
dos trayectorias y decir cual requiere mayor cantidad de 
trabajo. 

b) Argumentar verbal mente que el campo de fuerzas no es 
conservativo porque se puede encontrar una curva ce- 
rrada C tal que 

F • dr ± 0. 


En los ejercicios 45 y 46, considerar el campo de fuerzas mostra¬ 
do en la figura. ^,Es el campo de fuerzas conservativo? Explicar 
por que si o por que no. 

45. y 46. y 




cVerdadem O falso? En los ejercicios 47 a 50, determinar si la 
declaracion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
dar un ejemplo que demuestre que es falsa. 


47. Si C V C 2 y C 3 tienen los mismos puntos inicial y final y 
f Ci F • dr 1 = fc 2 F • d r 2 , entonces f Ci F • dr ± = J^F • dr 3 . 

48. Si F = yi + xj y C esta dada por r(t) = (4sen?)i + (3cos^j, 
0 < t < 77, entonces / C F • dr = 0. 

49. Si F es conservativo en una region R limitada o acotada por una 
trayectoria cerrada simple y C esta contenida en R, entonces 
J C F • dr es independiente de la trayectoria. 

50. Si F = Mi + Afj y dM/dx = dN/dy, entonces F es conserva¬ 
tivo. 

d 2 f d 2 f 

51. Una funcion / es armonica si —^ h—^ = 0. Demostrar que 

dx z dy z 

si / es armonica, entonces 



donde C es una curva suave cerrada en el piano. 

52. Enaxjapohendalydnetica La energia cinetica de un objeto 
que se mueve a traves de un campo de fuerzas conservativo dis- 
minuye a una velocidad o ritmo de 15 unidades por minuto. <;A 
que ritmo cambia su energia potencial? 


53. Sea F(x, y) = 


y 


x 2 + y 2 

a) Mostrarque 


x 2 + y 2 


dN _ dM 
dx dy 


donde 


M = 



N = 


—x 

x 2 + y 2 ' 


b ) Si r(t) = cos ti +semrj para 0 < t < it, hallar f c F • dr. 

c ) Si r(t) = cos ti -semrj para 0 < t < it, hallar J C F • dr. 

d) Si r(t) = cos ti +sem?j para 0 < t < 2 tt, hallar J C F • dr , 
l Por que esto no contradice el teorema 15.7? 

e) MostrarqueV^arctan^j = F. 
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15.4 


Teorema de Green 


■ Utilizar el teorema de Green para evaluar una integral de linea. 

■ Utilizar formas alternativas del teorema de Green. 



Simplementeconexa 



Figura 15.26 


Teorema de Green 

En esta seccion se estudiara el teorema de Green, que recibe este nombre en honor del 
matematico ingles George Green (1793-1841). Este teorema establece que el valor de una 
integral doble sobre una region simplemente conexa R esta determinado por el valor de 
una integral de linea a lo largo de la frontera de R. 

U na curva C dada por r(t) = x(t)i + y(t) j, donde a < t < b,e s simple si no se corta 
a si misma, es decir, r(c) + rid) para todo c y d en el intervalo abierto (a, b). U na region 
plana R es simplemente conexa si cada curva cerrada simple en R encierra solo puntos 
que estan en R (ver la figura 15.26). 


TEOREMA 15.8 TEOREMA DE GREEN 


Sea R una region simplemente conexa cuya frontera es una curva C suave a trozos, 
orientada en sentido contrario a las manecillas del reloj (es decir, C se recorre una 
vez de manera que la region R siempre quede a la izquierda ). Si M y N tienen 
derivadas parciales continuas en una region abierta que contiene a R, entonces 

\ c Mdx + Ndy = i\ l \T,-% d A- 




R es horizontalmente simple 

Figura 15.27 


(DEMOSTRftciTirO Se da una demostracion solo para una region que es vertical y horizon¬ 
talmente simple, como se muestra en la figura 15.27. 

M dx + M dx 


I M dx = I Mdx + 

Jc Jc 1 Jc 


-r 

i 


r 


M(x,f 1 (x)) dx + M(x,f 2 {x)) dx 


= [Mix.f-^x)) - M(x,f 2 (x))] dx 


Por otro lado, 


jjf'-fi: 
i 


b rf * ix) m 


. —— dy dx 

kw dy 

/ 2 W 


= Mix.y) 


fl(x) 


dx 


= [M(x,f 2 (x)) - Af(x,/ 1 (x))] dx. 

Ja 

Por consiguiente, 


De manera similar, sepueden usarg 1 (y)yg 2 (y) para demostrar que f c Ndy = f R f dN/dxdA. 
Sumando las integral es j c Mdx y i c Ndy, se I lega a la conclusion establecida en el teo¬ 
rema. 
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EJEMPLO I Aplicacion del teorema de Green 


y 



C es simple y cerrada, y la region R siempre 
se encuentra a la izquierda de C 

Figura 15.28 


Utilizar el teorema de Green para evaluar la integral de Ifnea 

y 3 dx + (. x 3 + 3 xy 2 )dy 


L 


dondeC es la trayectoria desde (0, 0) hasta ( 1 , 1 ) a lo largo de la grafica dey = x 3 y desde 
(1,1) hasta (0, 0) a lo largo de la grafica de y = x, como se muestra en la figura 15.28. 

Solucion Como M = y 3 y N = x 3 + 3 xy 2 , se sigue que 

— = 3c 2 + 3y 2 y — = 3y 2 . 
dx dy 

Aplicando el teorema de G reen, se tiene entonces 


L 


-If 


y 3 dx + (x 3 + 3xy 2 ) dy = III ^ dA 


dx 


dy 


1 rx 


JO Jx 3 

rr 

JO Jx ^ 


[(3x 2 + 3y 2 ) - 3 y 2 \dydx 
3x 2 dy dx 
dx 


Jo Jx 3 

= [W* 

Jo 

= I (3x 3 — 3k 5 ) dx 

Jo 

3k 4 * 6nl 

T “ ~2 


1 

4‘ 


George Green (1793-1841) 

Green, autodidacta, hijo de un molinero, 
publico por primera vez el teorema que lleva 
su nombre en 1828 en un ensayo sobre elec- 
tricidad y magnetismo. En ese tiempo no 
habia casi ninguna teoria matematica para 
explicar fenomenos electricos. 
“Considerando cuan deseable seria que una 
energia de naturaleza universal, como la 
electricidad, fuera susceptible, hasta donde 
fuera posible, de someterse al calculo... me 
vi impulsado a intentar descubrir cualquier 
posible relacion general entre esta funcion y 
las cantidades de electricidad en los cuerpos 
que la producen ” 


El teorema de Green no se puede aplicar a toda integral de Ifnea. Entre las restric- 
ciones establecidas en el teorema 15.8, la curva C debe ser simple y cerrada. Sin embargo, 
cuando el teorema de Green es aplicable, puede ahorrar tiempo. Para ver esto, tratar de 
aplicar las tecnicas descritas en la seccion 15.2 para evaluar la integral de Ifnea del ejem- 
plo I. Para esto, se necesitara escribir la integral de Ifnea como 

f y 3 dx + (x 3 + 3ry 2 ) dy = 

I y 3 dx + (x 3 + 3xy 2 ) dy + I y 3 dx + (x 3 + 3ry 2 ) dy 
JCi Jc 2 

donde C 1 es la trayectoria cubica dada por 

r (t) = ti + t 3 ] 

desde t = 0 hasta t = 1, y c 2 es el segmento de recta dado por 

r (t) = (1 - t) i + (1 - t)\ 


desde t = 0 hasta t = 1. 
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F(x,}>) =y 3 i +(x 3 +’ixy 2 Y] 

y 



EJEMPLO 2 Aplicacion del teorema de Green para calcular trabajo 

Estando sometida a la fuerza 

F (x,y) = v 3 i + (a 3 + 3ry 2 ) j 

una partfcula recorre una vez el cfrculo de radio 3 mostrado en la figura 15.29. Aplicar el 
teorema de Green para hallar el trabajo realizado por F. 

Solucion Por el ejemplo 1, se sabe, de acuerdo con el teorema de Green, que 


1 


y 3 dx + (x 3 + 3 xy 2 ) dy = 


-If 


3 x 2 dA. 


En coordenadas polares, usando x = rccsdy dA = rdrde, el trabajo realizado es 


W = 


f f 3 x 2 dA = f f 3(r COS 0) 2 r dr d6 

JrJ Jo Jo 


= 3 


= 3 


= 3 


ff 

c2tt 

i L ‘ 

c2tt 

JO 

/; 


r 3 COS 2 OdrdO 


4 COs20 


de 


^ cos 2 e de 

2tt 


(l+cos 20 )J 0 


243 

8 

243tt 


e + 


sen 26 


,-|27T 


AI evaluar integral es de Ifnea sobre curvas cerradas, recuerdese que en campos vecto- 
rialesconservativos (campos en losqueaAr/dx = dM/dy), el valor de la integral delineaes 
0. Este es facil de ver a partir de lo establecido en el teorema de Green: 


J M dx + N dy = f J 


= 0. 

dx dy, 


EJEMPLO 3 Teorema de Green y campos vectoriales conservatives 


y 



C es cerrada 

Figura 15.30 


Evaluar la integral de Ifnea 

J y 3 dx + 3xy 2 dy 

donde C es la trayectoria mostrada en la figura 15.30. 

Solucion A partir de esta integral de Ifnea, M = y 3 y N = 3xy 2 . Asf que, dN/dx = 3y 2 
y dM/dy = 3y 2 . Esto implica que el campo vectorial F = Mi + N] es conservative, y 
como C es cerrada, se concluye que 

f y 3 dx + 3xy 2 dy = 0. 
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y 



C es suave a trozos 

Figura 15.31 


EJEMPLO 4 Aplicacion del teorema de Green para una curva suave 
a trozos (o por partes) 


Evaluar 


1 


(arctanx + y 2 ) dx + ( e y - x 2 ) dy 


donde C es la trayectoria que encierra la region anular mostrada en la figura 15.31. 

Solucion En coordenadas polares, R esta dada por 1 < r < 3 para 0 < 0 < tt.Y, 

dN dM _ _ . 

--— = - 2x - 2y = - 2(r COS 6 + r sen 0). 

dx dy 


A si, por el teorema de Green, 

J (arctanx + y 2 ) dx + ( e y - x 2 ) dy = 


II- 

-rr 

-j; 

■r 


2(x + y) dA 


- 2r (CCS 0 + sen 0)r dr d0 


- 2(cos 0 + sen 0) 


52 


d0 


— 5 - (cos 0 + sen 0) do 


52 

3 


sen 0 - cos 0 


104 
3 ' 


En los ejemplos 1, 2 y 4, el teorema de Green se utilizo para evaluar integrales de Ifnea 
como integrales dobles. Tambien se puede utilizar el teorema para evaluar integrales do- 
blescomo integrales de linea. Una aplicacion util seda cuando ON/Ox - 0M/0y = 1. 



= area de la region R 


Entre las muchas opciones para M y W que satisfacen la condicion establecida, la opcion 
deM = -y/2 y N = x/2da la siguiente integral de Ifnea para el area de la region R. 


TEOREMA 15.9 INTEGRAL DE LINEA PARA EL AREA 


Si R es una region plana limitada 0 acotada por una curva simple C, cerrada y suave 
a trozos, orientada en sentido contrario a las manecillas del reloj, entonces el area 
de R esta dada por 
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y 



EJEMPLO 5 Hallar el area mediante una integral de linea 

Usar una integral de linea para hallar el area de la elipse 



Solution Utilizando lafigura 15.32, a la trayectoria eliptica se le puede inducir una orien- 
tacion en sentido contrario a las manecillas del reloj haciendo 


x = a cos t y y = b sen t, 0 < t < 2ir. 

Por tanto, el area es 

A = \ I xdy - ydx = ^ I [{a CCS t)(b COS t) dt - (b sen t){~a senr) dt] 


_ ab f 

= ^Jo 


(cos 2 ? +seni 2 r) dt 


ab 

~2 


277 

0 


= 7 Tab. 


El teorema de Green puede extenderse para cubrir algunas regiones que no son sim- 
plemente conexas. Esto se demuestra en el ejemplo siguiente. 


EJEMPLO 6 El teorema de Green extendido a una region 
con un orificio 



C 3 :y = 0, l<x<3 
C 4 :y = 0, l<x<3 


Figura 15.33 


Seafi la region interior a la elipse (x 2 / 9) + (y 2 /4) = ly exterior al circulo x 2 + y 2 = 1. 
Evaluar la integral de linea 

J 2 xy dx + (x 2 + 2x) dy 

donde C = C x + C 2 es la frontera de R, como se muestra en la figura 15.33. 

Solution Para empezar, se pueden introducir los segmentos de recta C 3 y C 4 , como se 
muestra en lafigura 15.33. Notese que como lascurvasC 3 y C 4 tienen orientacionesopues- 
tas, las integral es de linea sobre el I as se cancel an entre si. A demas, se puede apli car el teo¬ 
rema de Green a la region R utilizando la frontera C x + C 4 + C 2 + C 3 para obtener 



= 2(area defi) 


= 2 (mrf> — Trr 2 ) 

= 2[tt(3)(2) - tt(1 2 )] 


= IO 77 . 
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En la seccion 15.1 se establecio una condicion necesaria y suficiente para campos vec¬ 
torial es conservatives. A hi solo se presento una direccion de la demostracion. A hora se puede 
dar la otra direccion, usando el teorema de Green. Sea F(x,y) = Mi + Nj definido en un 
disco abierto R. Sequieredemostrarquesi M y W tienen primerasderivadasparciales con- 
tin uas y 

dM _ m 
dy dx 

entonces F es conservative. Supongase que C es una trayectoria cerrada que forma la fron- 
tera de una region conexa contenida en R. Entonces, usando el hecho de que dM/dy = 
dN/dx, se puede aplicar el teorema de Green para concluir que 



= 0. 


Esto es, a su vez, equivalente a mostrar que F es conservative (ver teorema 15.7). 


Formas alternativas del teorema de Green 

Esta seccion conduye con la deduccion de dos formulaciones vectoriales del teorema de 
Green para regiones en el piano. La extension de estas formas vectoriales a tres dimen- 
siones es la base del estudio en el resto de las secciones de este capftulo. Si F es un campo 
vectorial en el piano, se puede escribir 

F(x, y, z) = Mi + Nj + Ok 

por lo que el rotacional de F, como se describio en la seccion 15.1, esta dada por 


> j 

k 




d_ d_ 

d_ 




dx dy 

dz 




M N 

0 




dN . 

-1 + 

dz 

dM. 
^ J + 

(dN 

dM\ 

\dx 

dyr 


Por consiguiente, 


(rot F) • k = 


dN. , dM. 

-I + -j + 

dz dz 3 


(dN 


\dx 

Syj k J 


k 


dN dM 
dx dy ' 


Con condiciones apropiadas sobreF, C y R, se puede escribir el teorema de Green en 
forma vectorial 



(rot F) • k dA. Primera forma alternativa. 

La extension de esta forma vectorial del teorema de Green a superficies en el espacio da 
lugar al teorema de Stokes, que se estudia en la seccion 15.8. 
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n = cos^0 + yji + sen^fl + yjj 


= — sen G i + cos 0 j 
N = sen 9 i — cos 9 j 

Figura 15.34 


Para la segunda forma vectorial del teorema de Green, suponganse las mismas condi- 
ciones sobre F, C y R. Utilizando el parametro longitud de arco s para C, se tiene 
r(s) = x(s)i + y(,s)j. Por tanto, un vector unitario tangente Tala curva C esta dado por 
r'(s) = T = jr'Cs^i + y'(s)j. En la figura 15.34 se puede ver que el vector unitario normal 
exterior N puede entonces escribirse como 

N = y '(s) i — x T.sjj. 

Por consiguiente, a F(x, y) = Mi + Wj se le puede aplicar el teorema de Green para ob- 
tener 


J F • Nefe = j" (Mi + N ]) • (y'C 5 )! — x'(y)j) ds 


l 

L 


ds as 


= J M dy — N dx 


■L 

-Lf 

■If 


-Ndx + M dy 


dM + dN 
dx dy 

div F dA. 


dA 


Por consiguiente, 

j" F • Nds = J J div F dA. 


Teorema de Green. 


Segunda forma alternativa. 


La generalizacion de esta forma a tres dimensiones se llama teorema de la divergencia, 
discutido en laseccion 15.7. En las secciones 15.7 y 15.8 seanalizaran las interpretaciones 
fisicas de divergencia y del rotacional. 



Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 4, comprobar el teorema de Green evaluan- 
do ambas integrales 



x 2 dy= 



sobre la trayectoria dada. 


5. C: circunferencia dada porx 2 + y 2 = 4 

6. C: frontera de la region comprendida entre las graficas de 

y = x y y = x 3 en el primer cuadrante 

En los ejercicios 7 a 10, utilizar el teorema de Green para eva- 
luar la integral 


1. C: frontera de la region que yace entre las graficas de y = x y 

y =x 2 

2. C: frontera de la region que yace entre las graficas de y = x y 

y = Vx 

3. C: cuadrado con vertices (0, 0), (1, 0), (1,1), (0, 1) 

4. C: rectangulo con vertices (0, 0), (3, 0), (3, 4), (0, 4) 

COE) En los ejercicios 5 y 6, verificar el teorema de Green utilizando 
un sistema algebraico por computadora y evaluar ambas inte¬ 
grales 


J^(y-x)ck+ (2 x-)/)cfy 
sobre la trayectoria dada. 

7. C: frontera de la region comprendida entre las graficas de 

y = xy y = x 2 - 2x 

8 . C\ x= 2 cos e,y = sen 0 

9. C: frontera de la region interior al rectangulo acotado porx = 

-5, x = 5, y = -3 y y = 3, y exterior al cuadrado acotado 
por x = -1, x = 1, y = -1 y y = 1. 

10 . C: frontera de la region interior al semicirculo y = V25 - x 2 
y exterior al semicirculo y = V 9- x 2 


sobre la trayectoria dada. 
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En los ejercicios 11 a 20, utilizar el teorema de Green para eva- 
luar la integral de linea. 




2xy dx + (x + y) dy 


C:frontera de la region comprendida entre las graficas de 

y = Oy y = 1 - x 2 


u -L 


y 2 dx + xy dy 


C:frontera de la_ region comprendida entre las graficas de 

y = 0, y = Jxy x = 9 


,3 i 


(x 2 — y 2 ) dx + 2xy dy 


,4 1 


(x 2 — y 2 ) dx + 2xy dy 


C:x 2 + y 2 = 16 


C: r = 1 + COS 6 


fc 


e x COS 2 y dx — 2e x sen 2 y dy 


C\x 2 + y 2 = a 2 


i 


16. 2 arctan- dx + \v(x 2 + y 2 ) dy 


C:x = 4 + 2 cos 0, y = 4 + sen 0 


17. 


I 


cos y dx + (xy - x sen y) dy 


C: frontera de la region comprendida entre las graficas de y = x 

y y = s/x 


“I 


(e * 2/2 — y) dx + (e y2/2 + x) dy 


C: frontera de la region comprendida entre las graficas del 
circulo x = 6cos 6, y = 6sen0 y la elipse x = 3cos 0, 
y = 2 sen 0 


19. 


I 


(x - 3 y) dx + (x + y) dy 


Area En los ejercicios 25 a 28, utilizar una integral de linea 
para hallar el area de la region R. 

25. R\ region acotada por la grafica dex 2 + y 2 = a 2 

26. R : triangulo acotado por las graficas de x = 0, 3x - 2y = 0 y 

x + 2y = 8 

27. R: region acotada por las graficas dey = 5x-3yy = x 2 + l 

28. R\ region interior al lazo de la hoja o folio de Descartes acotada 

por la grafica de 

3 1 3 1 2 


V 


t 3 + 1 


Desarrollo de conceptos 


29. Enunciar el teorema de Green. 

30. Dar la integral de lfnea para el area de una region R acotada 
por una curva simple suave a trozos C. 


En los ejercicios 31 y 32, utilizar el teorema de Green para veri- 
ficar las formulas de las integrates de linea. 

31. El centroide de una region de area A acotada por una trayectoria 
simplecerradaC es 


“a//*' 


■ ~a Id 

32. El area de una region plana acotada por la trayectoria simple 
cerrada C dada en coordenadas polares es 

A = r 2 dO. 


C: frontera de la region comprendida entre las graficas de 

x 2 + y 2 = ly x 2 + y 2 = 9 


2# i 


3x 2 ey dx + e* dy 


C : frontera de la region comprendida entre los cuadrados cuyos 
vertices son (1,1), (-1,1), (-1,-1) y (1, -1), y (2, 2), 
(-2, 2), (-2,-2) y (2,-2) 


im Centroide En los ejercicios 33 a 36, utilizar un sistema alge- 
braico por computadora y los resultados del ejercicio 31 para 
hallar el centroide de la region. 

33. R\ region acotada por las graficas dey = 0yy = 4-x 2 

34. R\ region acotada por las graficas de y = Ja 2 - x 2 y y = 0 

35. R\ region acotada por las graficas dey = x 3 yy = x, 0<x< 1 

36. R\ triangulo cuyos vertices son (-a, 0), (a, 0) y (b,c), donde 

— a < b < a 


Trabajo En los ejercicios 21 a 24, utilizar el teorema de Green Q® Area En ,os ejercicios 37 a 40, utilizar un sistema algebraico 
para calcular el trabajo realizado por la fuerza F sobre una P or computadora y los resultados del ejercicio 32 para hallar el 
partfcula que se mueve, en sentido contrario a las manecillas del :ll ea ( ' e region acotada por la grafica de la ecuacion polar. 


reloj, por la trayectoria cerrada C. 

21. F (x,y) = xyi + (x + yjj 
C\x 2 + y 2 = I 

22. F(x, y) = (e x — 3y)i + ( e y + 6v)j 

C: r = 2cos0 

23. F(.v, v) = (x 3/2 — 3v)i + (6c + 5 N /y )j 

C: contomo del triangulo cuyos vertices son (0, 0), (5, 0) y 
(0, 5) 

24. F(x, y) = (3x 2 + y)i + 4xy 2 j 

C: frontera de la region comprendida entre las graficas de 
y= Vx,y = 0yx = 9 


37. r = a(l — COS 0) 38. r = a COS 30 

39. r = 1 + 2cos 0 (lazo interior) 40. r = =—-—- 

2 — COS 0 

41. a) Evaluar J' y 3 dx + (27x - x 3 )dy, dondeC 1 es el circulo uni- 
tario dado por r(t) = cos ti + sen tj, 0 < t < 2ir. 

b ) Encontrar el valor maxi mo de J c y 3 dx + (27x - x 3 ) dy, 

donde C es cualquier curva cerrada en el piano xy, orientada 
en sentido contrario al de las manecillas del reloj. 
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Para discusion 


42. Para cada trayectoria dada, verificar el teorema de Green al 
demostrar que 


r 2J 2J r 

f (dN 

dM\ 

J y 2 dx + x 2 dy = J 


dy ) 


Para cada trayectoria, icual de las integrales es mas facil eva- 
luar? Explicar. 

a) C: triangulo con vertices (0, 0), (4, 0), (4, 4) 

b ) C: circulo dado porx 2 + y 2 = 1 


43. Para pensar Sea 

f y dx — xdy 

~ Jc * 2 + J 2 

donde C es una circunferencia orientada en sentido contrario al 
de las manecillas del reloj. M ostrar que / = Osi C no contiene 
el origen. «;Cual es el valor de / si C contiene al origen? 

44. a) Sea C el segmento de recta que une (x v yj y {x 2 , y 2 )- M ostrar 

que 

J —ydx + xdy = x 1 y 2 ~ x 2 y v 

b ) Sean (x lt y^, {x 2 ,y^, . . ., (x n ,y n ) los vertices de un poll- 
gono. Demostrar que el area encerrada es 

i(*Ly 2 _ x 2 yd + U2J3 _ •^3^2) + ■ ■ ■ + 

(x n -iy n ~ x n y n - 1 ) + fayi ~ x iyJl 

Area En los ejercicios 45 y 46, utilizar el resultado del ejercicio 
44# para hallar el area encerrada por el poligono cuyos vertices 
se dan. 


45. Pentagono: (0, 0), (2, 0), (3, 2), (1, 4), (-1,1) 

46. H exagono: (0, 0), (2, 0), (3, 2), (2, 4), (0, 3), (-1,1) 


En los ejercicios 47 y 48, demostrar la identidad, donde R es una 
region simplemente conexa con frontera C. Suponer que las 
derivadas parciales requeridas de las funciones escalares / y g 
son continuas. Las expresiones D N f y D N g son las derivadas en 
direccion del vector normal exterior N de C, y se definen por 
D N f= Vf N y D N g=\g N. 

47. Primera identidad de Green: 



2 g + V/ • Vg) dA = 


L 


fD^ds 


[Sugerencia: Utilizar la segunda forma alternativa del teorema 
de Green y la propiedad div(/G) =/divG + V/• G.] 

48. Segunda identidad deGreen: 

J J (/V 2 g - gV 2 /) dA = J (fDug - g Dm/) ds 


(Sugerencia : Utilizar la primera identidad de Green, dada en el 
ejercicio 47, dos veces.) 

49. Utilizar el teorema de Green para demostrar que 

J f(x) dx + g(y) dy = 0 

si / y g son funciones derivables y C es una trayectoria cerrada 
simple suave a trozos. 

50. Sea F = Mi + Nj, donde My N tienen primeras derivadas par¬ 
ciales continuas en una region simplemente conexa R. Demostrar 
que si C es cerrada, simple y suave, y N x = M y , entonces 

J F • dr = 0. 


PROYECTO DE TRABAJO 


Funciones hiperbolicas y trigonometricas 


a) Dibujar la curva plana representada por la funcion vectorial r(t) 
= cosh t i + senh tj en el intervalo 0 < t < 5. M ostrar que 
la ecuacion rectangular que corresponde a r(t) es la hiperbola 
x 2 - y 2 = 1. Verificar el dibujo utilizando una herramienta de 
graficacion para representar la hiperbola. 

j b) Sea P = (cosh 4>, senh 4>) el punto de la hiperbola correspon- 
diente a r(</>) para 4> > 0. Utilizar la formula para el area 


A 



— y dx 


para verificar que el area de la region mostrada en la figura es \<j>. 

c ) M ostrar que el area de la region indicada esta tambien dada por 
la integral 


A = 



(coth (f))y\ dy. 


Confirmar la respuesta del inciso b) aproximando esta integral 
numericamente para 4>= 1, 2, 4 y 10. 


d ) Considerar la circunferencia unitaria dada por x 2 + y 2 = 1. Sea 
6 el angulo formado por el ejexy el radio a (x, y). El area del sec¬ 
tor correspondiente es^0. Esdecir, las funciones trigonometricas 
f(0) = cos0 y g(e) = sen 6 podrian haber sido definidas como 
las coordenadas del punto (cos 0, sen 0) en el circulo unitario que 
determina un sector de area \e. Escribir un parrafo breve expli- 
cando como definir las funciones hiperbolicas de una manera 
similar, utilizando la "hiperbola unitaria" x 2 - y 2 = 1. 


y 
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CAPITULO 15 A nal isis vectorial 



Superficies parametricas 


■ Comprender la definicion y esbozar la grafica de una superficie parametrica. 

■ Hallar un conjunto de ecuaciones parametricas para representar una superficie. 

■ Hallar un vector normal y un piano tangente a una superficie parametrica. 

■ Hallar el area de una superficie parametrica. 


Superficies parametricas 

Ya se sabe representar una curva en el piano o en el espacio mediante un conjunto de ecua¬ 
ciones parametricas o, equivalentemente, por una funcion vectorial. 

r(r) = x{t) i + y{t) j c urva en el piano. 

r(t) = x(t)i + y{t) j + z(f)k Curva en el espacio. 

En esta seccion se aprendera a representar una superficie en el espacio mediante un con¬ 
junto de ecuaciones parametricas o mediante una funcion vectorial. Observese que en el 
caso de las curvas, la funcion vectorial r es funcion de un solo parametro t. En el caso de 
las superficies, la funcion vectorial es funcion de dos parametros u y v. 


DEFINICION DE SUPERFICIE PARAMETRICA 

Sean x, y y zfunciones de u y v, continuas en un dominio D del piano uv. AI con¬ 
junto de puntos ( x, y, z) dado por 

r (u, v) = x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, v)k Superficie parametrica. 

se le llama una superficie parametrica. Las ecuaciones 

x = x(w, v), y = y(u, v) y z = z(u, v) Ecuaciones parametricas. 

son las ecuaciones parametricas para la superficie. 

Si S es una superficie parametrica dada por la funcion vectorial r, entonces S es traza- 
da por el vector posicion r (u, v) a medida que el punto («, v) se mueve por el dominio D, 
como se indica en la figura 15.35. 



tecnologia Algunos sistemas algebraicos por computadora dibujan superficies 
parametricas. Si se tiene acceso a este tipo de software, utilicese para representar grafi- 
camente algunas de las superficies de los ejemplos y ejercicios de esta seccion. 









SECCION 15.5 Superficies parametricas 


1103 


z 



Figura 15.36 


EJEMPLO I Trazado de una superficie parametrica 

Identificar y dibujar la superficie parametrica S dada por 
r(w, v) = 3 cos «i + 3 sen wj + vk 
donde 0<u<2vy0<v< 4. 


Solucion Como x = 3 cos u y y = 3senM, se sabe que en cada punto (x,y,z) de la 
superficie, x y y estan relacionados mediante la ecuacion x 2 + y 2 = 3 2 . En otras palabras, 
cada seccion transversal de S, paralela al piano xy, es una circunferencia de radio 3, cen- 
trado en el eje z. Como z = v, donde 0 < v < 4, se ve que la superficie es un cilindro 
circular recto de altura 4. El radiodel cilindro es 3, y el ejezformael ejedel cilindro, como 
se muestra en la figura 15.36. 


Como ocurre con las representaciones parametricas de curvas, las representaciones 
parametricas de superficies no son unicas. Es decir, hay muchos conjuntos de ecuaciones 
parametricas que podrian usarse para representar la superficie mostrada en la figura 15.36. 


EJEMPLO 2 Trazado de una superficie parametrica 

Identificar y dibujar una superficie parametrica S dada por 
t(m, v) = sem u cos vi + sen u sen vj + cos «k 
donde 0<M<iry0<v< 277. 

Solucion Para identificar la superficie, se puede tratar de emplear identidades trigono- 
metricas para eliminar I os parametros. Despues de experimentar un poco, se descubre que 

x 2 + y 2 + z 2 = (senw cos v) 2 + (senw senv) 2 + (cosm ) 2 
= sent 2 u cos 2 v + seni 2 Mseni 2 v + cos 2 u 
= seni 2 u{ cos 2 v + seni 2 v) + cos 2 u 
= seni 2 u + cos 2 u 

Figura 15.37 

A si pues, cada punto en S se encuentra en la esfera unitaria o esfera unidad, centrada en el 
origen, como se muestra en la figura 15.37. Para u = d it r (u, v) traza circunferencias de 
latitud 

x 2 + y 2 = sen 2 d v 0 < d • < 77 

paralelos al piano xy, y para v = c t , r (u,v) traza semicirculos de longitud (o meri- 
dianos). 



mmam Para convencerse de que la funcion vectorial del ejemplo 2 traza toda la esfera unitaria o 
esfera unidad, recuerdese que las ecuaciones parametricas 

x = psen<£cos0, y = p sen^sen^ y z = pcosc/) 


donde 0<6<2Try0<4><Tr, describen la conversion de coordenadas esfericas a coordenadas 
rectangulares, como se vio en la seccion 11.7. ■ 
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C A P IT U L 0 15 


Analisis vectorial 


z 



Figura 15.38 


y 


Ecuaciones parametricas para superficies 

En los ejemplos 1 y 2 se pidio identificar la superficie descrita por un conjunto dado de 
ecuaciones parametricas. El problema inverso, el de asignar un conjunto de ecuaciones 
parametricas a una superficie dada, es generalmente mas dificil. Sin embargo, un tipo de 
superficie para la que este problema es sencillo, es una superficie dada por z =/( x,y). 
Tal superficie se puede parametrizar como 

r (x,y) = x\ + yj +f(x,y) k 


EJEMPLO 3 Representar una superficie parametricamente 

Dar un conjunto de ecuaciones parametricas para el cono dado por 

z = V * 2 + y 2 

como el que se muestra en la figura 15.38. 

Solucion Como esta superficie esta dada en la forma z = /( x,y), se pueden tomar x y y 
como parametros. Entonces el cono se representa por la funcion vectorial 

rix, y) = xi + y] + + y 2 k 

donde (x, y) varfa sobre todo el piano xy. 


Otro tipo de superficie facil de representar parametricamente es una superficie de re¬ 
volucion. Por ejemplo, para representar la superficie generada por revolucion de la grafi- 
ca dey = fix), a < x < b,e n torno al ejex, se utiliza 

x = u, y = f(u) cos v y Z = f(u ) sen v 
donde a < u < b y 0 < v < 27 t. 


EJEMPLO 4 Representacion de una superficie de revolucion 
parametricamente 



Figura 15.39 


Dar un conjunto de ecuaciones parametricas para la superficie de revolucion obtenida al 
hacer girar 

f(x) = —, 1 < x < 10 

en torno al ejex. 

Solucion Utilizar los parametros u y v como se describio arriba para obtener 

x = u, y = fiu) cosv = — cosv y z = fiu) sen v = — senv 

donde 1 < u < 10 y 0 < v < 2tt. La superficie resultante es una porcion de la trompeta 
de Gabriel, como se muestra en la figura 15.39. 


La superficie de revolucion del ejemplo 4 se forma haciendo girar la grafica de 
y = fix) en torno al ejex Para otros tipos de superficies de revolucion, puede usarse una 
parametrizacion similar. Por ejemplo, para parametrizar la superficie formada por revolu¬ 
cion de la grafica de x = fiz) en torno al eje z, se puede usar 


z = u, x = fiu) cosv y y = fiu) senv. 
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Vectores normales y pianos tangentes 

Sea S una superficie parametrica dada por 

r(w, v) = x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, v)k 

sobre una region abierta D tal que*, y y z tienen derivadas parciales continuas en D. Las 
derivadas parciales de r con respecto a u y v estan definidas como 

r u = t^( u ' v)i + ^r( u ' v )j + v)k 
du du du 


y 


r v = v)i + V)J + v)k 

dv 3v 3v 


Cada una de estas derivadas parciales es una funcion vectorial que puede interpretarse 
geometricamente en terminos de vectores tangentes. Por ejemplo, si v = v 0 se mantiene 
constante, entonces r(u, v 0 ) es una funcion vectorial de un solo parametro y define una 
curva C x que se encuentra en la superficies. El vector tangente a C x en el punto (x(u 0 , v 0 ), 
y(u 0 , v 0 ), z(u 0 , v 0 )) esta dado por 



Figura 15.40 


r u K v o) = u o■ t’o)' + J^ u 0 ' v o)j + v 0 )k 

como se muestra en la figura 15.40. De manera similar, si u = u 0 se mantiene constante, 
entonces r(w 0 , v) es una funcion vectorial de un solo parametro y define una curva C 2 que 
se encuentra en la superficie S. El vector tangente a C 2 en el punto (x(u 0 , v 0 ), y(u 0 , v 0 ), 
z(u 0 , v 0 )) esta dado por 

/ \ dx / \. , ay, \ ■ dz / \| 

r v (M 0 . v 0 > = ^y u O’ v o)' + v o)J + ^ u O' v o)k 

Si el vector normal r„ x r v no es 0 para todo (u, v) en D, se dice que la superficie S es 
suave y tendra un piano tangente. De manera informal, una superficie suave es una super¬ 
ficie que no tiene puntos angulosos o cuspides. Por ejemplo, esferas, elipsoides y para- 
boloides son suaves, mientras que el cono del ejemplo 3 no es suave. 


VECTOR NORMAL A UNA SUPERFICIE PARAMETRICA SUAVE 


Sea S una superficie parametrica suave 

I"(m, v) = x(u, v)i + y(u, v)j + z{u, v)k 

definida sobre una region abierta D en el piano uv. Sea (u 0 , v 0 ) un punto en D. U n 
vector normal en el punto 


(x 0 , v 0 , Zq) = (x(u 0 , v 0 ), y(u 0 , v 0 ), z(u 0 , v 0 )) 


esta dado por 


N = rju 0 , v 0 ) x r v (u 0 , v 0 ) = 


i 

j 

k 

dx 

dy 

dz 

du 

du 

du 

dx 

dy 

dz 

dv 

dv 

dv 


La figura 15.40 muestra el vector normal r u x r v . El vector r v x r„ tambien es normal a S 
y apunta en la direccion opuesta. ■ 
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EJEMPLO 5 Hallar un piano tangente a una superficie parametrica 



Figura 15.41 


Hallar una ecuacion para el piano tangente al paraboloide dado por 
r(w, v) = ui + vj + ( u 2 + v 2 )k 
en el punto (1, 2, 5). 

Solucion El punto en el piano uv que es llevado al punto (x,y,z) = (1, 2, 5) es (u, v) = 
(1, 2). Las derivadas parciales de r son 

r„ = i + 2uk y r v = j + 2vk 

El vector normal esta dado por 


r„ x r = 


j k 

0 2m 
1 2v 


= -2u\- 2vj + k 


lo cual implica que el vector normal en (1, 2, 5) es r u x r v = -2i - 4j + k Por tanto, 
una ecuacion del piano tangente en (1, 2, 5) es 

-2(x - 1) - 4(y - 2) + ( z - 5) = 0 
— 2x — 4y + z = — 5. 

El piano tangente se muestra en la figura 15.41. 



Area de una superficie parametrica 

Para definir el area de una superficie parametrica, se puede usar un desarrollo similar al 
dadoen la seccion 14.5. Para empezarseconstruyeunaparticion interna deziqueconsiste 
en n rectangulos, donde el area del rectangulo i-e si mo Z), es A A t = Am,. Av,-, como se mues¬ 
tra en la figura 15.42. En cada Z), sea (m ; , v,) el punto mas cercano al origen. En el punto 
(x,, y,, z,) = (x(m,, v,), >>(«,, v,), z(m ; , v,)) de la superficie S, se construye un piano tangente 
T t . E I area de la porcion de S que corresponde a D,, Ar ; , puede ser aproximada por un para- 
lelogramoen el piano tangente. Esdecir, Ar ; ~ A5,. Por tanto, la superficie de S esta dada 
por 2 A S t ~ 2 AT r El area del paralelogramo en el piano tangente es 

X Av,r v || = ||r„ x r v || Am ; Av,. 
lo cual conduce a la definicion siguiente. 


Z 



AREA DE UNA SUPERFICIE PARAMETRICA 


Sea S una superficie parametrica suave 

r (u, v) = x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, v)k 


definida sobre una region abierta D en el piano uv. Si cada punto de la superficie S 
corresponde exactamente a un punto del dominio D, entonces el area de la superfi¬ 
cie S esta dada por 


Area de la superficie 



x r v || dA 


, , dx . dy dz _ dx . dy . dz . 

donde r = — 1 + — j + —kyr = — 1 + — J + 

du du j du dv dv j dv 


Figura 15.42 
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Para una superficie S dada por z = f(x,y), esta formula para el area de la superficie corres- 
ponde a la dada en la seccion 14.5. Para ver esto, se puede parametrizar la superficie uti- 
lizando la funcion vectorial 


r(x, y) = xi + yj + f(x, y)k 

definida sobre la region R en el piano xy. Utilizando 

r A = i + f x (x, v)k y r v = j + f y {x, y)k 

se tiene 


r x x r y = 


i j k 

1 0 f x (x, y ) 

0 1 fix, y) 


= -fix, y)i - fjx, y)j + k 


y ||r x x r || = i[fjx, y)] 2 + [f (x, y)] 2 + 1. Esto implica que el area de la superficie de 


S es 


Area de la superficiei : 


LI 


\ r x X r y\\ dA 


Vl + UJxiy )] 2 + \_fi x , y)] 2 dA. 


La superficie del ejemplo 6 
no satisface totalmente la hipotesis de 
que cada punto de la superficie corre- 
sponde exactamente a un punto de£>. 
En esta superficie, r («, 0) = r (u, 2 tt) 
para todo valor fijo de «. Sin embargo, 
como el traslape consiste solo en un 
semicfrculo (que no tiene area), se 
puede aplicar la formula para el area 
de una superficie parametrica. ■ 


EJEMPLO 6 Hallar el area de una superficie 

Hallar el area de la superficie de la esfera unitaria (o esfera unidad) dada por 
r(w, v) = sen u cos vi + seni u sen vj + cos uk 
donde el dominio D esta dado por 0 < u < vy 0 < v < 2v. 

Solucion Para empezar se calcula r„ y r y . 

r u = cosm cos vi + cos u sen vj - sen uk 
r v = — seni u sen vi + sen u cos vj 


El producto vectorial de estos dos vectores es 


r„ x r„ 


i j k 

cos u cos v cos u sen v -sen u 
-sen u seni v sen u cos v 0 


= seni 2 u cos vi + seni 2 u sen vj + sen u cos uk 


lo cual implica que 

||r M x r v || = V(sen 7 M cosv) 2 + (sensenv) 2 + (sen u cos m) 2 
= Vsen 4 w + sen 7 w cos 2 u 
= Vsen 2 w 

= sen u. sen u > 0 para 0 < u < jt. 


Por ultimo, el area de la superficie de la esfera es 


A = 



x r v || dA = 



sen u du dv 


= 4tt. 


2 dv 
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CAPITULO 15 A nal isis vectorial 


EXPLORACION 

Para el toro del ejemplo 7, describir 
la funcion r (u,v) parawfijo. 
Despues describir la funcion r (u, v) 
para vfijo. 


z 



Figura 15.43 


EJEMPLO 7 Hallar el area de una superficie 

Hallar el area de la superficie del toro dado por 

r (w, v) = (2 + cos u) cosvi + (2 + cosm) sen vj + sen «k 
donde el dominio D esta dado por 0 < m < 277 y 0 < v < 277 . (Ver la figura 15.43.) 


Solucion Para empezar se calculan r u y r v . 


r u = -sen«cosvi - senMsenvj + cosMk 
r v = -(2 + cosm) sen vi + (2 + cosm) cosvj 


El producto vectorial de estos dos vectores es 


r„ x r. 


i j k 

-sen«cosv -senuserw cosm 
-(2 + cos u )senv (2 + cosm) cosv 0 
-(2 + cos u) (cosv cos wi + sen v cosMj + senwk) 


lo cual implica que 

||r M x r vll = (2 + cosm)V(cosv cos m) 2 + (senv cos up- + sen 2 M 
= (2 + cos m) V cos 2 m(cos 2 v + sen 2 v) + sen 2 u 
= (2 + cos m) v /cos 2 u + sen 2 M 
= 2 + cos m. 


Por ultimo, el area de la superficie del toro es 

A = | | ||r M x r v || dA = I I (2 + COS u)dudv 

Jdj Jo Jo 


c2tt 

= Jo ' 

= 87T 2 . 


477 dv 


Si la superficie S es una superficie de revolucion, se puede mostrar que la formula para 
el area de la superficie, dada en la seccion 7.4, es equivalente a la formula dada en esta sec- 
cion. Por ejemplo, supongase que / sea una funcion no negativa tal que /' sea continua 
sobre el intervalo [a, b ]. Sea S la superficie de revolucion formada por revolucion de la gra- 
fica de/, donde a < x < b, en torno al ejex. De acuerdo con la seccion 7.4, se sabe que 
el area de la superficie esta dada por 

Area de la superficie = 277f /(x)V 1 + dx. 

Ja 

Para representar S parametricamente, sea x = u, y =f(u) cosv y z = f(u) senv, donde 
a < u < b y0<v< 277. Entonces, 

r(u, v) = ui + f(u ) COSvj + f(u ) sen vk. 

Tratar de mostrar que la formula 

A rea de la superficiei = J J ||r„ x r v || dA 
es equivalente a la formula dada arriba (ver ejercicio 58). 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 6, relacionar la funcion vectorial con su gra- 
fica. [Las graficas estan marcadas a), b ), c), d ), e) y /).] 



1. r (u, v) = ui + vj 4- uvk 

2. r (u, v) = u COS vi + u senvj + uk 

3. r (u, v) = ui + \(u + v)j + vk 

4. r(u, v) = ui + |v 3 j + vk 

5. r (u, v) = 2 cos v cos wi + 2 cos v senwj + 2 senvk 

6. r(w, v) — 4 COS ui + 4 senwj + vk 

En los ejercicios 7 a 10, hallar la ecuacion rectangular de la 
superficie por elimination de los parametros de la funcion vec¬ 
torial. Identificar la superficie y dibujar su grafica. 

7. r (u, v) = ui + vj + ^k 

8. r(u, v) = 2 u COS vi + 2 u senvj + \ u 2 k 

9. r (u, v) = 2 cos wi + vj + 2 senwk 

10. t(m, v) — 3 cos v cos ui + 3 cos v senwj + 5 senvk 

En los ejercicios 11 a 16, utilizar un sistema algebraico por compu- 
tadora y representar graficamente la superficie dada por la fun¬ 
cion vectorial. 

11. r (u, v) = 2 u cos vi + 2 u senvj + w 4 5 6 7 8 9 10 11 12 k 
0 < M < 1, 0 < V < 277 

12. y(u, v) = 2 cos v cos ui + 4 cos v senwj + senvk 

0 < U < 277, 0 < V < 277 


13. t(m, v) — 2 senh u cos vi + senh u senvj + cosh uk 

0 < u < 2, 0 < v < 277 

14. t(m, v) = 2 u COS vi + 2 u senvj + vk 

0 < U < 1, 0 < V < 377 

15. r(M, v) = (m - senw)cosvi + (1 - cosw)senvj + wk 

0<M<77, 0 < V < 277 

16. t(m, v) = cos 3 u cos vi + serf u senvj + uk 

0 < M < y, 0 < V < 277 

pensar En los ejercicios 17 a 20, determinar como la gra¬ 
fica de la superficie s(u, ^ difiere de la grafica de r (4 ^ = 
llcos U + Uscn yj + l^k (ver la figura) donde 0 < u < 2 y 
0 < v < 277 . (No es necesario representar s graficamente.) 


r{u, v) 


y 

X 

17. s(m, v) = u COS vi + u senvj - u 1 2 k 

0 < u < 2, 0 < v < 277 

18. s (u, v) = u cos vi + w 2 j + u senvk 

0 < u < 2, 0 < v < 277 

19. s(m, v) = u cos vi + u senvj + u 2 k 
0 < u < 3, 0 < v < 2tt 

20. s(m, v) = 4 u cos vi + 4 u senvj + u 2 k 

0 < u < 2, 0 < v < 277 

En los ejercicios 21 a 30, hallar una funcion vectorial cuya gra¬ 
fica sea la superficie indicada. 

21. El piano z = y 

22. El pianox + y + z = 6 

23. El conoy = V4.v 2 + 9 z 2 

24. El conox = Vl6y 2 + z 2 

25. El cilindro x 2 + y 2 = 25 

26. El cilindro 4x 2 + y 2 = 16 

27. El cilindro z = x 2 

28. El elipsoide y + ^ + y = 1 

29. La parte del piano z = 4 interior al cilindro x 2 + y 2 = 9 

30. La parte del paraboloide z = x 2 + y 2 interior al cilindro 

X 2 + y 2 = 9 
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CAPITULO 15 A nal isis vectorial 


Superficie de revolution En los ejercicios 31 a 34, dar un con- 
junto de ecuaciones parametricas para la superficie de revolu- 
cion obtenida por revolucion de la grafica de la funcion en torno 
al eje dado. 


Funcion 


31. y = -, 0 - x - 6 

32. y = Jx, 0 < x < 4 

33. x = sen z, 0 < z < 77 

34. z = y 2 + 1, 0 < y < 2 


Eje de revolution 

eje* 

ejex 

ejez 

ejej 


Plano tangente En los ejercicios 35 a 38, hallar una ecuacion 
para el piano tangente a la superficie dada por la funcion vecto¬ 
rial, en el punto indicado. 

35. r (u, v) = (u 4- v)i + (u - v)j + vk, (1, — 1, 1) 




Figura para 35 


Figura para 36 


Area En los ejercicios 39 a 46, hallar el area de la superficie 

sobre la region dada. Utilizar un sistema algebraico por compu- 

tadora y verificar los resultados. 

39. La parte del piano r (u, v) = 4wi - vj + vk, dondeO < u 
<2y0<v<l 

40. La parte del paraboloide r (u, v) = 2 u cos vi + 2 u sen vj + u 2 k, 
donde 0<u<2y0<v<2ir 

41. La parte del cilindro r(w,v) = acosui + asenwj + vk, donde 

0 < u < 2 tt y 0 < v < b 

42. La esfera r(u, v) = asenw cosvi + a sen w senvj +a coswk, 
donde 0 < u < 77 y 0 < v < 277 

43. La parte del cono r(u, v) = au cosvi + au senvj + uk, donde 
0<u<by0<v< 2 t7 

44. EI toro r (u, v) = {a + b C0Sv)C0Swi + {a + b COSv)sen uj + 
b sen vk, donde a > b, 0 < u < 2tt, y 0 < v < 277 

45. La superficie de revolucion r(w,v) = Ju cosvi + Ju senvj + 
uk, donde 0<w<4y0<v<277 

46. La superficie de revolucion r(w,v) = senw cosvi + wj + sen u 
senvk, donde 0<w<77y0<v<277 


Desarrollo de conceptos 


47. Definir una superficie parametrica. 

48. Dar la integral doble con las que se obtiene el area de la 
superficie de una superficie parametrica sobre una region 
abierta D. 


36. y{u, v) = ui + vj + Vwv k, (1, 1, 1) 


49. M ostrar que se puede representar el cono del ejemplo 3 de ma- 
nera parametrica mediante r [u, v) = u cos vi + u sen vj + uk, 
donde 0 <wy0<v<2jr. 


37. r (u, v) = 2 u COS vi + 3 u sen vj + u 2 k, (0, 6, 4) 


z 



38. r(u, v) = 2 u cosh vi + 2 u senh vj + \u 2 k, (-4, 0, 2) 


Z 



Para discusion 


50. Las cuatro figuras son graficas de la superficie 
y{u, v) = ui + sen u cos vj + sen u sen vk, 

0 < „ < | 0 < V < 277. 

Relacionar cada una de las cuatro graficas con el punto en el 
espacio desde el cual se contempla la superficie. Los cuatro 
puntos son (10, 0, 0), (-10,10, 0), (0,10, 0) y (10,10,10). 
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51. Esfera asteroidal U na ecuacion de una esfera asteroidal en x, 
yy zes 


57. Representar graficamente y hallarel area de una vuelta comple- 
ta de la rampa en espiral 


Jr 2 / 3 + j2/3 + z 2/3 = 


r (u, v) = u cos vi + u sen vj + 2vk 


Abajo se presenta una grafica de una esfera asteroidal. M ostrar 
que esta superficie puede representarse parametricamente por 
medio de 

r (u, v) = a sen 3 w cos 3 vi + a sen 3 w sen 3 vj + a cos 3 uk 
donde 0<u<iry0<v< 2u. 


t 



donde 0 < u < 3 y 0 < v < 2 tt. 

58. Sea/una funcion no negativatal que fes continua en el inter¬ 
val [a,b]. Sea S la superficie de revolucion formada por re- 
volucion de la grafica de/, donde a < x < b, en torno al eje*. 
Sea x = u, y = f(u) cosv y z = f(u) senv, donde a < u < b y 
0 < v < 2 tt. Entonces, S se representa parametricamente me- 
diante r(w, v) = ui + f(u) cos vj + f{u ) senvk. M ostrar que las 
formulas siguientes son equivalentes. 


Area de la superficie 
Area de la superficie 


= 2t rf f(x)V 1 + [f(x)] 2 dx 

Ja 

= J J lk„ x rj| dA 

**** 59. Proyecto abierto Las ecuaciones parametricas 

* = 3 + sen u[ 7 - cos(3w - 2v) - 2 cos(3w + v)] 


<2^52. Utilizar un sistema algebraico por computadora y representar 
graficamente tres perspectivas de la grafica de la funcion vecto¬ 
rial 


y = 3 + COSw[7 - cos(3 u - 2v) - 2cos(3 u + v)] 
z = sen(3w — 2v) + 2sen(3w + v) 


r (u, v) = u COS vi + u senvj + vk, 0 < u < tt, 0 < v < tt 

desde los puntos (10, 0, 0), (0, 0,10) y (10,10, 10). 

53. Investigation Utilizar un sistema algebraico por computadora 
y representar graficamente el toro 

r(w, v) = (a + b COS v) COS u\ + 

(a + b cosv) sen u j + b senvk 

para cada conjunto de valores de a y b, donde O < u < 2tt y 
0< v < 277. Utilizar los resultados para describir los efectosde 
a y b en la forma del toro. 

a) a = 4, b = 1 b) a = 4, b = 2 

c) a = 8, b = 1 d) a = 8, b = 3 

54. Investigation Considerar la funcion del ejercicio 14. 

a ) Dibujar una grafica de la funcion donde u se mantenga cons- f^ffr 
tante en u = 1. Identificar la grafica. 

b) Dibujar una grafica de la funcion donde v se mantenga cons- 
tante en v = 2tt/3. Identificar la grafica. 

c) Suponer que una superficie esta representada por la funcion 
vectorial r = r (u,v). iQue generalizacion se puede hacer 
acerca de la grafica de la funcion si uno de los parametros se 
mantiene constante? 

55. Area de la superficie La superficie de la cupula de un museo 
esta dada por 

y(u, v) = 20 senwcosvi + 20senw senvj + 20coswk 

donde O < u < tt/3, O < v < 277 y r esta en metros. Hallar el 
area de la superficie de la cupula. 

56. Hallar una funcion vectorial para el hiperboloide 

x 2 + y 2 - z 2 = 1 

y determinar el piano tangente en (1, O, O). 


donde -it < u < iry -tt < v < tt, representan la superficie 
mostrada en la figura. Tratar de crear una superficie parametri- 
ca propia utilizando un sistema algebraico por computadora. 



60. Banda de Mobius La superficie mostrada en la figura se llama 
banda de Mobius y puede representarse mediante las ecuacio¬ 
nes parametricas 

/ v\ / v\ V 

* = l a + u cos-1 cosv, y = I a + u cos-)sen v, z = u sen^ 

donde -1 < u < 1,0 < v < 2tt y a = 3. Trate de representar 
graficamente otra banda de M obius para diferentes valores de a 
utilizando un sistema algebraico por computadora. 


z 
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CAPITULO 15 A nal isis vectorial 



Integrates de superficie 


■ Evaluar una integral de superficie como una integral doble. 

■ Evaluar integrales de superficie sobre superficies parametricas. 

■ Determinar la orientation de una superficie. 

■ Comprender el concepto de integral de flujo. 


Integrales de superficie 


z 



La funcion escalar / asigna un numero a 
cada punto de S 

Figura 15.44 


El resto de este capitulo se ocupa principalmente de integrales de superficie. Primero se 
consideraran superficies dadas por z = g(x, y). M as adelante, en esta seccion, se conside- 
raran superficies mas generales dadas en forma parametrica. 

Sea S una superficie dada por z = g{x,y) y sea R su proyeccion sobre el piano xy, 
como se muestra en la figura 15.44. Supongase que g, g x y g son continuas en todos los 
puntos de R y que / esta definida en S. Empleando el procedi miento usado para hallar el 
area de una superficie en la seccion 14.5, se evalua / en (x., y v z t ) y se forma la suma 

E y-' z i ) 

i=l 

donde A S t « Vl + [gjx t , y ,)] 2 + [gjx t , y ,)] 2 AA r Siempre que el limite de la suma 
anterior cuando ||A|| tiende a 0 exista, la integral de superficie de/ sobre S se define 
como 


f(x,y,z)dS= lim 


E yv z t ) A 5 i' 

i = 1 


Esta integral se puede evaluar mediante una integral doble. 


TEOREMA 15.10 EVALUACION DE UNA INTEGRAL DE SUPERFICIE 


Sea S una superficie cuya ecuacion es z = g(x, y) y sea R su proyeccion sobre el 
piano xy. Si g, g x y g son continuas en R y / es continua en S, entonces la integral 
de superficie de / sobre S es 

JJ fix, y, z) dS = J J fix, y, g(x, y)) Vl + [y A (x, y )] 2 + [y v (x,y )] 2 dA. 


Para superficies descritas por funciones de x y z (o de y y z), al teorema 15.10 se le 
pueden hacer los ajustes siguientes. Si S es la grafica de y = g(x, z) y R es su proyeccion 
sobre el piano xz, entonces, 

J J fix, y, z) dS = j J fix, g(x, z), z)Vl + [gjx, z)] 2 + [gjx, z)] 2 dA. 

Si S es la grafica de x = giy, z) y R es su proyeccion sobre el piano yz, entonces 

JJ fix, y, z ) dS = JJ figiy, z), y, z)V 1 + Lg y (y, z)] 2 + dA. 

Si fix, y, z) = 1, la integral de superficie sobre S da el area de la superficie de S. Por ejem- 
plo, supongase que la superficie S es el piano dado por z = x, donde 0 < x < 1 y 
0 < y < 1. El area de la superficie de S es J2 unidades cuadradas. Tratese de verificar 

Que f s f fix, y, z) dS = Jl. 
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EJEMPLO I Evaluacion de una integral de superficie 

Evaluar la integral de superficie 

(y 2 + 2yz) dS 


If' 


donde S es la porcion del piano 2x + y + 2z = 6 que se encuentra en el primer octante. 
Solucion Para empezar se escribe S como 

z = | (6 - 2x - y) 

g(x,y ) = ^(6 - 2x - y). 

U sando las derivadas parciales gjx, y) = -1 y g v (x, y) = -\, se puede escribir 
VI + [&(*,y )] 2 + [£,(*, y )] 2 = yfl 
Utilizando lafigura 15.45 y el teorema 15.10, seobtiene 

// (> ’ 2 + 2> V dS = J J^ x ' y ' y))Vl + [gjxjyjp + \_g y {x, y )] 2 dA 


1 + 1 + \ 


“If 


y 2 + 2y( ^ )(6 - 2x - y) 




Figura 15.45 


n 2 ( 3-4 

y(3 — x) dy dx 

i 

= 6 j (3 — x) 3 dx 

Jo 

3 " |3 

= -f (3 - x) 4 

= 243 
2 



U na solucion alternativa para el ejemplo 1 seria proyectar S sobre el piano yz, como 
se muestra en la figura 15.46. Entonces, x = 5(6 - y - 2 z), y 


1 + \ + 1 


Vl + [gjy, z )] 2 + \jsjy> c )] 2 = 

Por tanto, la integral de superficie es 

fj (y 2 + 2yz) dS = ff f(g(y, z), y, z) Vl + [g y (y, z)] 2 + [gjy, z)] 2 (M 


6 r( 6-y)/2 


(y 2 + 2yz) zrjdzdy 


Jo Jo 

= | f (36y - y 3 ) dy 


243 

2 


Figura 15.46 


Tratese de resolver el ejemplo 1 proyectando S sobre el piano xz. 
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CAPITULO 15 A nalisis vectorial 


En el ejemplo 1 se podria haber proyectado la superficie S en cualquiera de los tres 
pianos de coordenadas. En el ejemplo 2, S es una porcion de un cilindro centrado en el eje 
x, y puede ser proyectado en el piano xz o en el piano xy. 


3 1 


R\ 0<x<4 
0<y<3 


EJEMPLO 2 Evaluacion de una integral de superficie 

Evaluar la integral de superficie 

(x + z ) dS 


If' 



donde S es la porcion del cilindro y 2 + z 2 = 9 que se encuentra en el primer octante, entre 
x = 0 y x = 4, como se muestra en la figura 15.47. 

y Solution Se proyecta S sobre el piano xy, de manera que z = g(x, y) = 79 - y 2 , y se 
obtiene 


71 + [gjx, y)] 2 + [g v 7.y)] 2 = 


1 + 
3 


-y 


79" 


79" 


r 


El teorema 15.10 no se puede aplicardirectamenteporque^ no escontinua en y = 3. Sin 
embargo, se puede aplicar el teorema para 0 < b < 3 y despues tomar el Ifmite cuando b 
se aproxima a 3, como sigue. 


JJo + drfs-jiip.JJc. + v9^7) 


0 Jo 

'b r4 


V9“ 


r 


■ dx dy 


= Ifm 3 

3" 


0 JO 


79^7 


= Ifm 3 f 

fc_>3 Jo 

= Ifm 3f 

fc_>3 Jo 


'b 2 


+ 1 ] dx dy 

-i4 


279^7 


+ X 


dy 


8 


79^7 


+ 4 )dy 


= Ifm 3 4y + 8arcsen^ 

*-> 3 - |_ 3 

= Ifm 3(4£ + 8arcsen^ 


*->3- 


= 36 + 24 
= 36 + 12tt 


tecnologia Algunos sistemas algebraicos por computadora evaluan integrales 
impropias. Si se tiene acceso a uno de estos programas, utilicese para evaluar la inte¬ 
gral impropia 



7 ) 


3 


79^7 


dx dy. 


iSe obtiene el mismo resultado que en el ejemplo 2? 
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z Cono: 

t z = 4-2vV+;y 2 



R-.x 2 +/ =4 

Figura 15.48 


5e ha visto que si la funcion f definida sobre la superficie S es simplemente 
fix, y, z) = 1, la integral de superficie da el area de la superficie S. 



A rea de la superficie = 1 dS 


Por otro I ado, si S es una lamina de densidad variable y p{x, y, z) es la densidad en el punto 
(x, y, z), entonces la masa de la lamina esta dada por 



M asa de la lamina = fix, y, z ) dS. 


EJEMPLO 3 Hallar la masa de una lamina bidimensional 

U na lamina bidimensional S en forma de cono esta dada por 

z = 4 — 2Vx 2 + y 2 , 0 < z < 4 

como se muestra en la figura 15.48. En todo punto de S, la densidad es proporcional a la 
di stand a entre el punto y el ejez. Hallar la masa m de la lamina. 

Solucion AI proyectar S sobre el piano xy se obtiene 

S', z = 4 — 2Vx 2 + y 2 = g(x, y), 0 < z < 4 
R\ x 2 + y 2 < 4 

con densidad p(x, y, z) = k^/x 2 + y 1 . Usando una integral de superficie, se halla que es 



8V5*L1 2 - _ 1675^ 

3 rl. 


tecnologia Utilizar un sistemaalgebraico por computadoray confirmarel resul- 
tado del ejemplo 3. El sistema algebraico por computadora Maple calculo la integral 


z Cono: 

t z = 4-2vV+;y 2 



R-.f- +/ =4 

Figura 15.48 


asi: 
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CAPITULO 15 A nalisis vectorial 


Superficies parametricas e integrales de superficie 

Se puede mostrar que para una superficie S dada por la funcion vectorial 

r(w, v) = x(w, v)i + y(u, v)j + z(u, v)k Superficie parametrica. 

definida sobre una region D en el piano uv, la integral de superficie de fix, y, z) sobre S 
esta dada por 


fix, y, z) ds = J J f(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) ||r U (u, v) x rju, v)|| dA. 
Observese la analogfa con una integral de linea sobre una curva C en el espacio. 

[ fix, y, z) ds = f 

JC Ja 


fix, y, z)ds = f{x{t), 37(f), z(t)) ||r , (f) II dt 


Integral de linea. 


mwiiLW V ease que JsydSpuedenescribirsecomods = \\r'(t)\\dty dS = \\r u (u,v) x r v (u,v)\\dA. m 


EJEMPLO 4 Evaluacion de una integral de superficie 


z 



Generada con Mathematica 


Figura 15.49 


En el ejemplo 2 se mostro una evaluacion de la integral de superficie 

(x + z) dS 


dondes es la porcion, en el primer octante, del cilindro y 2 + z 2 = 9 entrex = 0 y x = 4 
(ver la figura 15.49). Evaluar esta misma integral, ahora en forma parametrica. 

Solucion En forma parametrica, la superficie esta dada por 
r(x, d) = xi + 3 cos 0j + 3 sen 0k 

donde O<x<4yO<0< 77 -/ 2 . Para evaluar la integral de superficie en forma 
parametrica, se empieza por calcular lo siguiente. 

r = i 

r e = -3 sen0j + 3 cos 0k 

i j k 

r x x r e = 1 0 0 

0 - 3 sen 0 3 cos 0 

||r r x rj = V9 cos 2 0 + 9sen 2 0 = 3 
Por tanto, la integral de superficie puede ser evaluada como sigue. 

f4 Ctt /2 


= -3cos0j - 3sen0k 


Lf 


(x + 3 sen 0)3 dA 


(3x + 9 sen 0) dOdx 


-L 

-[ 


0 Jo 
4 


- 77/2 


3x0 - 9 cos 0 


3 fx + 9 ) dx 


dx 


~j~x 2 + 9 x 

4 


n4 

0 


= 1277 + 36 
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Orientacion de una superficie 

Para inducir una orientacion en una superficies en el espacio se utilizan vectores unitarios 
normales. Se dice que una superficie es orientable si en todo punto de S que no sea un 
punto frontera puede definirse un vector unitario normal N de manera tal que los vectores 
normales varien continuamente sobre la superficie S. Si esto es posible, S es una superfi¬ 
cie orientada. 

U na superficie orientable S tiene dos caras. A si, cuando se orienta una superficie, se 
elige uno de los dos vectores unitarios normales posibles. Si S es una superficie cerrada, 
como por ejemplo una esfera, se acostumbra escoger como vector unitario normal N, el 
que apunta hacia fuera de la esfera. 

Las superficies mas comunes, como esferas, paraboloides, elipses y pianos, son orien- 
tables. (Ver en el ejercicio 43 un ejemplo de una superficie que no es orientable.) En una 
superficie orientable, el vector gradiente proporciona una manera adecuada de hallar un 
vector unitario normal. Es decir, en una superficie orientable S dada por 

z = g(x, y ) Superficie orientable. 

se hace 


S: z = g(x, y) 



G(x, y,z) = z ~ g(x, y). 

Entonces, S puede orientarse, ya sea por el vector unitario normal 

= VG(x, y,z) 
l|VG(x, y, z)|| 

= ~g x (x, v)i - g y (x, v)j + k 

>/l + [gxfcj)] + [gyfe>’)] 2 

o por el vector unitario normal 

- VG(x, y, z) 


Unitario normal hacia arriba. 


N 


||VG(x, y, z) || 

g x (x, y)i + g y (x, v)j - k 

>/i + igj^yf? + [g v Uy)] 2 


Unitario normal hacia abajo. 


como se muestra en la figura 15.50. Si la superficie suave orientable S esta dada en forma 
parametrica por 

r (u, v ) = x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, v)k Superficie parametrica. 

los vectores unitarios normales estan dados por 


S: z =g(x,y) 


N = 


r « x r v 
r u x rj 



S esta orientada hacia abajo 

Figura 15.50 


y 


N = 


fyX r M 

■V* r u 


Supongase que la superficie orientable esta dada por y = g(x, z) o x = g(y, z). Entonces 
se puede usar el vector gradiente 

VG(x, y, z) = -gjx, z)i + j - g z (x, z)k G(x, y,z) = y - g(x, z). 

0 

VG(x, y,z) = i - g y (y, z)j - g z (y, z)k 

para orientar la superficie. 


G(x, y,z) = x - g(y, z). 
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CAPITULO 15 A nalisis vectorial 


Z 



El campo de velocidad F indica la direction 
de flujo del fluido 

Figura 15.51 


Integrates de flujo 

Una de las aplicaciones principales que emplean la forma vectorial de una integral de 
superficie se refiere al flujo de un fluido a traves de una superficie S. Supongase que una 
superficie orientada S se sumerge en un fluido que tiene un campo de velocidad continua 
F. Sea A S el area de una pequena porcion de la superficie S sobre la cual F es casi cons- 
tante. Entonces la cantidad de fluido que atraviesa esta region por unidad de tiempo se 
aproxima mediante el volumen de la columna de altura F • N, que se muestra en la figura 
15.51. Es decir, 

A V = (altura)(area de la base) = (F ■ N)AS. 


Por consiguiente, el volumen del fluido que atraviesa la superficie S por unidad de tiempo 
(llamada el flujo de F a traves deS) esta dado por la integral de superficie de la defini- 
ci on siguiente. 

DEFINICION DE INTEGRAL DE FLUJO 

Sea F(x, y, z) = Mi + N] + Pk, dondeM, N y P tienen primeras derivadas parciales 
continuas sobre la superficie S orientada mediante un vector unitario normal N. La 

integral de flujo de F a traves deS esta dada por 



Geometricamente, una integral de flujo es la integral de superficie sobre A de la com- 
ponente normal de F. Si p(x, y, z) es la densidad del fluido en (x, >>, -), la integral de flujo 



representa la masa del fluido que fluye a traves de S por unidad de tiempo. 

Para evaluar una integral de flujo de una superficie dada porz = g{x,y), se hace 

G(x, y, z) = z — g(x, >’)■ 


Entonces, N dS puede escribirse como sigue. 


N dS 


V G(x, y, z) 
||VG(x, y, z)|| 


VG(x, y, z) 


VW 2 + (^) 2 + 1 

VG(x, y, z) dA 


^igJ 2 + (gv) 2 + 1 dA 


TEOREMA 15.11 EVALUACION DE UNA INTEGRAL DE FLUJO 

Sea S una superficie orientada dada por z = g(x, >’) y sea R su proyeccion sobre el 
piano xy. 

fsf F NdS = fJ F 

I/ FN<B= I/ F 

En la primera integral, la superficie esta orientada hacia arriba, y en la segunda inte¬ 
gral, la superficie esta orientada hacia abajo. 


‘ [ — g x {x,y)i ~ g y {x,y) j + k] dA Orientada hacia arriba. 
‘ \-g x ( x < y)i + g y (x, v)j — k] dA Orientada hacia abajo. 
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Z 



EJEMPLO 5 Usar una integral de flujo para hallar la tasa 
o ritmo del flujo de masa 

Sea S la porcion del paraboloide 

z = g(x, y) = 4 - X 2 - y 2 

que se encuentra sobre el piano xy, orientado por medio de un vector unitario normal 
dirigido hacia arriba, como se muestra en la figura 15.52. U n fluido de densidad constante 
p fluye a traves de la superficie S de acuerdo con el campo vectorial 

F (x,y,z) = xi + y\ + zk. 

Hallar la tasa o ritmo de flujo de masa a traves deS. 


Solution Se empieza por calcular las derivadas parciales de g. 

g x (x,y) = ~ 2 x 

y 

gy(x,y) = -2y 

La tasa o el ritmo de flujo de masa a traves de la superficie s es 

J J pF • N dS = pj J F • [~g x {x, v)i - g y (x, y)j + k] dA 

[xi + y) + (4 - x 2 — y 2 ) k] • ( 2x\ + 2y\ + k) dA 


-'/J 
AJ 
If 


[ 2x 2 + 2 y 2 + (4 - x 2 - y 2 )] dA 


ff 

--f 

= 247 Tp. 


{4 + x 2 + y 2 ) dA 
2 tt n 


(4 + r 2 )rdrdO 


Coordenadas polares. 


12 dd 


Para una superficie orientada S dada por la funcion vectorial 

r(u, v) = x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, v)k Superficie parametrica. 

definida sobre una region D del piano uv, se puededefinir la integral de flujo de F a traves 
de S'como 



Notese la semejanza de esta integral con la integral de Ifnea 
J' F • dr = J F • T ds. 

En la pagina 1121 se presenta un resumen de las formulas para integrates de Ifnea y de 
superficie. 
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S: x 2 +y 2 +z 2 =a 2 


Z 



R\ x 2 +y 2 <a 2 

Figura 15.53 


Analisis vectorial 


EJEMPLO 6 Hallar el flujo de un campo cuadratico inverso 


Hallar el flujo sobre la esfera S dada por 

x 2 + y 2 + z 2 = a 2 Esfera S. 

donde F es un campo cuadratico inverso dado por 

Campo cuadratico inverso F. 


_, N kq r kq r 


y r = xi + y) + zk. Supongase que S esta orientada hacia afuera, como se muestra en la 
figura 15.53. 

Solution La esfera esta dada por 

r(u, v) = x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, v)k 

= aseriMCosvi + asenwsenvj + acosuk 

donde 0 < u < vy 0 < v < 2tt. Las derivadas partial es de r son 
r U (u, v) = acoswcosvi + a cos u sen vj — a sen u k 

y 

r V («,v) = -asenwsenvi + asenwcosvj 
lo cual implica que el vector normal r u x r v es 

i j k 

r u x r v = a cos u cos v a cos u sen v — a sent* 

-a sen u sen v a sen u cos v 0 

= a 2 (sen 2 u cos vi + sen 2 u sen vj + sen u cos uk ). 

Ahora, usando 

C / x kqr 
r{x,y,z) = |pjp 

= ka xl + n + zk 

Kq \\xi +y}+ zk|| 3 


kq 


(a sen u cos vi + a sen u sen vj + a cos uk) 


se sigue que 

kq 

F • (r„ x r v ) = -^[{ta sen u cos vi + a senw senvj + a cos uk) • 

a 2 (sen 2 MCosvi +sen 2 wsenvj + senMCosi/k)] 
= kq(sen 3 u cos 2 v + sen 3 u sen 2 v + sen u cos 2 u) 

= kq sen u. 

Por ultimo, el flujo sobre la esfera S esta dado por 


JJf-Nc/S = JJ ( kq sen u) dA 

- h 


kq sen u du dv 


47 rkq. 
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El resultado del ejemplo 6 muestra que el flujo a traves de una esfera S en un campo 
cuadratico inverso es independientedel radio deS. En particular, si E es un campo electrico, 
el resultado obtenido en el ejemplo 6, junto con la ley de Coulomb, proporciona una de las 
leyes basicas de electrostatica, conocida como la ley deGauss: 



Ley deGauss. 


donde q es un carga puntual localizada en el centro de la esfera y k es la constante de 
Coulomb. La ley de Gauss es valida para superficies cerradas mas generates que contengan 
el origen, y relaciona el flujo que sate de la superficie con la carga total q dentro de la 
superficie. 

Esta seccion concluye con un resumen de formulas de integrates de linea y de inte¬ 
grates de superficie. 


Resumen de integrates de linea y de superficie 


Integrates de linea 


ds = ||r'0)|| dt 


= v[ m 2 + iyw + izm 2 dt 



Forma escalar. 


Forma vectorial. 


Integrates de superficie [z = g(x, y)] 


dS = Vl + [ gJx^W + [gyU-y )] 2 dA 



'Forma vectorial (normal 
hacia arriba). 


Forma escalar. 


Integrates de superficie (forma parametrica) 


dS = || r U (u, v) x r v (u, v) || dA 



Forma escalar. 


Forma vectorial. 
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CAPITULO 15 Analisis vectorial 



Ejercicios 


E n los ejercicios 1 a 4, evaluar 



(x- 2 y+ 4 cB. 


1. S: z = 4 — x, 0 < x < 4, 0 < y < 3 

2. S'. z = 15 — 2x + 3y, 0 < x < 2, 0 < y < 4 

3. S: z = 2, x 2 + y 2 < 1 

4- S'. z = lx 3 / 2 , 0 < x < 1, 0 < y < x 


En los ejercicios 5 y 6, evaluar J J xycB. 

5. S\ z = 3 - x - y, primer octante 

6. S'. z = h, 0 < x < 2, 0 < y < V4 - x 2 

GD En los ejercicios 7 y 8, utilizar un sistema algebraico por compu- 
tadora y evaluar 


If 


xycB. 


7. S\ z = 9 - x 2 , 0 < x < 2, 0 < y < x 

8. S: z = \xy, 0 < x < 4, 0 < y < 4 


GE) En los ejercicios 9 y 10, utilizar un sistema algebraico por compu- 
tadora y evaluar 

LI <x2 _ 2xy> ^ 

9. S: z = 10 — x 2 - y 2 , 0 < x < 2, 0 < y < 2 

77 1 

10. S : z = COS x, 0 < x < —, 0 < y < ~x 


M asa En los ejercicios 11 y 12, hallar la masa dela lamina bidi- 
mensional 5 de densidad p. 

11. S: 2x + 3y + 6z = 12 , primer octante, p(x, y, z) = x 2 + j 2 

12. S\ z = J a 2 — x 2 — y 2 , p(x, y, z) = kz 


E n los ejercicios 13 a 16, evaluar 


SJ 


f(x,tfcG. 


13. f{x, y) = y + 5 

S\ r (u, v) = u\ + vj + 2vk, 0 < u < 1, 0<v<2 

14. f(x,y)=xy 

S: r (u, v) = 2 cos u\ + 2 sen u\ + vk 
0<M<y, 0<V<1 

15. fix, y) = x + y 

S: r(«, v) = 2 coswi + 2 sen«j + vk 
0 < M < y, 0<V<1 

16. /(x, j) = x + y 

S: r(«, v) = 4 m cos vi + 4w sen vj + 3wk 
0 < W < 4, 0 < V < 77 


E n los ejercicios 17 a 22, evaluar 


SJ 


f (x, y,$ dS. 


17. f(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 

S'. z = x + y, x 2 + y 2 < 1 

18. fix, y,z) = y 

5: z = x 2 + j 2 , 4 < x 2 + j 2 < 16 

19. f{x, y, z) = Jx 2 + y 2 + z 2 

S', z = V* 2 + j 2 , X 2 + J 2 < 4 

20 . /(x, j, z) = Vx 2 + j 2 + z 2 

•S': z = yy + y 2 > (x - l) 2 + y 2 <1 

21 . f{x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 

5:x 2 +j 2 = 9, 0 < x < 3, 0 < j < 3, 0<z<9 

22. /(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 

S', x 2 + y 2 = 9, 0 < x < 3, 0 < z < x 


E n los ejercicios 23 a 28, hallar el flujo de F a traves de S, 

U FNds 

donde N es el vector unitario normal a 5 dirigido hacia arriba. 

23. F(x, y, z) = 3zi - 4j + yk 

S: z = 1 - x - y, primer octante 

24. F(x, y, z) = xi + yj 

S\ z = 6 — 3x — 2y, primer octante 

25. F(x, y, z) = xi + yj + zk 

S', z = 1 - x 2 - y 2 , z > 0 

26. F(x, y, z) = xi + yj + zk 

S', x 2 + y 2 + z 2 = 36, primer octante 

27. F(x, y, z) = 4i - 3j + 5k 

S', z = x 2 + y 2 , x 2 + y 2 < 4 

28. F(x, y, z) = xi + yj - 2zk 
S'. z= Ja 2 - x 2 - y 2 


En los ejercicios 29 y 30, hallar el flujo de F sobre la superficie 
cerrada. (Sea N el vector unitario normal a la superficie dirigido 
hacia afuera.) 

29. F(x, y, z) = (x + y)i + yj + zk 
S', z = 16 - x 2 - y 2 , z = 0 

30. F(x, y, z) = 4xyi + z 2 j + yzk 

S\ cubo unitario limitado o acotado por x = 0, x = 1, y = 0, 
y = 1, z = 0, z = 1 

31. Carga electrica Sea E = yzi + xzj + xyk un campo elec- 
trostatico. Usar la ley de Gauss para hallar la carga total que hay 
en el interior de la superficie cerrada formada por el hemisferio 
z = yi - x 2 - y 2 y su base circular en el piano xy. 
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32. Carga electrica Sea E = x\ + y\ + 2zk un campo elec-<^|43. Investigation 


trostatico. Usar la ley de Gauss para hallar la carga total que hay 
en el interior de la superficie cerrada formada por el hemisferio 
z = VI - x 2 - y 2 y su base circular en el piano xy. 

Momenta de inertia E n los ejercicios 33 y 34, utilizar las formu¬ 
las siguientes para los momentos de inercia con respecto a los 
ejescoordenadosdeuna lamina bidimensional dedensidad p. 

/x= |J (y2 + r ! )p(x, y, $ cB 

l y = JJ (x 2 + &)p(x, y,$cB 
l z = JJ (x 2 + yVx, y,2)dS 

33. Verificar que el momenta de inercia de una capa conica de den- 
sidad uniforme, con respecto a su eje, es \ma 2 t donde m es la 
masa y a es el radio y altura. 

34. Verificar que el momenta de inercia de una capa esferica deden¬ 
sidad uniforme, con respecto a su diametro, es \ma 2 , donde m 
es la masa y a es el radio. 

Momenta de inertia E n los ejercicios 35 y 36, calcular \ z para la 
lamina especificada con densidad uniforme igual a 1. Utilizar un 
sistema algebraico por computadora y verificar los resultados. 

35. x 2 + y 2 = a 2 , 0 < z < h 

36. z = x 2 + y 2 , 0 < z < h 

Ritmo o tasa de flujo En los ejercicios 37 y 38, utilizar un sis¬ 
tema algebraico por computadora y hallar el ritmo o tasa de flu¬ 
jo de masa de un fluido de densidad p a traves de la superficies 
orientada hacia arriba, si el campo de velocidad esta dado por 
F (x,y,$ = 0.5zk. 

37. S', z = 16 — x 2 — y 2 , z > 0 

38. S: z = Vl6 — x 2 — y 2 


Desarrollo de conceptos 


39. Definir la integral de superficie de la funcion escalar/sobre 
una superficie z = g(x, y). Explicarcomo secalculan las in¬ 
tegrales de superficie. 

40. Describir una superficie orientable. 

41. Definir una integral de flujo y explicarcomo seevalua. 

42. «;Es orientable la superficie de la figura adjunta? Explicar. 



Doblegiro 


a) Utilizar un sistema algebraico por computadora y representar 
graficamente la funcion vectorial 

r (u, v) = (4 - vsen u) cos(2w)i + (4 - vsen w)sen(2w)j + 

v COS uk, 0 < U < 7T, — 1 < v < 1. 

A esta superficie se le llama banda de M obius. 

b) Explicar por que esta superficie no es orientable. 

c) Utilizar un sistema algebraico por computadora y representar 
graficamente la curva en el espacio dada por r (u, 0). Iden- 
tificar la curva. 

d) Construir una banda de M obius cortando una tira de papel, 
dandole un solo giro, y pegando los extremos. 

e) Cortar la banda de M obius a lo largo de la curva en el espa¬ 
cio del inciso c), y describir el resultado. 


Para discusion 


44. Considerar el campo vectorial 
F(x, y, z) = z\ + xj + yk 

y la superficie orientable S dada por la forma parametrica 

r (u, v) = (u + v 2 )i + (u — v)j + u 2 k, 

0 < u < 2, -1 < v < 1. 

a ) Encontrar e interpretar r u x r v . 

b) Encontrar F • (r M x r v ) como una funcion de u y v. 

c) Encontrar u y v en el punto P( 3, 1, 4). 

d) Explicar como encontrar la componente normal de F a la 
superficie en p. Encontrar despues su valor. 

e) Evaluar la integral de flujo J jF-NdS. 


PR0YECT0 DE TRABAJO 


Hiperboloide de una hoja 

Considerar la superficie parametrica dada por la funcion 
r( m, v) = acoshwcosvi + a cosh u sen vj + ^sen'hwk. 

a) Usar una herramienta de graficacion para representar r para va- 
rios valores de las constantes ay b. Describir el efecto de las 
constantes sobre la forma de la superficie. 

b) M ostrar que la superficie es un hiperboloide de una hoja dado por 


c) Para valores fijos u = u Ql describir las curvas dadas por 

r (u 0 , v) = a cosh u 0 cos vi + a cosh u 0 sen vj + b sen'h u 0 k. 

d) Para valores fijos v = v 0 , describir las curvas dadas por 
r(w, v 0 ) = a cosh u cos v 0 i + acoshwsenv 0 j + b sen'h uk. 

e ) Hallar un vector normal a la superficie en (u, v) = (0, 0). 
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CAPITULO 15 


Analisis vectorial 



Teorema de la divergencia 


■ Comprender y utilizar el teorema de la divergencia. 

■ Utilizar el teorema de la divergencia para calcular flujo. 



Carl Friedrich Gauss (1777-1855) 

A1 teorema de la divergencia tambien se le 
llama teorema de Gauss, en honor al 
famoso matematico aleman Carl Friedrich 
Gauss. Gauss es reconocido, junto con 
Newton y Arquimedes, como uno de los tres 
mas grandes matematicos de la historia. 
Una de sus muchas contribuciones a las 
matematicas la hizo a los 22 anos, cuando, 
como parte de su tesis doctoral, demostro el 
teorema fundamental del algebra. 


Teorema de la divergencia 

Recordar que en la 

J F N ds = 


De manera analoga, el teorema de la divergencia da la relacion entre una integral triple 
sobre una region solida Q y una integral desuperficiesobre la superficie de 0. En el enun- 
ciado del teorema, la superficie S es cerrada en el sentido de que forma toda la frontera 
completa del solido Q. Ejemplos de superficies cerradas surgen de las regiones limitadas 
o acotadas por esferas, elipsoides, cubos, tetraedros, o combinaciones de estas superficies. 
Se supone que Q es una region solida sobre la cual se evalua una integral triple, y que la 
superficie cerrada S esta orientada mediante vectores normales unitarios dirigidos hacia el 
exterior, como se muestra en la figura 15.54. Con estas restricciones sobre S y Q, el teo¬ 
rema de la divergencia es como sigue. 


seccion 15.4 se vio que una forma alternativa del teorema de Green es 



Sji Orientada por un 
vector unitario normal 



dirigido hacia arriba 

dirigido hacia abajo 


Figura 15.54 


TEOREMA 15.12 TEOREMA DE LA DIVERGENCIA 


Sea Q una region solida limitada o acotada por una superficie cerrada S orientada por 
un vector unitario normal dirigido hacia el exterior de Q. Si F es un campo vectorial 
cuyas funciones componentes tienen derivadas parciales continuas en Q, entonces 


F N dS 



div F dV. 


■'[■»-» Como se indica arriba, al teorema de la divergencia a veces se le llama teorema de Gauss. 
Tambien se le llama teorema de Ostrogradsky, en honor al matematico ruso M ichel Ostrogradsky 
(1801-1861). ■ 
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Mmnm Esta prueba se restringe a 
una region solida simple. Es mejor 
dejar la prueba general para un curso 
decalculo avanzado. i 


s 2 :z=g 2 {x, y) 



( demostracion ) Si se hace F(x, y, z) = Mi + N\ + Pk, el teorema toma la forma 

J J F • N dS = J J (Mi • N + AJ • N + Pk - N) dS 


III 


dx dy dz) 


Esto se puede demostrar verificando que las tres ecuaciones siguientes son validas. 


ij"|' N ' rt j/j 

II '• ■ N - ! ' Iff 

If- — /// 


fov 

dx 


dN 

dy 


dV 


dz 


Como las verificaciones de las tres ecuaciones son si mi lares, solo se vera la tercera. La 
demostracion se restringe a una region solida simple, con superficie superior 

z = g 2 (x, 3 1 ) Superficie superior. 

y superficie inferior 

Z = gi{x,y) Superficie inferior. 

cuyas proyeccionessobreel piano xy coinciden y forman la region R. Si Q tiene una super¬ 
ficie lateral como S 3 en la figura 15.55, entonces un vector normal es horizontal, lo cual 
implica que Pk ■ N = 0. Por consiguiente, se tiene 


f [pk - Nds= f f Pk - Uds+ f f 
JsJ Js, J Js 2 J 


Pk - N dS + 0. 


Sobre la superficie superior 5 2 , el vector normal dirigido haciael exterior apunta haciaarri- 
ba, mientras que en la superficie inferior ,S' 1; el vector normal dirigido hacia el exterior 
apunta hacia abajo. Por tanto, por el teorema 15.11, se tiene lo siguiente. 


/,( 


Pk - N dS 


J J P(x, y, gi(x, y))k • i + ^ j 


dx 


dy 


k dA 


P(x, y, g^x, y)) dA 


Pk - N dS 


-if 

= J J P(x, y, g 2 (x, y))k • (-^ i - ^ j + k] dA 


dy 


LI 


P(x, y, g 2 (x, y)) dA 


Sumando estos resultados, se obtiene 


11* "‘-LI 
■ 1 . 11 , 


[P(x, y, g 2 (x, y)) - P(x, y, g x {x, y))] dA 

g 7 (x. y ) 


RJ IJg^x.y) 


dP , 

— dz 
dz 


dA 
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C A P IT U L 0 15 


Analisis vectorial 


S 2 : piano yz 


Sy piano xz 



S 4 : 2x + 2y + z = 6 

Figura 15.56 


S 3 : piano xy 


EJEMPLO I Aplicacion del teorema de la divergencia 

Sea 0 la region solida limitada o acotada por los pianos coordenados y el piano 2x + 2y + 
z = 6, y sea F = xi + y 2 j + zk Hallar 


a 


F • N dS 


donde S es la superficie de Q. 

Solucion En la figura 15.56 se ve que Q esta limitada o acotada por cuatro superficies. 
Por tanto, se necesitaran cuatro integrates de superficie para evaluarla 


II 


F • N dS. 


Sin embargo, por el teorema de la divergencia, solo se necesita una integral triple. Como 
div F 


DM m dP 
dx dy dz 


= 1 + 2y + 1 
= 2 + 2 y 


se tiene 


If"-""-//! divFrfv 


3 f'S—y r6 — 2x — 2y 

I (2 + 2y) dz dx dy 

Jo 


-fl 


0 JO JO 

3 r 3 ~y 


(2 z + 2 yz) 


0 Jo 

n 3~y 
I 

f: 

r3 


6-2x-2 y 


dx dy 


(12 - 4x + 8 y — 4xy - 4 y 2 ) dx dy 


f 


12x — 2x 2 + 8xy — 2 x 2 y — 4 xy 2 
(18 + 6 y- 10y 2 + 2 y 3 ) dy 


3 -y 


JO 


dy 


ISy + 3v 2 - ^ + f 


JO 


63 
2 ' 


tecnologia Si se tiene acceso a un sistema algebraico por computadora que 
pueda evaluar integral es iteradas triples, utilicese para verificar el resultado del ejemplo 1. 
AI usar este sistema algebraico por computadora observese que el primer paso es con- 
vertir la integral triple en una integral iterada; este paso debe hacerse a mano. Para 
adquirir practica para realizar este paso importante, hallar los limites de integracion de 
las integrales iteradas siguientes. Despues usar una computadora para verificar que el 
valor es el mismo que el obtenido en el ejemplo 1. 



(2 + 2 y) dy dz dx. 



(2 + 2 y) dx dy dz 
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EJEMPLO 2 Verificacion del teorema de la divergencia 



Sea Q la region solida entre el paraboloide 

z = 4 - x 2 - y 2 

y el piano xy. Verificar el teorema de la divergencia para 

F(x, y, z) = 2zi + x) + y 2 k 

Solucion En la figura 15.57 se ve que el vector normal a la superficies que apunta hacia 
afuera es N x = -k, mientras que el vector normal a la superficie S 2 que apunta ha¬ 
cia afuera es 


N- 


2xi + 2y] + k 


2 V4x 2 + 4y 2 + 1' 

Por tanto, por el teorema 15.11, se tiene 

I dS 


JJ F ' N 

= | I f • Nj dS + | | F • N 2 dS 
JsJ Js 2 J 

= J J —y 2 dA + J J (4 xz + 2xy + y 2 ) dA 

f 2 rV4=P r2 rV4^p 

= - _ y 2 dxdy + \ (4xz + 2 xy + y 2 ) dx dy 

J-2j-V4-y 2 J-2j-V4^P 


f .mm^ds 


-u. 

-a 

-a 

-i 


-2j-V4-y‘ 
2 fj 


-2 J-V 

2 rV 

-2J- n / 4->. 2 ' 

2 rv4^7 


(4xz + 2xy) dx dy 


[4jc( 4 - x 2 - y 2 ) + 2xy] dx dy 




(16x — 4x 3 — 4xy 2 + 2 xy) dx dy 


8x 2 — x 4 — 2x 2 y 2 + x 2 y 

-jv 


VA-y 


dy 


1-2 

= 0 . 

Por otro lado, como 

div F = f [2 Z ] + f [x] + f [y 2 ] = 0 + 0 + 0 = 0 
dx dy el¬ 

se puede aplicar el teorema de la divergencia para obtener el resultado equivalente 



N dS 



Q 


div F dV 

0 dV = 0. 
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9 

Plano: 

x +z = 6 8 



Cilindro: 
x 2 +y 2 =4 


Figura 15.58 


EJEMPLO 3 Aplicacion del teorema de la divergencia 

Sea Q el solido limitado o acotado por el cilindro * 2 + y 2 = 4, el piano * + z = 6 y el 
piano xy, como se muestra en la figura 15.58. Hallar 



donde S es la superficie de Q y 

F(x, y, z) = {x 2 + sen z)i + {xy + cos z)) + e y k. 

Solucion La evaluacion directa de esta integral de superficie seria dificil. Sin embargo, 
por el teorema de la divergencia, se puede evaluar la integral como sigue. 



N dS 



div F dV 

{2x + x + 0) dV 

3x dV 


Q 

2iT f6-r COS0 

(3 r COS 0)r dz dr dd 

0 Jo Jo 

2 77 r2 

(18 r 2 cos 6 - 3 r 3 COS 2 0 ) dr dO 


l 

n: 

r 


(48 cos 0-12 cos 2 d)dd 


48sen 6 - 6( 0 + ^ser\2d 


— 12tt 



Notese que para evaluar la integral triple se emplearon coordenadas cilindricas con x = r 

COS 9 y dV = rdzdr d0. 


Aunqueel teorema de la divergencia seformulo para una region solida simple Q limi- 
tada o acotada por una superficie cerrada, el teorema tambien es valido para regiones que 
son unionesfinitas de regiones soli das simples. Porejemplo, seaQ el solido limitado o aco¬ 
tado por las superficies cerradas y S 2 , como se muestra en la figura 15.59. Para aplicar 
el teorema de la divergencia a este solido, sea S = S l uS 2 - El vector normal N a 5 esta 
dado por - N x en s x y por Nj en S 2 . Por tanto, se puede escribir 



Q 


div F dV = 



N dS 


(— Nj) dS + 
F • N x dS + 



N 2 dS 



F • Nj dS. 


Figura 15.59 
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Flujo y el teorema de la divergencia 



Con el fin de comprender mejor el teorema de la divergencia, considerense los dos miem- 
bros de la ecuacion 



N dS 



divF dV. 


De acuerdo con la seccion 15.6 se sabe que la integral de flujo de la izquierda determina 
el flujo total de fluido que atraviesa la superficie 5 por unidad de tiempo. Esto puede 
aproximarse sumando el flujo que fluye a traves de fragmentos pequenos de la superficie. 
La integral triple de la derecha mide este mismo flujo de fluido a traves de 5, pero desde 
una perspectiva muy diferente; a saber, calculando el flujo de fluido dentro (o fuera) de 
cubos pequenos de volumen AV,. El flujo en el cubo /-esimo es aproximadamente 


El flujo en el /-esimo cubo = div F(x,. y it z :,•) AV ; . 

para algun punto (x t , y v z) en el /'-esimo cubo. Notese que en un cubo en el interior de Q, 
la ganancia (o perdida) de fluido a traves de cualquiera de sus seis caras es compensada 
por una perdida (o ganancia) correspondiente a traves de una de las caras de un cubo adya- 
cente. Despues desumarsobretodos los cubos en Q, el unico flujo defluido que no secan- 
cela uniendo cubos es el de las caras exteriores en los cubos del borde. A si, la suma 





c) Incompresible: div F = 0 

Figura 15.61 


t div F(x i ,y i , z t ) AV/ 

i = 1 

aproxima el flujo total dentro (o fuera) de Q, y por consiguiente a traves de la superfi¬ 
cie S. 

Para ver que se quiere dar a entender con divergencia de F en un punto, considerese 
AV a como el volumen de una esfera pequena S de radio y centro (x 0 , y 0 , z 0 ), contenida en 
la region Q, como se muestra en la figura 15.60. A plicando el teorema de la divergencia a 
S a resulta 


Flujo deF a traves deS a 



divFJV 


divF(x 0 , y 0 , zo«)AV a 


donde Q a es el interior de S a . Por consiguiente, se tiene 

. , flujo deF a traves deS„ 

div F(x 0 , y 0 , z 0 ) - —-—-- 

AV a 

y, tomando el limite cuando a -> 0, se obtiene la divergencia de F en el punto (x 0 , y 0 , z 0 ). 


div F(x 0 , y 0 , Zg) = lim 

OL —> U 


flujo deF a traves d eS a 


= flujo por unidad de volumen en(x 0 , y 0 , z 0 ) 

En un campo vectorial el punto (x Q , y 0 , z 0 ) es clasificado como una fuente, un sumidero o 
incompresible, como sigue. 


1. Fuente, si div F > 0 

2. Sumidero, si div F < 0 

3. Incompresible, si div F = 0 


Ver figura 15.61a. 
Ver figura 15.61b. 
Ver figura 15.61c. 


En hidrodinamica, una fuente es un punto por el que se considera que se introduce fluido 
adicional a la region ocupada por el fluido. Un sumidero es un punto en el que se considera que 
escapa fluido. ■ 
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EJEMPLO 4 Calcular el flujo mediante el teorema de la divergencia 

Sea Q la region limitada o acotada por la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 4. Hallar el flujo dirigi- 
do hacia afuera del campo vectorial Fix, y, z) = 2x 3 i + 2j 3 j + 2z 3 k a traves de la esfera. 

Solucion Por el teorema de la divergencia, se tiene 


Flujo a'traves deS = J J F • N dS = JJJ divF 


dV 


= /// 


= 6 
= 6 



'o Jo Jo 
■2 


6(x 2 + y 2 + z 2 ) dV 

p 4 sen </> d6 d(j) dp 
27rp 4 sen <fi d(j)dp 


o JO 

= 1277 [ 2p 4 dp 

Jo 


= 24.1 ? 


76877 


Coordenadas esf ericas. 



Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 6, verificar el teorema de la divergencia eva- 
luando 



como una integral de superficie y como una integral triple. 

1. F(x, y, z ) = 2xi - 2yj + z 2 k 

S\ cubo limitado o acotado por los pianos x = 0, x = a, y = 0, 
y = a,z = 0,z = a 

2. F(x, y, z) = 2xi - 2yj + z 2 k 

S : cilindro x 2 + y 2 = 4, 0 < z < h 



3. ¥(x, y, z) = (2x - y)i - (2y - z)j + zk 

S\ superficie limitada o acotada por los pianos 2x + 4y + 2z = 
12 y los pianos coordenados 

4. F(x, y, z) = xyi + zj + (x + y)k 

S\ superficie limitada o acotada por el piano y = 4yz = 4- ;c 
y los pianos coordenados 


Figura para 3 


y 




Figura para 4 


5. F(x, y, z ) = xzi + zyj + 2z 2 k 

S: superficie acotada por z = 1 - x 2 - y 2 y z = 0 

6. F(x, y, z) = xy 2 i + yx 2 j + ek 

S: superficie acotada por z = V* 2 + y 2 y z = 4 


Figura para 1 


Figura para 2 
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En los ejercicios 7 a 18, utilizar el teorema de la divergencia para 
evaluar 



F • Nd5 


y hallar el flujo de F dirigido hacia el exterior a traves de la 
superficie del solido limitado o acotado por las graficas de las 
ecuaciones. Utilizar un sistema algebraico por computadora y 
verificar los resultados. 


7. F(x, y, z) = x 2 i + y 2 j + z 2 k 

S: x = 0,x = a l y = 0 l y = a l z = 0,z = a 

8. F(x, y, z) = x 2 z 2 i - 2yj + 3xyzk 

S: x = 0,x = a l y = 0 l y = a,z = 0 l z = a 

9. F(x, y, z) = x 2 i - 2xyj + xyz 2 k 
S: z = Va 2 -x 2 -y 2 ,z = 0 

10. F(x, y, z) - xyi + yzj - yzk 
S: z= Ja 2 -x 2 -y 2 ,z = 0 

11. F(x, y, z) = xi + yj + zk 
S: x 2 + y 2 + z 2 = 9 

12. F(x, y, z) = xyzj 

S: x 2 + y 2 = 4, z = 0,z = 5 

13. F(x, y, z) = xi + y 2 j - zk 

S: x 2 + y 2 = 25, z = 0, z = 7 

14. F(x, y, z) = (xy 2 + cosz)i + (x 2 y + sen z)j + e z k 
S: z = ^Vx 2 + y 2 , z = 8 

15. F(x, y, z) = x 3 i + x 2 yj + x 2 e y k 

S: z = 4-y, z = 0, x = 0, x = 6, y = 0 

16. F(x, y, z) = xe z i + ye z j + e z k 

S: z = 4 - y, z = 0, x = 0, x = 6, y = 0 

17. F(x, y, z) = xyi + 4yj + xzk 
S: x 2 + y 2 + z 2 = 16 

18. F(x, y, z) = 2(xi + yj + zk) 

S: z = V4 - x 2 - y 2 , z = 0 

En los ejercicios 19 y 20, evaluar 



donde Ses la superficie cerrada del solido limitado o acotado por 
las graficas de x = 4 yz= 9 - / ylos pianos coordenados. 

19. F(x, y, z) = (4 xy + z 2 )i + (2x 2 + 6yz)j + 2xzk 

20. F(x, y, z ) = xy COS zi + yz senxj + xyzk 


Desarrollo de conceptos 


21. Enunciar el teorema de la divergencia. 

22. iComo se determina si un punto (x 0 , y 0 , z 0 ) de un campo 
vectorial es una fuente, un sumidero o incompresible? 


23. a) Utilizar el teorema de la divergencia para verificar que el 
volumen del solido limitado o acotado por una superficies es 


I \ xdy dz = \ y dzdx = I zdxdy. 

JsJ JsJ JsJ 


ib) Verificar el resultado del inciso a) para el cubo limitado o 
acotado por x=0, X = a, y = 0, y = a, z = 0 y z = a. 


Para discusion 


24. Sea :F(x, y, z) = xi + yj + zk y sea S el cubo acotado por 
los pianos x = 0, x = 1, y = 0, y = 1, z = 0yz = l. Verificar 
el teorema de la divergencia evaluando 


if 


F • N dS 


como una integral de superficie y como una integral triple. 


25. Verificar que 
rot F • N dS = 0 

para toda superficie cerrada S. 

26. Para el campo vectorial constante dado por F(x, y, z) = a x i + 
a 2 j + a 3 k, verificar que 

F • N dS = 0 

donde V es el volumen del solido limitado o acotado por la 
superficie cerrada s. 

27. Dado el campo vectorial F(x, y, z) = xi + yj + zk, verificar que 
F • NdS = 3V 

donde V es el volumen del solido limitado o acotado por la 
superficie cerrada s. 

28. Dado el campo vectorial F(x, y, z) = x\ + yj + zk, verificar que 

Q 

En los ejercicios 29 y 30, demostrar la identidad, suponiendo que 
Q,SyN satisfacen las condiciones del teorema de la divergencia 
y que las derivadas parciales necesarias de las funciones es- 
calares fy g son continuas. Las expresiones D N f y D N g son las 
derivadas en la direccion del vector N y se definen por 

D N f=Vf N, D N g=Vg N. 

29 ■ fjf (/V 2 g + V/- Vg)dV = JJfDrfdS 

Q 

[Sugerencia: Utilizardiv (/G) =/divG + V/- G.] 

30 - fjf (fV 2 g ~ gV 2 f) dV = JJ (fD N g - g D N f) dS 

Q 

( Sugerencia: Utilizar el ejercicio 29 dos veces.) 

















1132 


CAPITULO 15 
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Teorema de Stokes 


■ Comprender y utilizar el teorema de Stokes. 

■ Utilizar el rotacional para analizar el movimiento de un liquido en rotation. 



George Gabriel Stokes (1819-1903) 

Stokes se convirtio en profesor Lucasiano de 
matematicas en Cambridge en 1849. Cinco 
anos despues, publico el teorema que lleva 
su nombre como examen para optar a un 
premio de investigation. 


Teorema de Stokes 

Un segundo teorema, analogo al teorema de Green, pero con mas dimensiones, es el teo¬ 
rema de Stokes, llamado asi en honor al fisico matematico ingles George Gabriel Stokes. 
Stokes formo parte de un grupo de fisicos matematicos ingleses conocido como la Escuela 
de Cambridge, entre los que se encontraban William Thomson (Lord Kelvin) y James 
Clerk Maxwell. Ademas de hacer contribuciones a la fisica, Stokes trabajo con series 
infinitas y con ecuaciones diferenciales, asi como con los resultados de integration que se 
presentan en esta section. 

El teorema de Stokes establece la relation entre una integral de superficie sobre una 
superficie orientada S y una integral de linea a lo largo de una curva cerrada C en el espacio 
que forma la frontera o el borde de S , como se muestra en la figura 15.62. La direccion posi- 
tiva a lo largo de C es la direccion en sentido contrario a las manecillas del reloj con respecto 
al vector normal N. Es decir, si se imagina que se toma el vector normal N con la mano 
derecha, con el dedo pulgar apuntando en la direccion de N, los demas dedos apuntaran en la 
direccion positiva de C, como se muestra en la figura 15.63. 



La direccion a lo largo de C es en sentido 
contrario a las manecillas del reloj con 
respecto a N 

Figura 15.63 


TEOREMA 15.13 TEOREMA DE STOKES 

Sea S una superficie orientada con vector unitario normal N, acotada por una curva 
cerrada simple, suave a trozos C, con orientation positiva. Si F es un campo vectorial 
cuyas funciones componentes tienen derivadas parciales continuas en una region 
abierta que contiene a S y a C, entonces 

J F • dr = J j (rot F) • N dS. 


La integral de lmea puede escribirse en forma diferencial f c Mdx + N dy + P dz o en 
forma vectorial f c F • T ds. ■ 
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EJEMPLO I Aplicacion del teorema de Stokes 



Sea C el triangulo orientado situado en el piano 2x + 2y + z = 6, como se muestra en la 
figura 15.64. Evaluar 


1 


F • Jr 


donde F(x, y, z) = ~y 2 i + zj + xk 

Solucion Usando el teorema de Stokes, se empieza por hallar el rotacional de F. 


rot F = 


i J k 

AAA 

dx dy dz 
-y 2 z x 


= -i- j + 2yk 


Considerando z = 6 — 2x — 2y = g(x, y), se puede usar el teorema 15.11 para un vector 
normal dirigido hacia arriba para obtener 


1 


F • dr 


(rotF) • N dS 


■ 1 /' 
= {J 


-i - j + 2_vk) • [~g x {x,y) i - g y {x,y) j + k] dA 


(-i - j + 2yV) • (2i + 2j + k) dA 


3 r 3 ~y 

( 2 y — 4) dx dy 
Jo 

= I {~2y 2 + lOy - 12) dy 
Jo 

2v 3 "I 3 

+ 5A - 12v 

= -9. 


Tratese de evaluar la integral de linea del ejemplo 1 directamente, sin usar el teorema 
de Stokes. Una manera de hacerlo es considerar a C como la union de C,, C 2 y C 3 , como 
sigue. 

C{. r^t) = (3 - t)i + t], 0 < t < 3 

C 2 : r 2 (r) = (6 - t) j + (2r - 6)K 3 < t < 6 

C 3 : r 3 (t) = (t- 6)1 + (18 - 2t)k 6 < t < 9 


El valor de la integral de la linea es 


I F • Jr = | F • r {(t) dt + J F • r 2 '(f) dt + J F • r 3 '(r) Jr 
Jc Jci Jc 2 Jc 3 

r 3 r 6 r 9 

= | r 2 Jr + I (— 2r + 6) Jr + I (—2r + 12) Jr 

Jo J3 J 6 


— I r 2 Jr + 
Jo 

=9-9-9 
= -9. 
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EJEMPLO 2 Verification del teorema de Stokes 

Sea S la parte del paraboloide z = 4 - x 2 * 4 - y 2 que permanece sobre el piano xy, orientado 
hacia arriba (ver la figura 15.65). Sea C su curva frontera en el piano xy orientada en el 
sentido contrario al de las manecillas del reloj. Verificar el teorema de Stokes para 

F(x, y, z ) = 2d + xj + y 2 k 

evaluando la integral de superficie y la integral de linea equivalente. 

Solution Como integral de superficie , se tiene z = g(x, y) = 4 - x 2 - y 2 , e = -2x, g v = 
-2 y, y 


rot F = 


1 j k 

d d d 

dx dy dz 

2 z x y 2 


2yi + 2j + k. 


De acuerdo con el teorema 15.11, se obtiene 

(rot F) • N dS = J J 


Lf 


(2yi + 2j + k) • (2xi + 2yj + k) dA 

'A —x 2 


s:l, 
r - 


{Axy + 4 v + 1) dy dx 


2xy 2 + 2y 2 + y 


V A—x 


dx 


-Ja~x 2 




2 V4 — x 2 dx 


= Area del circulo de radio 2 = 47 t. 

Como integral de linea , se puede parametrizar C como 
r(7) = 2 cos ti + 2 sen fj + Ok, 0 < t < 2 tt. 

Para F(x, y, z) = 2zi + xj + y 2 k, se obtiene 




Mdx + N dy + P dz 


= J 2z dx + x dy + y 2 dz 

[0 + 2 cos t(2 cos t ) + 0] dt 
o 


-[ 

A 


4 cos 2 t dt 


(1 + cos 2 1) dt 


= 2 
= 477. 


t + - sen2f 
2 


27 T 
0 
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Interpretacion fisica del rotacional 



Figura 15.66 


El teorema de Stokes proporciona una interesante interpretacion fisica del rotacional. En 
un campo vectorial F, sea S a un pequeno disco circular de radio a, centrado en (x, y, z) y 
con frontera C a , como se muestra en la figura 15.66. En cada punto en la circunferencia 
C a , F tiene un componente normal F • N y un componente tangencial F • T. Cuanto mas 
alineados estan F y T mayor es el valor de F • T. Asi, un fluido tiende a moverse a lo largo 
del circulo en lugar de a traves de el. Por consiguiente, se dice que la integral de lmea 
alrededor de C a mide la circulacion alrededor de C a . Es decir, 


L 


F • T ds = circulacion de F alrededor de C 


rot F 



Figura 15.67 


Ahora considerese un pequeno disco S a centrado en algun punto (x, y, z ) de la super- 
ficie S, como se muestra en la figura 15.67. En un disco tan pequeno, rot F es casi constan- 
te, porque varia poco con respecto a su valor en (x, y, z). Es mas rot F • N es casi constante 
en S a , porque todos los vectores unitarios normales en S a son practicamente iguales. Por 
consiguiente, del teorema de Stokes se sigue que 



T ds 



(rot F) • N dS 


(rot F) • N 



dS 


~ (rot F) * N(7ra 2 ). 


Por tanto, 


(rot F) • N 


JL 


F • T ds 


_ circulacion de F alrededor de C a 
area de disco S a 
= tasa o ritmo de circulacion. 


Suponiendo que las condiciones son tales que la aproximacion mejora con discos cada vez 
mas pequenos (a —» 0), se sigue que 

(rot F) • N = lim | F • T ds 

a—>o mr J c 

a lo que se le conoce como rotacion de F respecto de N. Esto es, 


rot F(x, y, z) • N = rotacion de F respecto de N en (x, y, z). 

En este caso, la rotacion de F es maxima cuando rot F y N tienen la misma direccion. 
Normalmente, esta tendencia a rotar variara de punto a punto de la superficie S , y el teo¬ 
rema de Stokes 



(rot F) • tidS = 


L 


F • dr 


-V-' ^ ; 

Integral de superficie Integral de lmea 


afirma que la medida colectiva de esta tendencia rotacional considerada sobre toda la 
superficie S (la integral de superficie) es igual a la tendencia de un fluido a circular alrede¬ 
dor de la frontera C (integral de lmea). 
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EJEMPLO 3 Una aplicacion del rotacional 


Z 



Figura 15.68 


Un liquido es agitado en un recipiente cilmdrico de radio 2, de manera que su movimien- 
to se describe por el campo de velocidad 

F(x, y, z ) = —y-Vx 2 + y 2 i + xV * 2 + y 2 j 

como se muestra en la figura 15.68. Hallar 

(rot F) • N dS 

donde S es la superficie superior del recipiente cilmdrico. 



Solucion El rotacional de F esta dado por 

i j k 

d d d 

rot F = — — — 

dx dy dz 

—y^/x 2 + y 2 x^/x 2 + y 2 0 
Haciendo N = k, se tiene 

J J (rot F) • N dS = J J 3 Jx 2 + y 2 dA 

= f f (3r)rdrdd 

Jo Jo 


= 3Vx 2 +y 2 k 


o 

277 -| 2 

3 


-L 

-L 


= 16ir. 


dd 


2tt 


8 dO 


miUUiM Si rot F = 0 en toda la region Q , la rotacion de F con respecto a cada vector unitario nor¬ 
mal N es 0. Es decir, F es irrotacional. Por lo visto con anterioridad, se sabe que esta es una carac- 
terfstica de los campos vectoriales conservatives. ■ 


Resumen de formulas de integracion 

Teorema fundamental del calculo: 

f F'(x) dx = F(b) — F(a) 

Ja 

Teorema de Green: 


Teorema fundamental de las integrales de Imea: 




= V/ • dr = f(x(b), y{b )) - f(x(a), y{a )) 


L 

L 


Mdx + Ndy= I 11^-^lrfA 


F • N ds 


■If 
-If- 


dx dy 

div F dA 


= ^ F • T ds = J F • dr = j J (rot F) • k dA 


Teorema de divergencia: 

M' F N; ' /.i ■ J F - ;1 


Teorema de Stokes: 


J F • d r = J J (rot F) * N dS 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 6 , hallar el rotacional del campo vectorial F. 

1. F(x, y, z) = ( 2 y - z)i + e z j + xyzk 

2 . F (x,y,z) = x 2 i + y 2 j + x 2 k 

3. F(x, y, z) — 2zi — 4x 2 j + arctan xk 

4. F(x, y,z) = x sen yi - y cos xj + yz 2 k 

5. F(x,y,z) = e x2+ y 2 i + ey 2+z2 j + xyzk 

6 . F(x, y, z) = arc sen yi + 7l — x 2 j + y 2 k 

En los ejercicios 7 a 10, verificar el teorema de Stokes evaluando 
/ e FT <* = L F • dr como integral de linea e integral doble. 

7. F(x, y, z) = (~y + z) i + (x - z) j + (x - y)k 
S: z = 9 - x 2 - y 2 , z > 0 

8 . F(x, j,z) = (-j + z)i + (x - z)j + (x - y)k 
S': z = 7l — x 2 — j 2 

9. F(x, j, z) = xyzi + yj + zk 

S: 6 x + 6 y + z = 12, primer octante 

10. F(x, j, z) = z 2 i + x 2 j + y 2 k 

S: z = y 2 , 0 < x < a, 0 < y < a 

En los ejercicios 11 a 20, utilizar el teorema de Stokes para eva- 
luar f c F • dr. Utilizar un sistema algebraico por computadora y 
verificar los resultados. En cada uno de los casos, C esta orien- 
tada en sentido contrario a las manecillas del reloj como se vio 
anteriormente. 

11. F(x, y, z) = 2yi + 3zj + xk 

C: triangulo cuyos vertices son (2, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 2) 

12. F(x, y, z) = arctan - i + lnT* 2 + y 2 j + k 

C: triangulo cuyos vertices son (0, 0, 0), (1, 1, 1), (0, 0, 2) 

13. F(x, y, z) = z 2 i + 2xj + y 2 k 
S: z = 1 - x 2 - y 2 , z > 0 

14. F(x, y, z) = 4xzi + yj + 4xyk 
S: z = 9 — x 2 — y 2 , z > 0 

15. F(x, y, z) = z 2 i + yj + zk 
S: z = 74 - x 2 - y 2 

16. F(x, y, z) = x 2 i + z 2 j - xyzk 
S', z = 74 — x 2 — y 2 

17. F(x, y, z) = -In7 * 2 + y 2 i + arctan + k 

S', z = 9 — 2x — 3y sobre de un petalo de r = 2 sen 26 en el 

primer octante 

18. F(x, y, z) = yzi + (2 — 3y)j + (x 2 + y 2 )k x 2 + y 2 < 16 

S: la porcion en el primer octante de x 2 + z 2 = 16 sobre 

x 2 + y 2 = 16 

19. F(x, y, z) = xyz i + yj + z k 

S', z = x 2 0 < x < a, 0 < y < a 

N es el vector unitario normal a la superficie, dirigido hacia abajo. 

20 . F(x, y, z) = xyz i + yj + z k x 2 + y 2 < a 2 

S: la porcion en el primer octante de z = x 2 sobre x 2 + y 2 = a 2 


M ovimiento de un liquido En los ejercicios 21 y 22, el mo- 
vimiento de un liquido en un recipiente cilindrico de radio 1 se 
describe mediante el campo de velocidad F (x, y, z). Hallar 
fsf (rotF) • N d§, donde S es la superficie superior del reci¬ 
piente cilindrico. 

21 . F(x, y, z) = i + j - 2k 22 . F(x, y, z) = — zi + yk 


Desarrollo de conceptos 


23. Enunciar el teorema de Stokes. 

24. Dar una interpretacion fisica del rotacional. 

25. Sean fyg funciones escalares con derivadas parciales conti- 
nuas, y supongase que C y S satisfacen las condiciones del teo¬ 
rema de Stokes. Verificar cada una de las identidades siguientes. 

a) fc (/ Vg) • dr = f s f (V/ x Vg) ■ N dS 

b ) f c (/V/) • dr = 0 c) f c (/Vg + gV/) • dr = 0 

26. Demostrar los resultados del ejercicio 25 para las funcio¬ 
nes fix, y, z) = xyz y g(x, y, z) = z. Sea S el hemisferio 
z = 74 — x 2 - y 2 . 

27. Sea C un vector constante. Sea S una superficie orientada con 
vector unitario normal N, limitada o acotada por una curva suave 
C. Demostrar que 

U C • NrfS = jJ (C X r) • dr. 


Para discusion 


28. Verificar el teorema de Stokes para cada campo vectorial 
dado y superficie orientada hacia arriba. ^,Es mas facil 
establecer la integral de lmea o la integral doble?, ^de eva- 
luar? Explicar. 

a) F(x, y, z) = e y+z \ 

C: cuadrado con vertices (0, 0, 0), (1, 0, 0), (1,1, 0), (0,1, 0) 

b) F(x, y, z) = z 2 i + x 2 j + y 2 k 

S: la porcion del paraboloide z = x 2 + y 2 que yace abajo del 
piano z = 4. 


Preparacion del examen Putman 


29. Sea G(x, y) = (- 5 —oV 
v \x 2 + 4y 2 x 2 + 4y 2 ) 

Demostrar o refutar que hay una funcion vectorial F(x, y, z) 
= (M(x, y, z), Nix, y, z), P(x, y, z)) con las propiedades si¬ 
guientes. 

0 M, N, P tienen derivadas parciales continuas en todo 
(x, y, z) =f= ( 0 , 0 , 0 ); 

if) Rot F = Opara todo (x, y, z) ¥= (0, 0, 0); 

Hi) F(x, y, 0) = G(x, y). 

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados. 
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Ejercicios de repaso 


En los ejercicios 1 y 2, calcular ||F|| y dibujar varios vectores re¬ 
presentatives en el campo vectorial. Utilizar un sistema alge- 
braico por computadora y verificar los resultados. 

1. F(x, y, z) = xi + j + 2k 2. F(x, y) = i - 2yj 

En los ejercicios 3 y 4, hallar el campo vectorial gradiente de la 
funcion escalar. 

3. f(x, y, z) = 2x 2 + xy + z 2 4. f(x, y, z) = x 2 e yz 

En los ejercicios 5 a 12, determinar si el campo vectorial es con¬ 
servative. Si es conservativo, hallar una funcion potencial para el 
campo vectorial. 

5. F (x,y) = -4* + "j 

X X 

7. F(x, y) = (xy 2 - x 2 )i + (x 2 y + y 2 )j 

8 . F(x, y) = (-2y 3 sen 2x)i + 3y 2 (l + COS2x)j 

9. F(x, y, z) = 4xy 2 i + 2x 2 j + 2zk 

10. F(x, y, z) = (4xy + z 2 )i + (2x 2 + 6 yz)j + 2xzk 

11. F x, y, z) = - - 22 - 

yV 

12. F(x, y, z) = sen z(yi + xj + k) 

En los ejercicios 13 a 20, hallar a) la divergencia del campo vec¬ 
torial F y bi el rotacional del campo vectorial F. 

13. F(x, y, z) = x 2 i + xy 2 j + x 2 zk 

14. F(x, y, z) = y 2 j - z 2 k 

15. F(x, y, z) = (cosy + y C 0 Sx)i + (senx — x seny)j + xyzk 

16. F(x, y, z) = (3x - y)i + (y - 2z)j + (z ~ 3x)k 

17. F(x, y, z) = arcsen xi + xy 2 j + yz 2 k 

18. F(x, y, z) = (x 2 - y)i - (x + sen 2 y)j 

19. F(x, y, z) = ln(jt 2 + y 2 )i + ln(x 2 + y 2 )j + zk 

20 . F (x,y,z) = -i + - j + z 2 k 

x y 

En los ejercicios 21 a 26, calcular la integral de linea a lo largo 
de la(s) trayectoria(s) dada(s). 

21. J (x 2 + y 2 ) ds 

a) C\ segmento de recta desde (0, 0) hasta (3, 4) 

b) C : x 2 + y 2 = 1, una revolucion en sentido contrario a las 

maneci I las del reloj, empezando en (1, 0) 


23. J (x 2 + y 2 ) ds 

C : r(t) = (1 - sen *)i + (1 - cos t) j f 0 < t < 2 tt 

24. J (x 2 + y 2 ) ds 

C: r(t) = (cos t + tsent)i + (sen t - 0 < t < 2 tt 

25. 1 (2x — y) dx + (x 4- 2 y)dy 

a) C: segmento de recta desde (0, 0) hasta (3, -3) 

b) C: en sentido contrario a las manecillas del reloj a lo largo 

del circulo x = 3cos t,y = 3sen? 


26. 


I 


(2x — y)dx + (jc + 3y) dy 


C: r(t) = (cost + tsent)i + (sen? - t sen?)j, 0 < t < 77/2 


En los ejercicios 27 y 28, utilizar un sistema algebraico por compu¬ 
tadora y calcular la integral de linea sobre la trayectoria dada. 


’•I 


27. J (2x + y) ds 28. J (x 2 + y 2 + z 2 ) ds 

r(?) = a COS 3 ?i + a sen 3 ?j, r(?) = ti + ? 2 j + ? 3/2 k, 

0 < t < 7 t /2 0 < t < 4 

Area deinasupaUdelateral En los ejercicios 29 y 30, hallar el 
area de la superficie lateral sobre la curva C en el piano xyy bajo 
la superficie z = f(x, 

29. f(x, y) = 3 + sen(x + y) 

C:y = 2x desde (0, 0) hasta (2, 4) 

30. f(x, y) = 12 - x - y 

C\y = x 2 desde (0, 0) hasta (2, 4) 


En los ejercicios 31 a 36, evaluar 




22. J xy ds 

a) C: segmento de recta desde (0, 0) hasta (5,4) 

b) C: en sentido contrario a las manecillas del reloj, a lo largo 
del triangulo de vertices (0, 0), (4,0), (0,2) 


31. F(x, y) = xyi + 2xyj 

C: r(?) = ? 2 i + ? 2 j, 0 < ? < 1 

32. F(* f y) = (x~ y)i + (x + y)j 

C: r(?) = 4cos?i + 3sen?j, 0 < ? < 2tt 

33. F(x, y,z) = xi + yj + zk 

C: r(?) = 2cos?i + 2sen?j + ?k, 0 < ? < 2 tt 

34. F (x,y,z) = (2y - z)i + (z ~ x)j + (x - y)k 

C: curva en la interseccion de x 2 + z 2 = 4 y y 2 + z 2 = 4 
desde (2, 2, 0) hasta (0, 0, 2) 

35. F(x, y, z) = (y + z)i + (x + z)j + (x + y)k 

C: curva en la interseccion dez = x 2 + y 2 yy =x desde (0, 0, 0) 
hasta (2, 2, 8) 

36. F(x,y,z) = (x 2 - z)i + (y 2 + z)j + xk 

C: la curva en la interseccion de z = x 2 y x 2 + y 2 = 4 desde 
(0,-2,0) hasta (0,2,0) 






Ejercicios de repaso 
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t>i:V En los ejercicios 37 y 38, utilizar un sistema algebraico por compu- 
tadora y evaluar la integral de linea. 


48. 


37. L xy dx + (x 2 + y 2 )dy 

C\y = x 2 desde (0,0) hasta (2,4) y y = 2x desde (2,4) hasta 

(0,0) 


J (x 2 — y 2 ) dx + 2xy dy 
C\ x 2 + y 2 = a 2 


49. 1 xy dx + x 2 dy 


C: contorno de la region entre las graficas dey = x 2 y y = 1 


38. J F • dr 

F(x,y) = (2x - y)i + (2y - x)j 
C: r (t) = (2cos t + 2rsenr)i + (2sen? - 2rcosr)j, 

0 < / < 77 

39. Trabajo Calcularel trabajo realizado por el campo defuerzas 
F = xi — Vyj a lo largo de la trayectoria y = x 3/ 2 desde (0, 0) 
hasta (4, 8). 

40. Trabajo Un avion de 20 toneladas sube 2 000 pies haciendo 
un giro de 90° en un arco circular de 10 millas de radio. Hallar 
el trabajo realizado por los motores. 

En los ejercicios 41 y 42, usar el teorema fundamental de las inte¬ 
grates de linea para evaluar la integral. 


so. I 


y 2 dx + x^ 3 dy 


C: x* 3 + y^ 3 = 1 


41. 


42. 


L 


2 xyz dx + x 2 z dy + x 2 y dz 


C: curva suave desde (0,0, 0) hasta (1, 3, 2) 


l 


y dx + xdy -\— dz 
c z 

C: curva suave desde (0, 0,1) hasta (4,4,4) 


43. Evaluar la integral de I 


inea i 


y 2 dx + 2xy dy. 


a) C: r(f) = (1 + 3t)i + (1 + t) j, 0 < t < 1 

b) C : r(V) = t\ + J~t j, 1 < t < 4 

c) Usar el teorema fundamental de las integrales de linea, 
donde C es una curva suave desde (1,1) hasta (4, 2). 

44. Aneaycentroide Considerar la region limitada o acotada por 
el eje x y un arco de la cicloide con ecuaciones parametricas 
x = a(e - sen o) y y = a(l - cos 0). Usar integrates de linea 
para hallar a) el area de la region y b) el centroide de la region. 

En los ejercicios 45 a 50, utilizar el teorema de Green para eva¬ 
luar la integral de linea. 


L 


45. y dx + 2 x dy 


C\ contorno del cuadrado con vertices (0, 0), (0, 1), (1, 0), 

( 1 , 1 ) 




xy dx + (x 2 + y 2 )dy 


C: contorno del cuadrado con vertices (0, 0), (0, 2), (2, 0),(2, 2) 


47. L xy 2 dx + x 2 y dy 

C: x = 4cos^, y =4 sen t 


(££9 En los ejercicios 51 y 52, utilizar un sistema algebraico por compu- 
tadora y representar graficamente la superficie dada por la fun- 
cion vectorial. 

51. r(w f v) = secwcosvi + (1 + 2tanw)senvj + 2uk 

0 < u < 0 < v < 2 tt 

52. r(u, v) = e _M//4 C0Svi + e _ “/ 4 senvj + 

o 

0 < u < 4, 0 < v < 2 tt 

Q& 53. IrMBstigaaon Considerar la superficie representada por la fun- 
cion vectorial 

r(u, v) = 3cosvcoswi + 3cosvsenwj +senvk. 

Utilizar un sistema algebraico por computadora y efectuar lo 
siguiente. 

a ) Representar graficamente la superficie para 0 < u < 2 tt y 

2 - v _ 2 - 

b) Representar graficamente la superficie para 0 < u < 2 tt y 

E ^ ^ E 

4 - v - 2 ' 

c) Representar graficamente la superficie para 0 < u < ^ y 

0< v < 

d) Representar graficamente e identificar la curva en el espacio 
para 0 < u < 2?r y v - 

e) Aproximar el area de la superficie representada graficamente 
en el inciso b). 

f) A proximar el area de la superficie representada graficamente 
en el inciso c). 

54. Evaluar la integral de superficie J J zdS sobre la superficies: 
r(u, v) = (u + v)i + (u — v)j + sen vk 
donde 0<w<2y0<v<77. 

GiS 55. Utilizar un sistema algebraico por computadora y representar 
graficamente la superficie s y aproximar la integral de superficie 

JJ (x + y)dS 

donde S es la superficie 

S'. y(u, v) = u COSvi + u senvj + (u — 1)(2 — u )k 
sobre 0 < u < 2y 0 < v < 277. 
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56. Masa Una lamina bidimensional conica S esta dada por 

z = a(a — Vv 2 + y 2 ), 0 < z < a 2 . 

En cada punto en 5, la densidad es proporcional a la distancia 
entre el punto y el eje z. 

a) Dibujar la superficie conica. 

b) Calcular la masa m de la lamina. 

En los ejercicios 57 y 58, verificar el teorema de divergencia 
evaluando 

JjF-NdS 

como integral de superficie y como integral triple. 

57. F(x, y,z) — x 2 i + xyj + zk 

Q : region solida limitada o acotada por los pianos coordenados 
y por el piano 2 x + 3y + 4z = 12 


58. F(x,y,z) = xi + yj + zk 

Q : region solida limitada o acotada por los pianos coordenados 
y el piano 2x + 3y + 4z = 12 

En los ejercicios 59 y 60, verificar el teorema de Stokes evaluando 

f F • dr 

Jc 

como integral de linea y como integral doble. 

59. F(x,y,z) = (cosy + ycosx)i + (senx — xseny)j + xyzk 

S: porcion de z = y 2 sobre el cuadrado en el piano xy con ver¬ 
tices (0,0), (a, 0), (a, a), (0, a) 

N es el vector unitario normal a la superficie dirigido hacia arri- 
ba. 

60. F(x,y,z) = (x - z)i + (y - z)j + x 2 k 

S : porcion en el primer octante del piano 3x + y + 2z = 12 

61. Demostrar que no es posible que un campo vectorial con com- 
ponentes dos veces diferenciables tenga un rotacional de xi + yj 
+zk. 


PR0YECT0 DE TRABAJ0 


El plammetro 


Se han estudiado muchas tecnicas de calculo para hallar el area de 
una region plana. Los ingenieros usan un dispositivo mecanico 11a- 
mado plammetro para medir areas planas, el cual se basa en la 
formula para el area del teorema 15.9 (pagina 1096). Como puede 
verse en la figura, el plammetro se fija a un punto O (pero pue¬ 
de mo verse libremente) y tiene un gozne en A. El extremo del brazo 
trazador AB se mueve en sentido contrario a las manecillas del reloj 
por el contorno de la region R. En B hay una rueda pequena perpen¬ 
dicular a AB que esta marcada con una escala para medir cuanto 
rueda mientras B recorre el contorno de la region R. En este proyec- 
to se pide demostrar que el area de R esta dada por la longitud L del 
brazo trazador AB multiplicada por la distancia D recorrida por la 
rueda. 

Supongase que el punto B recorre el contorno de R para 
a < t < b. El punto A se movera hacia atras y hacia adelante a lo 
largo de un arco circular centrado en el origen O. Sea 0(f) el angulo 
que se indica en la figura y sean (x(f), y(f)) las coordenadas de A. 

a) Mostrar que el vector OB esta dado por la funcion vectorial 

r(f) = [x(f) + L cos 0(f)] i + [y(f) + L sen 0(f)] j. 

b) Mostrar que las dos integrales siguientes son iguales a cero. 



f b 

c) Utilizar la integral [x(f) sen 0(f) — y(f) cos 6(tj]'dt para de- 

Ja 

mostrar que las dos integrales siguientes son iguales. 

, f 1 / a d6 ^ d0\, 

L= —L y sen0— + x cos 0 — ] dt 

3 J a 2 V dt dt) 

r f b 1 r ( ^dx „dy\ 

L=\ - L — sen 0 — + cos 0 — )dt 

J a 2 { dt dt) 

d) Sea N = — sen0i + cos 0j. Explicar por que la distancia D re¬ 
corrida por la rueda esta dada por 

D = J N • T ds. 

e) Mostrar que el area de la region R esta dada por I x + / 2 + / 3 + 
/ 4 = DL. 



PARA MAYOR INFORMACION Para mas informacion sobre el 
uso del calculo para hallar areas irregulares, ver “The Amateur 
Scientist” de C. L. Strong en la edicion de agosto de 1958 publi- 
cacion de Scientific American. 
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Solucion de problemas 


1. El cal or fluye de areas de mayor temperatura a areas de menor 
temperatura en direccion de la mayor variacion. Como resultado, 
en la medicion del flujo de calor juega un papel relevante el gra- 
diente de temperatura. El flujo depende del area de la superficie. 
Lo importante es la direccion normal a la superficie, porque el 
calor que fluye en direccion tangencial a la superficie no ocasiona 
perdida de calor. A si, supongase que el flujo de calor a traves de 
una porcion A S del area de la superficie esta dado por 
A H ~ -kVT • N dS, donde T es la temperatura, N es el vector 
unitario normal a la superficie en la direccion del flujo de calor, y 
k es la difusividad termica del material. El flujo de calor a traves 
de la superficie S esta dado por 


H = 



- kVT • N dS. 


Considerar una sola fuente de calor localizada en el origen con 
temperatura 


25 


T (x,y,z) = ~ T 2 2 _i_ 2 - 

Vx z + y z + z z 

a ) Calcular el flujo de calor a traves de la superficie 

S = \ (x,y,z):z= Vl — x 2 , — ^ < x< 0 < v < 1 


como se muestra en la figura. 


z 



b) Repetir el calculo del inciso a) usando la parametrizacion 


x = cos u, y = v, z = sen u, 


77 277 „ _ 

— < u < — , 0 < v < 1 . 


2. Considerar una sola fuente de calor localizada en el origen con 
temperatura 


T(x, y, z) = 


25 


Jx 2 + y 2 + z 2 

a) Calcular el flujo de calor a traves de la superficie 

A = {(x f y f z): z = Vl- x 2 - y 2 x 2 + y 2 < l} 


como se muestra en la figura. 

b) Repetir el calculo del inciso a) usando la parametrizacion 
x = seni u cos v, y = seni u sen v, z = cos u, 0 < a < 

0 < V < 277. 


z 



X 


Figura para 2 

3. Considerar un cable de densidad p(x, y, z) dado por la curva en el 
espacio 

C: r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t) k, a < t < b. 

Los momentos de inercia con respecto a I os ejes x, y y z estan 
dados por 

h = J (y 2 + z 2 )p(x,y,z) ds 
I y = J (x 2 + z 2 )p(x f y, z) ds 
4 = J (x 2 + y 2 )p{x,y,z) ds. 

H allar los momentos de inercia de un cable de densidad uniforme 
p = len forma de helice 

r(0 = 3 cos t\ + 3 sen + 2fk, 0 < t < 277 (ver la figura). 


r(t) = 3 cos ti + 3 sen rj + 2tk 


z 



X 


Figura para 3 



Figura para 4 


4. H allar los momentos de inercia del cable de densidad p = y^T 
dado por la curva 1 

t 2 2J21 3/2 

C : r (t) = — i + £j + —-—k, 0 < t < 1 (ver la figura). 


5. El laplaciano es el operador diferencial 


V 2 = V 


a 2 | d 2 | d 2 

dx 2 dy 2 dz 2 


y I a ecuacion de Laplace es 

_ 9 d 2 w a 2 w a 2 w 


Cualquier funcion que satisface esta ecuacion se llama armonica. 
Demostrar que la funcion w = l//es armonica. 
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6. Considerar la integral de linea 

J y n dx + x n dy 

donde C es la frontera de la region que yace entre las graficas de 

y = Ja 1 - X 2 (a > 0) y y = 0. 

a) Usar un sistema algebraico por computadora para verificar el 
teorema de G reen para n, un entero impar de 1 a 7. 

b) U sar un sistema algebraico por computadora para verificar el 
teorema de G reen para n, un entero par de 2 a 8. 

c) Para un entero impart, conjeturar acerca del valor de la inte¬ 
gral. 

7. Utilizar una integral de linea para calcular el area limitada o aco- 

tada por un arco de la cicloide 

jc(0) = a(e - sen 0 ), y(0) = a( 1 ~ COS 0 ), 0 < 0 < 2tt 

como se muestra en la figura. 




Figura para 7 Figura para 8 

8. Utilizar una integral de linea para hallar el area limitada o acota- 
da por los dos lazos de la curva ocho 

x(t) = ^ sen 2 1, y(t) = sen t, 0 < t < 2 tt 


que se muestra en la figura. 

9. El campo de fuerzas F(x,y) = (x + y )i + (x 2 + l)j actua sobre 
un objeto que se mueve del punto (0, 0) al punto (0,1), como se 
muestra en la figura. 


y 

A 



✓/////// 
/ / / / / / / / 
/////// 
/////// 
*///// 


/ / / / 
/ / / / 
/ / / / 
/ / / 


( U / / 


X 


10. El campo de fuerzas F(x,y) = (3x 2 y 2 )i + (2r 3 j)j se muestra 
en la figura. Tres particulas se mueven del punto (1,1) al punto 
(2, 4) a lo largo de trayectorias diferentes. Explicar por que el 
trabajo realizado es el mismo con las tres particulas, y hallar 
el valor del trabajo. 





11. Sea S una superficie suave orientada, con vector normal N, aco- 
tada por una curva suave simple cerrada C. Sea v un vector 
constante. Demostrarque 



(2v • N) dS 


L 


(v x r) • dr. 


12. Comparar el area de la elipse^ + p = l con la magnitud del 
trabajo realizado por el campo de fuerzas 

w , 1.1. 

F(x,y) = ~^yi + 2*J 


sobre una particula que da una vuelta alrededor de la elipse (ver 
la figura). 





13. Una seed on transversal del campo magnetico de la Tierra puede 
representarse como un campo vectorial en el cual el centro de la 
Tierra se localiza en el origen y el ejey positivo apunta en direc- 
cion del polo norte magnetico. La ecuacion para este campo es 


F(x, y) = M(x, y)i + N(x, y)j 


(x 2 + y 2 ) 5 / 2 


[3xy\ + (2y 2 - x 2 )j] 


a ) Hallar el trabajo realizado si el objeto sigue la trayectoria 
x=0,0<y<l. 

b ) Hallar el trabajo realizado si el objeto sigue la trayectoria 

X = y - y 2 , 0 < y < 1. 

c) Supongase que el objeto sigue la trayectoria x = c(y - y 2 ), 
0 < y < 1, c > 0 . Hallar el valor de la constante c que mini¬ 
mi za el trabajo. 


donde m es el momenta magnetico de la Tierra. Demostrar que 
este campo vectorial es conservativo. 
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Demostracion de teoremas seleccionados 


TEOREMA 10.16 CLASIFICACION DE CONICAS MEDIANTE LA EXCENTRICIDAD 
(PAGINA 750) 

Sean F un punto fijo ifoco) y D una recta fija (< directriz ) en el piano. Sean tambien 
P otro punto del piano y e ( excentricidad ) la proportion que existe entre la distancia 
que hay de P a F y la distancia de P a D. El conjunto de todos los puntos P con una 
excentricidad dada es una conica. 

1. La conica es una elipse si 0 < e < 1. 

2. La conica es una parabola si e = 1. 

3. La conica es una hiperbola si e > 1. 



_ 

F 

Figura A.l 


C DEMOSTRACION ) Si e = 1 entonces, por definition, la conica debe ser una parabola. Si 
e A 1, entonces considerar el foco F que se encuentra en el origen y la directriz x = d a la 
derecha del origen, como se muestra en la figura A.l. En el punto P = (r, 6) = (x, y), se 
tiene \PF\ = r y \PQ\ = d — r cos 6. Dado que e = |PF|/|PQ|, se deduce que 

\PF\ = \PQ\e l r = e(d — rcos 6). 

Convirtiendo a coordenadas rectangulares y elevando al cuadrado ambos lados, se obtiene 

x 2 _|_ y2 — e 2^ _ x y — e 2(rf2 _ 2dx + X 2 ). 

Completando el procedimiento 

/ e 2 d \ 2 y 2 _ e 2 d 2 

\ x + t^7 2 ) + " a - . 2 ) 2 - 

Si e < 1, esta ecuacion representa a una elipse. Si e > 1, entonces 1 — e 2 < 0, y la ecuacion 
representa a una hiperbola. 


z 



Az = f(x + Ax ,y + A y) - f(x,y) 

Figura A.2 

A-2 


TEOREMA 13.4 CONDICIONES SUFICIENTES PARA LA DIFERENCIABILIDAD 
(PAGINA 919) 

Si/es una funcion de x y y, y ademas/ x y f y son continuas en una region abierta R , 
entonces/es derivable en R. 


C DEMOSTRACION ) Sea la superficie definida por z — f(x, y) donde/, f x y f y son continuas en 
(x, y). Ademas, sean A, By C puntos en la superficie, como se muestra en la figura A.2. En la 
figura observamos que el cambio de f del punto A al punto C se encuentra por medio de 

A z = fix + A x,y + Ay) - fix, y) 

= [fix + Ax, y) - fix, y)] + [fix + Ax, y + Ay) - fix + Ax, y)] 

= A Zi + A z 2 . 

Desde A hasta B , y es fija y v cambia. Entonces, mediante el teorema del valor promedio, 
existe un valor x x entre v y v + Ar tal que 

A Zi = fix + Ax, y) - fix, y) = f x (x t , y) Ax. 
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Del mismo modo, desde B hasta C, v es fija, y cambia, y existe un valor y x entre y y y + Ay 
tal que 

Az 2 = fix + Ax, y + Ay) - f(x + Ax, y) = f y (x + Ax, y x ) Ay. 

Combinando estos dos resultados, escribir 

Az = Azj + Az 2 =f x (x v y) Ax + f y (x + Ax,y x )A;y. 

Definiendo £ x y e 2 como e, = ffx t , y) — ffx, y) y s 2 = f y (x + Ax, y x ) — f y (x, y), se de- 
duce que 

Az = Azj + Az 2 = [gj + ffx, y)] Ax + [e 2 + ffx, y)] Ay 

= [ffx, y) Ax + ffx, y) Ay] + e x Ax + e 2 Ay. 

Por medio de la continuidad d ef x yf y y del hecho de que x < x x < x + Ax y y < y x < y 
+ Ay, se deduce que s x ^0 y cuando lo hacen Ax —>0 y Ay ^0. De tal modo, 

por definicion, /es derivable. 


TEOREMA 13.6 REGLA DE LA CADENA: UNA VARIABLE INDEPENDIENTE (PAGINA 925) 

Sea w = f(x, y) donde/es una funcion diferenciable de v y y. Si v = g (t) y y = h(t ), 
donde gyh son funciones diferenciables de t, entonces w es una funcion diferenciable 
de t , y 

dw _ dw dx + dw dy 
dt dx dt dy dt' 


C DEMOSTRACION ) Puesto que gyh son funciones diferenciables de t , se sabe que Ax y Ay 
tienden a cero a medida que lo hace At. Ademas, como f es una funcion derivable de v y y, 

se sabe que Aw = (dw/dx) Ax + ( dw/dy) Ay + s A Ax + s 2 Ay, donde e x y s 2 —>0 a medida 

que (Av, Ay) -»(0, 0). Por tanto, para At ¥= 0 

Aw _ dw Ax dw Ay Ax Ay 
At dx At + dy At + £l At + Sl At 

de lo que se deduce que 

dw _ ^ Aw _ dw dx ^ dw dy + / + /Jy\ _ dw dx ^ dw dy 

dt At dx dt dy dt \dt) \dt) dx dt dy dt' 






B 


Tablas de integration 


Formulas u n 


,.n+l 


1 du = 


2. J — du = ln|w| + C 


+ C, ft ^ — 1 


Integrales con la forma a + bu 


3. | — ^——du = -^{bu — alnla + &w|) + C 
J a + bu b zy 


du = —r 


(a + /?ft) 2 Z? 2 \a + /?ft 


2 ft 1 


2 T / 

da = —[ -—-2a ln|a + &m| ) + C 


•■I 

J (a + bu) n b : 

s. M 

J a + 

7. M 

J (a + /?a) 2 

r w 

J (a + 

f m 2 , = i 
J (a + M" 

f_1 

J a(a + 

n. f-f~T 

J u(a + 

12. f 

J a z (a H 


1 / a 


+ In | a + Z?a| j + C 


1 


( n — 2)(a + bu) n 2 (ft — l)(a + bu) n 1 


+ C, a =£ 1, 2 


— ^ (2a - bu) + a 2 ln|a + 


+ C 


8 

9. 

10 


Z? 3 


2 _ , = J_ 

M 3 


a + bu 


2 a 


a + /?a 2(a + Z?a) 2 

-1 


+ 


+ ln|a + bu\ 
2 a 


+ C 


. x da = — In 
+ bu) a 


(ft — 3)(a + bu) n 3 (ft — 2)(a + Z?ft) n 2 (ft — l)(a + bu) n ~ 
+ C 


+ C, ft =£ 1,2,3 


a ~\~ bu 


_ 1 / 1 1 

Z?a) 2 M a\a + Z?a + a 


a + bu 


+ C 


r du = + - In 

+ aft) a\u a 


a ~\~ bu 


+ C 


J u 2 (a + 


+ bu) 


du = 


1 


a + 2bu 2b 

H-In 


^(a + bu) a 


a ~\~ bu 


+ C 


A-4 
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Integrales con la forma a + bu + cu 2 , b 2 ¥= 4 ac 


14 1 
f 


i 


2 2cu + b 

: arctan — ,. . ^ + C, 


a + Z?w + cw 2 


a + bu + cu 2 


du = 4 


J\ ac — b 2 J\ ac — b 2 


Jb 2 — 4 ac 


In 


2cu + b — Jb 2 — 4 ac 


2 cu + b + V Z ? 2 — 4ac 


dw = - 7 — f In I ^ + bu + cw 2 | — Z? I -—*- 

2 c \ 1 1 J a + bu + cu 2 J 


b 2 < 4ac 
+ C, b 2 > 4ac 
du , 


Integrales con la forma J a + Z?w 


16 

17. 

18 

19 

20 

21 

22 , 


. J u n J~a 

f_L 

J U^/cT- 


+ bu du = 


b(2n + 3) 


u n (a + bu) 3 / 2 — na 


J u n x J~a 


+ bu du 


f 1 


In 


: du = 4 


'a 
2 


V a + bu — J~a 


a 4- bu + ^fa 


+ C, a > 0 


: du = 


' — a 
-1 


a + bu _ 

: arctan ^ /-h C, a < 0 

V — <3 


+ Z?w a(n — 1) 
Va + Z?w 


J~a4^bu + (2n — 3)b 


u 

J a + Z?w 


a(w — 1) _ 


■I 

r w 

J 

f_^ 

J V <2 + Z?w ( 2 n + 1 )Z? 


+ Z?w 

+ 


2 
: (A/ 


f_L 

J w" 1 J~a 


. f_ 1 

J u n J~a 

I Va + bu , _ /— 7 — 7 — , f 1 

'. -aw = 2Va + bu 4- a — 7 = 

J u J uj a 

(a 4- bu) 3 / 2 (2n — 5)b f J a + Z?w 


+ Z?w 




, w ^ 1 


f 


du 


, n ^ l 




w n 7 2 

: du = 


n ^/ a 4- bu 


— na J 


J a + bu 


du 


Integrales con la forma a 2 ± u 2 , a > 0 


t 1 u , ^ 

du = - arctan —h C 


a a 


24. — 1 -« du = — I —- - du = — In 

J u z — a z J a z — u z 2a 


u — a 


u 4- a 


+ C 


“■jW 


- du = 


1 


± w 2 ) n 2a 2 (w — 1) 


(a 2 ± M 2 )"- 1 + (2 " 3> j (a 2 ± m 2 )”- 1 




, W =£ 1 


Integrales con la forma Va 2 ± a 2 , a > 0 


26. J Ju 2 ± a 2 dw = ^-(wVa 2 ± a 2 ± a 2 ln|w + Va 2 ± a 2 |) + C 

27. J u 2 ^/u 2 ± a 2 du = ^[w(2w 2 ± a 2 )^/u 2 ± a 2 — a 4 ln|w + Ju 2 ± a 2 |] + C 

28> r 

J u 


- du = Ju 2 + a 2 — a In 


a + v w + a' 
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APENDICE B Tablas de integration 


f Vm 2 - 

* J u 

■I- 


■ du = Ju 2 — a 2 — a arcsec — + C 

a 


' 2 ± a 2 


du = 


■ V u 2 ± a 2 


+ In | w + V u 2 ± a 2 1 + C 


31. J / 2 = In|w + V ^ 2 ± <3 2 | + C 

/ -x/ £/ i 

f 1 7 — 1 t a + V ^ 2 + <? 2 

J wVw 2 + a 2 ^ 

33. I T===du = - 

J mvm — a 


+ C 


- arcsec 1 + C 
a a 


r u 2 ] 

34. I / 2 = <2w = —(u^/u 2 ± a 2 + a 2 ln|w + - Ju 2 ± a 2 1) + C 

I -V u ± a 2 

j u 2 ^/vd 


Ju 2 ± <2 2 


2 —|— a/ 2 


36. I - ^777 <2w = 

J ± - 


±W 


± a 2 ) 3/2 ™ a 2 Ju 2 ± a 2 


+ C 


Integrales con la forma V ^ 2 — w 2 , > 0 

37. J ^7? „« - «*„ i) + c 

38. J u 2 ^/a 2 — u 2 du = ^ 

■I—. 


u(2u 2 — a 2 )^/a 2 — u 2 + a 4 arcsen - 

a 


+ C 


39, 


- dw = v a 2 ~ u 2 — a In 


a + v< 2 2 — w 2 


+ C 


41 


■ du = 


r dw = arcsen —h C 


arcsen —h C 
a 


" [ 77 ^— 1 

‘ / 


= —- In 


+ V< 2 2 — u 7 


+ c 


du = — —uja 2 — u 2 + a 2 arcsen — | + C 
u^ 2\ a) 


-Jw = 0 

- //Z /TfA 


V ^ 2 - w 2 


. f / 

J u 2 ^/a 2 — w 

. f _ 1 __ 

J (a 2 — w 2 ) 3 / 2 a 2 -Ja 2 — u 2 


+ C 


; Jl/ = 


+ c 
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Integrales con la forma sen u o cos u 


46. sen u du = — cos u + C 


I 

4 


47. cos u du = sen m + C 


48. I sen 2 u du = — (m — sen m cos u) + C 


f T sen” 1 m cos m n - 1 f 

50. sen” u du = - \ - 

J n n J 

52. J u sen u du = sen u — u cos m + C 
. J u n sen u du = ~u n cos u + nj u n 

r—- 

J sen m ( 


/ 

4 


sen” 2 m c/m 


54 


56 


cos m c/m 


sen u 


■ du = tan u -+- sec m + C 


49. j cos 2 u du = — (m + sen u cos m) + C 


^ f T cos” 1 m sen m n — 1 f 

51. cos” u du = -1- 

J n n J 

53. J u cos u du = cos u + u sen m + C 
. J u n cos udu = u n sen u — n J u n 

. r_> 

J 1 ±c 


cos” 2 u du 


55, 


sen m du 


57. | -- du = — cot u ± esc u + C 

cos m 


58. | - du = In tan m + C 

l cos m 


Integrales con la forma tan u, cot u, sec u, esc m 
59. J tan udu = —ln|cosw| + C 

61. I sec udu = ln|sec u + tan u\ + C 


“•/ 


60. cot m c/m = ln|senw| + C 


62 


63 


J esc u du = 


= ln|csc u — cot u\ + C o 


'du = ~u + tan u + C 


J esc u du = 


— In|esc w + cotw| + C 


65. sec 2 u du = tan m + C 


. J cot 2 m 

/ 


c/m = — u — cot u + C 


66 . esc 2 u du = — cot m + C 


. J tan 2 m < 

/■ 

r tan n i ^ r 

67. tan” m c/m =-:-tan” -2 m c/m, m ^ 1 

J n - 1 J 

r cot” - r 

68 . cot” 21 c/m = —-j-J (cot” -2 m) c/m, m ^ 1 

„ f _ sec” -2 m tan m n — 2 [ 

69. sec” u du = ---1-- 

J m - 1 m - 1 J 

„ f T CSC” -2 M cot M M — 2 f _ 0 _ 

70. esc” u du = ---1-- esc” z u du, n 

J n - 1 n - 1 J 

71. I ----c/m = \(u ± lnlcosM ± senMl) + C 72. I ----c/m = \{u + lnlsenM ± cosm|) + C 

J 1 ± tanM 2 V 1 Iy J 1 ± cotM 2 V 1 Iy 

73. I ---- c/m = m + cot m + esc m + C 74. I --— 

J 1 ± sec m J 1 ± CSC M 


sec” 2 m c/m, m ^ 1 


A 1 


■ du = u — tan m ± sec m + C 
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APENDICE B Tablas de integration 


Integrales con funciones trigonometricas inversas 


75. 

j* arcsenft du = u arcsen ft + Vl — ft 2 + C 

f 

76. J arccos udu = 

f 

ft arccos ft — Vl — ft 2 + C 

77. 

arctan u du = u arctan ft — In V1 + ft 2 + C 

78. arccot udu = 

ft arccot ft + InVl + ft 2 + C 

79. 

|* arcsec u du = u arcsec ft — In | ft H- Vw 2 — 1 + C 



80. 

J arccsc u du = u arccsc ft + In ft + V ^ 2 — 1 + C 




Integrales con la forma e u 


81. e u du = e u + C 


I 


83. u n e u du = u n e u — n\ u n l e u du 


l 


85. e au sen bu du = 




86 . e au cos bu du = 


a 2 + b 2 


+ b 2 


(i a sen bu — b cos bu) + C 


(<2 cos bu + b sen bu) + C 


Integrales con la forma In u 


87. In u du = m(— 1 + In u) + C 


I 

J' 


! In ft dft = 


(ft + l ) 2 

90. J (In u) 2 du = u [2 — 2 In u + (In ft) 2 ] + C 
Integrales con funciones hiperbolicas 


82. J ue u du = (ft — l)e u + C 

84. I -—-— du = ft — ln(l + ^ M ) + C 

J 1 + 


I' 


88 . I ft In ft Jft = — (— 1 + 2 In ft) + C 


j[— 1 + (ft + 1) In ft] + C, ft ^ — 1 


91. J (In u) n du = ft(In u) n — n J (In u) n 1 t/ft 


92. 

j cosh u du = senh u + C 

j 

senh u du = cosh u + C 

94. 

j sech 2 udu = tanh ft + C 

» s .j 

csch 2 udu = — coth ft + C 

96. 

j sech ft tanh u du = — sech u + C 

"•j 

^csch ft coth u du = — csch ft + C 


Integrales con funciones hiperbolicas inversas (en forma logarftmica) 


V ± ft 2 


■I: 

f du 1 , 

. — , 9 9 = — In 

J ftV^ 2 ± ft 2 


= ln(ft + Vt / 2 ± ft 2 ) + C 


99. 


J du _ 1 

J ft 2 — ft 2 2t 


2 a ln 


ft + ft 


ft — ft 


+ c 


ft + Vft 2 ± ft 2 


+ c 




























Soluciones de los ejercicios impares 


Capftulo 10 

Seccion 10.1 (pagina 706) 


1. h 2. a 3. e 4. b 

9. Vertice: (0, 0) 

Foco: (-2,0) 

Directriz: x = 2 


y 



13. Vertice: (— 1, 2) 
Foco: (0,2) 
Directriz: x = —2 



17. Vertice: (4, “2) 
Foco: ( 0 , -±) 
Directriz: x = \ 



5. f 6. g 7. c 8. d 

11. Vertice: (-5, 3) 

Foco: (—t, 3) 
Directriz: x = — x 



15. Vertice: (-2, 2) 
Foco: (-2, 1) 
Directriz: y = 3 


y 



19- Vertice: (-1, 0) 
Foco: (0,0) 
Directriz: x = —2 


4 



21. y 2 - 8y + 8x - 24 = 0 23. x 2 - 32 y + 160 = 0 

25. x 2 + y — 4 = 0 27. 5x 2 — 14x — 3y + 9 = 0 

29. Centro: (0,0) 31. Centro: (3,1) 

Focos: ( 0 , ± yi5) Focos: (3, 4), (3, -2) 

Vertices: (0, ±4) Vertices: (3, 6), (3,-4) 

e = 711/4 e = \ 


y 



y 



33. Centro: (-2, 3) 

Focos: (-2, 3 ± V?) 
Vertices: (-2, 6), (-2, 0) 
e = 75/3 


35. Centro: — l) 

Focos: ± V2, -1) 

Vertices: Q ± V5, — l) 
Para obtener la grafica, 
despejar y y obtener 


y 




y l = -1 + V(57 + 12* - 12;t 2 )/20 y 
y 2 = -1 - 7(57 + 12* - 12x 2 )/20. 

Representar graficamente estas ecuaciones en la misma pantalla. 


37. Centro: (~ g —l) 

Focos: (| ± V2, -1) 
Vertices: (—— l), (|, - l) 

Para obtener la grafica, 
despejar y y obtener 



y 1 = —1 + V(7 + 12x - 4x 2 )/8 y 
y 2 = -1 - 7(7 + 12x - 4x 2 )/8. 

Representar graficamente estas ecuaciones en la misma pantalla. 


39. x 2 /36 + y 2 /ll = 1 41. (x - 3) 2 /9 + (y - 5) 2 /16 = 1 

43. x 2 /16 + 7y 2 /16 = 1 

45. Centro: (0,0) 47. Centro: (1, —2) 

Focos: (o, ±VTo) Focos: (l ± 75, -2) 

Vertices: (0, ±1) Vertices: (—1, —2), (3, —2) 



49. Centro: (2, -3) 

Focos: (2 ± TlO, -3) 



51 . Hiperbola degenerada 

La grafica consta de dos rectas 

y = -3 ± \ix + 1 ) 

que se cortan en ( - 1, -3). 
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Soluciones de los ejercicios impares 


53 . Centro: (1, —3) 

Focos: (l, - 3 ± 275) 
Vertices: (l, — 3 ± 7^) 

Asmtotas: 

1 1 0 

y = ~ 3 - 3 ; 

1,1 0 
y=- 3 -* + 5 ~ 3 



55 . Centro: (1, —3) 

Focos: (l ± 710, -3) 
Vertices: (—1, —3), (3, —3) 
Asmtotas: 

y = 76x/2 - 76/2 - 3; 
y = -76x/2 + 76/2 - 3 



57 . x 2 /l - 7/25 = 1 59 . 7/9 - (x - 2) 2 /(9/4) = 1 

61 . 7/4 - 7/12 = 1 63 . (x - 3) 2 /9 - (y - 2) 2 /4 = 1 

65 . a) (6, 73): 2x - 373y -3 = 0 

(6,-73): 2x + 373y -3 = 0 
b) (6, 75): 9x + 273y - 60 = 0 
(6, - 73): 9x - 273y - 60 = 0 
67 . Elipse 69 . Parabola 71 . Circulo 

73 . Circulo 75 . Hiperbola 

77 . a ) Una parabola es el conjunto de todos los puntos (v, y) 
que equidistan de una recta fija y de un punto fijo que 
no se encuentra en la recta. 


b) 

c ) 


79 . a) 


b) 


Para la directriz y = k — p: (x — h) 2 = 4p(y — k) 

Para la directriz x = h — p: (y — k) 2 = 4p(x — h) 

Si P es un punto de la parabola, entonces la recta tangente a 
la parabola en P forma angulos iguales con la recta que pasa 
por P y el foco, y con la recta que pasa por P y es paralela al 
eje de la parabola. 

Una hiperbola es el conjunto de todos los puntos (v, y) para 
los cuales el valor absoluto de la diferencia entre las distan¬ 
ces a dos puntos fijos distintos es una constante. 

f/c — J2) 2 (y — Jt ) 2 

El eje transversal es horizontal: - -z - 77 — = 1 

J a 2 b 2 


El eje transversal es vertical: 


(y ~ kf 

nl 


Z W = 1 

b 2 


c ) El eje transversal es horizontal: 

y = k + ( b/a)(x — h) y y = k — ( b/a)(x — h ) 
El eje transversal es vertical: 
y = k + (a/b)(x — h) y y = k — (a/b)(x — h) 
81 . | m 83 . y = 2 ax 0 x — ax 0 2 
85 . a) Demostracion b) Demostracion 
87 . x 0 = 2V3/3; Distancia de la colina: 2V3/3 - 1 
89 . [16(4 + 3V3 - 2tt)]/ 3 - 15.536 pies 2 
91 . a) y = (1/180)* 2 



95 . 

97 . 


a) L = 2a 

b) Los alfileres se localizan en los focos y la longitud de la cuer- 
da es la suma constante de las distancias desde los focos. 

99 . Demostracion 
101 . e « 0.1776 



103 . e ~ 0.9671 105 . (o,f) 

107 . Extremos del eje menor: ( — 6 , —2), (0, —2) 
Extremos del eje mayor: ( — 3, — 6 ), (—3, 2) 
109 . a) Area = 2tt 


b) 

c ) 


Vo lu men = 87 t/3 

Area de la superficie = [27 t(9 + 4V37t)]/ 9 ~ 21.48 
Vo lumen = 1 677/3 


Area de la superficie 


47t[ 6+ 731n(2 + 73)] ^ ^ 



las pendientes de las rectas 


121 . X = (-90 + 96 72)/7 « 6.538 
y = (160 - 96T2)/7 * 3.462 
123 . Hay cuatro puntos de interseccion. 

/ V2 ac _ b 2 

V-v/2 a 2 — b 2 ’ ^ J2j2a 2 — b 2 ) 
tangentes son y' e = -c/a y y' h = a/c. 

Como las pendientes son negativos reciprocos, las rectas tan¬ 
gentes son perpendiculares. De manera similar, las curvas son 
perpendiculares en los otros tres puntos de interseccion. 

125 . Falso. Ver la definicion de parabola. 127 . Verdadero 
129 . Verdadero 131 . Problema Putnam B4, 1976 

Seccion 10.2 (pagina 718) 


t 

0 

1 

2 

3 

4 

X 

0 

1 

72 

73 

2 

y 

3 

2 

1 

0 

-1 


b) y c ) 



d) y = 3 — x 2 , x > 0 


y 











































Soluciones de los ejercicios impares A-11 



3* - 2y + 11 = 0 



- 3 - 2-1 12 3 



y = x 2 - 5, a- > 0 



y=\x- 4|/2 

17. \ 


3 

2 



-2 

-3 


y = M * i 



y = (* “ !) 2 




y = a 3 + 1, x > 0 



21. 6 23. 








— + — = 1 

36 16 


(* ~ 4) 2 (y + l) 2 

4 1 


25. 



27. 



(* + 3) 2 (y - 2f 

16 25 


16 9 


29. 



31. 


v = In a 


y = 1/a 3 , a > 0 


33. Cada curva representa una portion de la recta y = 2 a + 1. 


Dominio 


a) — oo < a < oo 

b) — 1 < a < 1 


Orientation Suave 
Hacia arriba 

Oscila 


Si 

dx dy 

No, - = -/- = 0 
dO dO 

cuando 

0 = 0, ± 77 , ±27t, . . . 

c) 0 < a < oo Hacia abajo Si 

d) 0 < a < oo Hacia arriba Si 

35. a) y fr) representan la parabola y = 2(1 - a 2 ) para — 1 < a < 1. 
La curva es suave. La orientacion es de derecha a izquierda en el 
inciso a) y en el inciso b) 

37. a) 




b) La orientacion se invierte. c) La orientacion se invierte. 
d) Las respuestas varian. Por ejemplo, 
a = 2 sec t a = 2 sec(— t) 

y = 5 sent y = 5 sen(—t) 

tienen las mismas graficas, pero sus orientaciones se invierten 


39 - y ~yi = f _ yi (* ~ -*i) 

43. a = 4t 

y = -it 

(La solucion no es unica) 
47. a = 10 cos 0 
y = 6 sen 0 

(La solucion no es unica) 

51. A = t 

y = 6t — 5; 

A = t + 1 

y = 6t + 1 

(La solucion no es unica) 
55. A = t + 3,y = 2t+ 1 


ai (■* - fr ) 2 , (y ~ fe ) 2 = . 

a 2 ft 2 

45. a = 3 + 2 cos 0 
y = 1+2 sen 0 
(La solucion no es unica) 
49. a = 4 sec 0 
y = 3 tan 0 

(La solucion no es unica) 

53. x — t 

y = t 3 ; 

x — tan t 
y = tan 3 1 

(La solucion no es unica) 
57. a = t,y = t 2 





















































A-12 


Soluciones de los ejercicios impares 



No es suave cuando 6 = \nir Suave en todas partes 
67. Cada punto (x, y) en el piano es determinado por la curva plana 
x = /(f), y = g(t). Para cada f, graficar(x, y). Cuando t se incre¬ 
ment^ la curva se traza en una direction especifica llamada orien¬ 
tation de la curva. 


69 . x = aO — b sen 6 : y = a b cos 6 

71. Falso. La grafica de las ecuaciones parametricas es la portion de 
la recta y = x cuando x > 0. 


73. Verdadero 

75. a) x = iyyy cos 0)t\ y = 3 + sen 0 )t — 16 t 2 
b) !2_ c) 




No es home run 


Home run 


d) 19.4° 

Seccion 10.3 (pagina 727) 

1. -3 /t 3. -1 

5. v" = T» = 0; No es ni concava hacia arriba ni concava hacia 
dx 4 dx z , • 
abajo 


7. dy/dx = 2t + 3, d 2 y/dx 2 = 2 

En t = — 1, dy/dx = 1, d 2 y/dx 2 = 2; Concava hacia arriba 
9. dy/dx = —cot 6, d 2 y/dx 2 = -(esc 6) 3 /4 
En 6 = 7t/4, dy/dx = — 1, d 2 y/dx 2 = — V2/2; 

Concava hacia abajo 

11 . dy/dx = 2 esc 6, d 2 y/dx 2 = — 2 cot 3 6 

En 6 = tt/ 6, dy/dx = 4, d 2 y/dx 2 = -6V3; 

Concava hacia abajo 

13. dy/dx = —tan 0, d 2 y/dx 2 = sec 4 0csc 0/3 
En 6 = 7r/4, dy/dx = -1, d 2 y/dx 2 = 4V2/3; 

Concava hacia arriba 

15. (-2/V3, 3/2): 3V3x - 8y + 18 = 0 
(0, 2): y — 2 = 0 
(2V3, 1/2): V3x + 8y - 10 = 0 
17. (0,0): 2y - x = 0 
(-3, -1): y + 1 = 0 
(-3,3): 2x - y + 9 = 0 


19. 


21 . 


23. 

27. 

29. 

33. 

37. 

39. 

41. 

43. 


45. 

49. 

53. 

55. 

61. 


63. 


65. 


a) y d) 


8 







-4 


b) En t = 1, dx/dt = 6, 
dy/df = 2 y dy/dx — 1/3. 

c) y = \x + 3 


a) y d) 



\ 


Z?) En f = —1, dx/dt = — 3, 
dy/df = 0 y dy/dx = 0. 
c) y = 2 


y = ±4 x 25. y = 3x - 5 y y = 1 
Horizontal: (1, 0), (— 1, 77 ), (1, -27 7 ) 
Vertical: ( 77 -/ 2 , 1), (-3tt/2, -1), (5tt/2, 1) 


31. 


35. 


Horizontal: (4, 0) 

Vertical: Ninguna 
Horizontal: (0, 3), (0, -3) 

Vertical: (3,0), (-3,0) 

Horizontal: Ninguna 
Vertical: (1,0), (-1,0) 

Concava hacia abajo: -00 < t < 0 
Concava hacia arriba: 0 < t < 00 
Concava hacia arriba: t > 0 
Concava hacia abajo: 0 < t < 77-/2 
Concava hacia arriba: 77-/2 < t < 77- 


Horizontal: (5, -2), (3, 2) 
Vertical: Ninguna 
Horizontal: (5, -1), (5, —3) 
Vertical: (8, -2), (2, -2) 


f 


V4? 2 - 3f + 9 df 


'■ £ 


V? 7 + 4 df 


4VI3 « 14.422 51. 70V5 « 156.525 

V^(l - e~ n/2 ) « 1.12 



57. 6a 59. 8a 

219.2 pies 
230.8 pies 


(0, 0), ( 4 -J/2/3, 4^4/3) 
« 6.557 



Z?) La velocidad media de la particula en la segunda trayectoria 
es el doble de la velocidad media de la particula en la prime- 
ra trayectoria. 

C) 477 





















































Soluciones de los ejercicios impares A-13 


67. S = 2tt\ VTO (t + 2 )dt = 327tVI0 - 317.907 

Jo 

rW 2 

69. S = 2tt\ (sen 6 cos 6^/4 cos 2 6 + l) dO = 

Jo 


_ (575 -1)77 
6 

« 5.330 

71. a) 2777-713 b) I 877 /T 3 73. 50tt 75. 127ra 2 /5 

77. Yer el teorema 10.7, forma parametrica de la derivada en la pa- 
gina 721. 

79. 6 

81. fl) 5 = 2771 g(t)jWf7Md t 

I sw-V/ \ dt y dt 


i 

i 


b ) s = 277 -1 + (f\d, 

1 J V \dtj \dt) 

83. Demostracion 85. 2tt/2 87. d 88. b 89. / 90. c 

91. a 92. e 93. (f, |) 95. 288 tt 

97. a) dy/dx= sen 0/(1 — cos 0)\ d 2 y/dx 2 = — l/[a(cos 0— l) 2 ] 

b) y = (2 + V3)[x — cl(tt/6 — ^)] + a( 1 - V3/2) 

c) (a(2n +l)7r, 2a) 

d) Concava hacia abajo en (0, 277 ), (27r, 47r), etc. 

e) s = 8a 
99. Demostracion 

101 . a) 2 


.. r 

^ .. 


J 


b) Circulo de radio 1 y centra en (0, 0) excepto el punto (-1, 0) 

c) Cuando t crece de -20 a 0, la velocidad aumenta y cuando t 
crece de 0 a 20, la velocidad disminuye. 


103. Falso: = 


d 

\ 8 \t) i 


dt 




m urn 

105. -982 pies 

Seccion 10.4 (pagina 738) 


i. 


3. 


H) 




—(-1-t-!-► 0 


12 3 4 


( 0 , 8 ) 


( 272 , 272) = (2.828, 2.828) 


(V2, 2.36) 


H-1-1-1-7 


-5 -4 -3 -2 -1 


(-4.95, -4.95) 


-1 -- 
-2 — 
-3 -- 
-4 — 
-5 - 


4-- 
3 - 
2 — 
1 — 


-1 -- 
-2 — 


11 . 


(4.214, 1.579) 


—\ -1-1-1-7 


1 2 3 4 5 


( 2 , 2 ) 


(2V2, 77/4), ( —2V2, 577/4) 


13. 


5 -- 

• (-3, 4) 4 

3 

2 — 
1 -- 


—I-1-1-1— 

-4 -3 -2 -1 


15. 


(-1,-73) 


(2, 4tt/3), (-2, 77 / 3 ) 


(5, 2.214), (-5, 5.356) 

17. (3.606,-0.588) 19. (3.052,0.960) 

21 . a) l b) 

(4, 3.5) 

# I I I I 


4 - 

3 — 

2 — 

1 — 


(4, 3.5) 


H-1-1-1— 

12 3 4 


23. c 24. b 25. a 26. d 


27. r = 3 


29. r = a 




31. r = 8 esc 6 


33. r = 


3 cos 0 - sen 0 


—t-t-M>-0 


35. r = 9 esc 2 6 cos 0 





(-1.004, 0.996) 

















































A-14 Soluciones de los ejercicios impares 



47. 





-2 


o < e < 2tt 

53. _L_ 



-2 


0 < 6 < 4 it 

57. (x - h ) 2 + (y - £) 2 = h 2 + k 2 
Radio: Jkd + & 2 
Centro: (/z, A:) 


0 < 6 < tt/2 

59. Vl7 61. ~ 5.6 

dy _ 2 cos 6(3 sen 0+1) 

63. — —--- 

dx 6 cos 2 6 — 2 sen 0-3 

(5, 7r/2): dy/dx = 0 

(2, 7r): dy/dx — —2/3 

(— 1, 37i/2): dy/dx — 0 

65. a) y £) 67. a) y 0) 




c) dy/dx = — 1 


c) dy/dx = — V3 


69. Horizontal: (2, 3 7t/2), (|, 7t/6), Q, 57t/6) 
Vertical: (|, 1tt/6), (§, 11 tt/6 ) 

71. (5, 77-/2), (1,377-/2) 

73. _2_ 75. 


. . ^ 

+? . . 





(0, 0), (1.4142, 0.7854), 
(1.4142, 2.3562) 




6 = 77-/6, 77-/2, 577-/6 



(7, 1.5708), (3,4.7124) 



0 = 77-/2 







































































Soluciones de los ejercicios impares 


A-15 



99. 



1^7 






101. El sistema de coordenadas rectangulares es una coleccion de 
puntos de la forma (x, y ), donde x es la distancia dirigida del eje 
y al punto y y es la distancia dirigida del eje x al punto. Cada 
punto tiene una representacion unica. 

El sistema de coordenadas polares es una coleccion de puntos de 
la forma (r, 0), donde r es la distancia dirigida del origen O al 
punto P y 6 es el angulo dirigido, medido en sentido positivo 
(contrario a las manecillas del reloj), del eje polar al segmento 
OP. En coordenadas polares la representacion de cada punto no 
es unica. 

103. La pendiente de la recta tangente a la grafica de r = f (0) en 
(r, 6) es 

dy _ f(0 )cos 6 + /'( 0 )sen 0 
dx -f(Q)senO + f'(0)cos O' 


Si f(a) = 0 y f'(a) =£ 0, entonces 0 = a es tangente en el polo. 


105. a) 


b) 





107. Demostracion 

109. a ) r = 2 - sen(0 - 7 t/4 ) b) r = 2 + cos 0 
V2(sen 0 - cos 0) 


= 2 -- 


& 


c ) r = 2 + sen 0 


d) r = 2 - cos 0 


....cl 

b.... 

VL 

y 




113. 



115. 


l/j = 7t/2 



117. 



r 

A 

k 


ip — arctan 3 ~ 18.4° 
119. Verdadero 
121. Verdadero 


ip = tt/3, 60° 

Seccion 10.5 (pagina 747) 

J ^tt/ 2 . r377-/2 

sen 2 0d0 3. - (3 — 2 sen 0) 2 dO 5. 97t 

0 ^ J TT/ 


77-/2 


7. tt /3 9. 7 r/8 11. 3n/2 13. 27n 15. 4 


17. 



19. 



(2 tt - 3V3)/2 


(2tt- 3V3)/2 


21 . 


9 



TT+3V3 9tt + 27 V3 

25. (1, tt/2), (1,3tt/2), (0 ,0) 

a (!•!)• (I T)’ <0 ’ 0) 3 M2,4),(-2,-4) 

33. (1, 77/12), (1, 577/12), (1, 777/12), (1, 1177/12), 

(1, 1377/12), (1, 1777/12), (1, 1977/12), (1, 2377/12) 


-4 


-4 































































A-16 


Soluciones de los ejercicios impares 


35. 



37. 



(-0.581, ±2.607), 
(2.581, ±1.376) 


39. 



(0, 0), (0.935, 0.363), 

(0.535, -1.006) 

Las graficas alcanzan polo en di- 
ferentes tiempos (valores de 6). 

41. 



f(47r - 3V3) 


1177 — 24 


43. 



= 4sen 9 I 45. 



3(477 - 373) 17/3 + V3/2 

47. 57ra 2 /4 49. (a 2 / 2) (77 — 2) 

51. a) (. x 2 + y 2 ) 3 / 2 = ax 2 

b ) _ 4 ___ c) 15tt/2 


a = 4 a = 6 



53. El area encerrada por la funcion es 7ra 2 /4 si 77 es impar y es ira 2 /2 
si 77 es par. 

55. 16tt 57. 4tt 59. 8 
61. _1_ 63. 05 



~ 4.16 

65. 1 


- 0.71 
67. 36tt 


69. 


-1 

- 4.39 
277^1 + a 2 


73. Habra puntos de interseccion simultaneos. Pueden ser puntos de 
interseccion que no ocurren con las mismas coordenadas en las 
dos graficas. 

ft* 

75. a ) S = 2tt\ f(6 )sen OjjW + 1W dd 

J a 


r/3 

V) S = 277 f(6)cos eVfWTJW de 

J a 


77. 4077 2 
79. a) I 677 
b) 


e 

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

1.0 

1.2 

1.4 

A 

6.32 

12.14 

17.06 

20.80 

23.27 

24.60 

25.08 


c) y d) Para \ de area (477 ~ 12.57): 0.42 

Para \ de area (877 « 25.13): 1 . 57 ( t 7 / 2 ) 

Para | de area (12ir « 37.70): 2.73 
e ) No. Los resultados no dependen del radio. Las respuestas 
varfan. 

81. Circulo 

83. a) -H- La grafica se vuelve mas grande 

y mas extendida. La grafica se re- 
fleja en el eje y. 



b) (amT,mr) donde n = 1,2,3,. . . 

c) ~ 21.26 d) 4/3 77 3 
85. r = V2 cos 6 

87. Falso. Las graficas de/(0) = 1 y g(0) = — 1 coinciden. 
89. Demostracion 

Seccion 10.6 (pagina 755) 

i. 4 _ 3. 





/ 

e = 1.04 
V/J 


J ' ' ' " 1 

\ 



a) Parabola b) Elipse 
c ) Hiperbola 
5 . a) 5 ? = o.i 

-30 




KjSe = 0.25 
f\Le = 0.5 
[ he = 0.75 
U\ = 0.9 


a) Parabola b) Elipse 
c ) Hiperbola 

b) 


Elipse 

Cuando e —> 1 “, la elipse 
se vuelve mas eliptica, y cuando 
e —> 0 + , se vuelve mas circular. 


Parabola 


(e m - 2a) 


1 + 4 a 2 


71. 21.87 


















































































Soluciones de los ejercicios impares 


A-17 



Hiperbola 

Cuando e —> 1 + , la hiperbola 
se abre mas lentamente, y 
cuando e —» oo, abre mas 
rapido. 


7. c 8. / 9 .a 10. e 

13. e = 1 


Distancia = 1 



Parabola 


Distancia = 6 



Elipse 

21 . ^ = 2 

Distancia = § 



Hiperbola 

25. e = \ 

Distancia = 50 



11. b 12. d 
15. e = 1 

Distancia = 4 


7T 

2 



19- « = 5 

Distancia = 4 



Elipse 

23. e = 3 

Distancia = \ 



Hiperbola 



Elipse 

l 

e = 2 


Elipse 


29. 


33. 


37. 

41. 

45. 

49. 

51. 


53. 


55. 

57. 

61. 

67. 


71. 


73. 

75. 



31. 





\ 


Parabola 
e = 1 



35. r = 


Girada it/ 4 radianes en sentido 
contrario a las manecillas del reloj. 
8 


+ 5 cos( 0 + — 


Girada 77-/6 radianes en el sentido de las manecillas del reloj. 
r = 3/(1 - cos 0) 39. r = 1/(2 + sen 6) 

r = 2/(1 +2 cos 6) 43. r = 2/(1 - sen 6) 

r = 16/(5 + 3 cos 0) 47. r = 9/(4 — 5 sen 0) 

r = 4/(2 + cos 0) 

SiO < e < 1, la conica es una elipse. 

Si e = 1, la conica es una parabola. 

Si e > 1, la conica es una hiperbola 

Si los focos son fijos y e —»0, entonces d^o o. Para ver esto, com- 
parar las elipses. 

1/2 _ 1 , . 

r 1 + (l/2)cos ff 6 2 ,d y 
5/16 1 5 

r “ 1 + (l/4)cos ff 6 ~ 4’ d ~ 4' 

Demostracion 


1 - (16/25) cos 2 0 

- 10.88 63. 3.37 65. 

= 149 558 278.0560 
r ~ 1 - 0.0167 cos 0 
Perihelio: 147 101 680 km 
Afelio: 152 098 320 km 


59. r 2 = 


■16 


1 - (25/9) cos 2 6 

7979 - 21 rrm< ■ 
11 015 mi 


1 - 0.9372 cos 0’ 

cn 4 497 667 328 

b9. 


1 - 0.0086 cos 6 
Perihelio: 4 459 317 200 km 
Afelio: 4 536 682 800 km 


Las respuestas varian. Ejemplo de respuestas: 

a) 3.591 x 10 18 km 2 ; 9.322 anos 

b) a ~ 0.361 + 7r; Mayor angulo con el rayo mas pequeno 
para generar un area igual. 

c ) Inciso a): 1.583 x 10 9 km; 1.698 x 10 8 km/ano 
Inciso b): 1.610 x 10 9 km; 1.727 x 10 8 km/ano 

Demostracion 

Sear x = ed/{ 1 + sen 0) y r 2 = ed/{ 1 — sen 0). 

Los puntos de interseccion de r x y r 2 son ( ed , 0) y (ed, 7r). Las 
pendientes de las rectas tangentes a r x son -1 en {ed, 0) y 1 en 
{ed, 77"). Las pendientes de las rectas tangentes a r 2 son 1 en {ed, 0) 
y -1 en {ed, i r). Por lo anterior, tanto en {ed, 0) como en {ed, 77 ) se 
cumple m x m 2 = — 1, de manera que las curvas se intersecan en 
angulos rectos. 








































A-18 Soluciones de los ejercicios impares 


Ejercicios de repaso para el capitulo 10 (pagina 758) 


1. e 2. c 3. b 4. d 5 .a 

7. Circulo 

Centro: (^, -f) 

Radio: 1 





6-/ 

I. Hiperbola 
Centro: (-4,3) 

Vertices: (-4 ± V2, 3) 





11. Elipse 

Centro: (2, -3) 

Vertices: (2,-3 ± V2/2) 

—i-1-1-1— 

-1 12 3 

-1 -- 



13. y 2 - 4y - 12x + 4 = 0 15. (x - l) 2 /36 + y 2 /20 = 1 

17. x 2 /49 - y 2 /32 =1 19. - 15.87 

21. 4x + 4y - 1 = 0 23. a) (0, 50) b) - 38 294.49 





x 2 + y 2 = 36 (x - 2) 2 — (_y - 3) 2 = 1 

33. Las respuestas varian. Ejemplo de respuesta: 
x = 5t — 2 
y = 6 — 4t 

35. x = 4 cos 0 - 3 37. 5 



39. a) dy/dx = —f; 

Tangentes horizontales: 
ninguna 

b ) y = (~4x+ 13)/5 

c) 



41. a) dy/dx = —2t 2 \ 

Tangentes horizontales: 
ninguna 

b) y = 3 + 2/x 



43. a) 


dy 

dx 


(1 - D(2 1 + l) 2 

f 2 (r - 2) 2 ’ 


Tangente horizontal: 


b ^ (5x - l)(x - 1) 



Tangentes horizontales: (5, 7), (5, - 1) 
b) (x - 5) 2 + (> ’ 16 3)2 = 1 



Tangentes horizontales: ninguna 

b) x 2 / 3 + (y/ 4) 2 / 3 = 1 



49. Horizontal: (5, 0) 
Vertical: Ninguna 








































Soluciones de los ejercicios impares A-19 


51. Horizontal: (2, 2), (2, 0) 
Vertical: (4,1), (0,1) 

53. a) y c ) 

2 


89. Curvarosa 


91. Curvarosa 



b) dx/dO = —4, dy/d6 = 1, dy/dx = 

55. 2 r 

57. a) s = 1277VIO « 119.215 59. A = 3tt 

b) s = 477^10 * 39.738 


61. 


63. 


12 3 4 


++) 

Rectangular: (0, —5) 


0/3 > 1-56) 


Rectangular: (0.0187, 1.7320) 


65. 


67. 


—\—i—i—i—i— 

1 2 3 4 5 


(4,-4) 


472 ,^ 1 - 472 ,^ 


(-1,3). 3 
2 — 

1 -- 


—I-1-7 


-1 -- 
-2 — 
-3 -- 


(7l0, 1.89), (-710,5.03) 


69. x 2 + y 2 — 3x = 0 71. (x 2 + y 2 + 2x) 2 = 4(x 2 + y 2 ) 

73. (x 2 + y 2 ) 2 = x 2 — y 2 75. y 2 = x 2 [(4 - x)/(4 + x)] 
77. r = a cos 2 OsenO 79. r 2 = a 2 0 2 


81. Circulo 


83. Recta 



85. Cardioide 


87. Caracol 







97. a) 0 = ±7t/3 

b) Vertical: (- 1, 0), (3, 77 ), (5, ±1.318) 
Horizontal: (-0.686, ±0.568), (2.186, ±2.206) 

c) 



99. Demostracion 101. ^ 103. '7 105. 4 

109. 


4 = 2 - 


0.1 

77/2 


sen 2 0 cos 4 OdO ~ 0.10 


111 . 


-0- 


A = 2 


1 r 7 t /12 . r 5tt/12 . rn/2 

- 18 sen 2 6 + - 9 dd + - 

Z Jo Z Jtt/12 Z J5tt/\2 

« 1.2058 + 9.4248 + 1.2058 = 11.8364 

113. 4a 

r 7r /2 

115. 5 = 277 (1 + 4 cos 0) sen0Vl7 + 8 cos OdO 

Jo 

= 347rVl7/5 - 88.08 


18 sen2 OdO 














































A-20 


Soluciones de los ejercicios impares 


117. Parabola 


n 

2 




119. Elipse 



123. r = 10 sen 6 


125. r = 4/(1 - cos 6) 127. r = 5/(3 - 2 cos 6) 


SP Solution de problemas 



(pagina 761) 

3. Demostracion 


b) y c ) Demostraciones 
5. a) r = 2 a tan 6 sen 6 

b) x = 2at 2 /(\ + ? 2 ) 
y = 2at 3 /(l + r 2 ) 

c) y 2 — x 3 /(2a — x) 

7. a) y 2 = x 2 [(l - x)/(l + x)] 
b) r = cos 26 • sec 9 



d) 

e) 


y = x,y = 

V5 - 1 


± ^l r ^V _ 2 + Vs) 


9. a) 



Z?) Demostracion 
C ) 277 


11. A = 13. r 2 = 2 cos 26 

15. a ) Primer piano: = cos 70°(150 - 315t) 
y x = sen 70°(150 - 315t) 

Segundo piano: x 2 = cos 45°(450? - 190) 
y 2 = sen45°(190 - 450?) 

b) {[cos 45°(450? - 190) - cos 70°(150 - 375?)] 2 

+ [sen 45°(190 — 450?) - sen 70°(150 - 375?)] 2 } 1 / 2 

c) 280 



0.4145 h; si 

17. 4 



n = - 2 

. . ..SN 


^7 




? U 1 

"—'—'—'—'— 

P 


F 




Generada con Mathematica 


n = 1, 2, 3, 4, 5 produce “campanas”; n = — 1, —2, —3, 
— 4, — 5 produce “corazones” 























































Soluciones de los ejercicios impares A-21 


Capltulo 11 

Seccion 11.1 (pagina 771) 

1. a ) (4, 2) 3. a) 



(- 6 , 0 ) 

y 

4 — 

2 — 

(-6,0) v 

- 1 -- 1 - 

-8 -6 -4 -2 

- 2 - 

-4 — 


5. u = v = (2, 4) 7. u = v = (6, -5) 


9. a) y d) 


y 



b ) <3, 5) 

c) v = 3i + 5j 
13. a) y d) 


11 . a) y d) 


3* 


6- 


4- 

(8, 3) 

2- 

/ 

v 

2 4 «f 8 

(6,-1) 

(-2,-4) 

-6- 


b) 

2, -4) 


c) v = — 2i — 4 j 
11. a) y d ) 


y 


6 


4o(0, 4) 


2 


( 6 , 6 ) 


( 6 , 2 ) 


y 



Z?) <0,4) c) V = 4j 
17. a) (6, 10) 


y 



\ /21 35\ 

c ) \ 2~> T/ 

y 



c) v = -i + fj 
*) (-9,-15) 



4) (2,f) 




1 




27. (4,3) 


y 



29. (3, 5) 31. 7 33. 5 35. 76T 

37. (VT7/17, 4VT7/17) 39. (3^4/34,5734/34) 

41. a) Ji b) 75 c) 1 d) 1 e) 1 /) 1 

43. a) 75/2 713 c) 785/2 d) I e) I /) I 



||u|| + ||v|| = 75 + y ||u + v|| = 774 
7/4 < 75 + 

47. (0,6) 49. (-75,275) 51. (3,0) 53. (-73, l) 

55 . ^ 2 +^72 , 372 ^ 57 . (2 cos 4 + cos 2 , 2 sen 4 + sen 2 ) 

59. Las respuestas varfan. Ejemplo: un escalar es un numero real sim¬ 
ple como 2. Un vector es un segmento de recta que tiene direccion 
y magnitud. El vector (V3, l), dado mediante sus componentes, 
tiene direccion 77-/6 y magnitud de 2 . 

61. a) Vector; tiene magnitud y direccion 
b) Escalar; solo tiene magnitud 
63. a = 1, b = 1 65. a = 1, b = 2 67. a = f, b = \ 

69. a) ±(l/737)(l, 6) 71. a) ±(l/7To)(l, 3) 

b) ±(1/V37)(6, -1) b) ±(l/7l0)(3, -1) 










































A-22 Soluciones de los ejercicios impares 


73. a) ±£(-4,3) 75. (-72/2, 72/2} 

b) ± 5 ( 3 , 4) 


y 



77. a) a c) Las respuestas varian. 

d) Magnitud ~ 63.5, direccion ~ -8.26° 

79. 1.33,132.5° 81. 10.7°, 584.6 lb 83. 71.3°, 228.5 lb 

85. a) 0 = 0° b) 0= 180° 

c) No, la resultante solo puede ser menor o igual que la suma. 
87. (-4, -1), (6,5), (10, 3) 

89. Tension en el cable AC ~ 2 638.2 lb 
Tension en el cable BC ~ 1 958.1 lb 
91. Horizontal: 1 193.43 pies/s 93. 38.3° noroeste 
Vertical: 125.43 pies/s 882.9 km/h 

95. Verdadero 97. Verdadero 99. Falso. || a\ + fcj|| = V2 |a 
101-103. Demostraciones 105. x 2 + y 2 = 25 

Seccion 11.2 (pagina 780) 

1. A(2, 3, 4), B(— 1, -2,2) 




7. (-3,4,5) 9. (12,0,0) 11.0 

13. Seis unidades arriba del piano xy 
15. Tres unidades delante del piano yz 
17. A la izquierda del piano xz 
19. A menos de tres unidades del piano xz 

21. Tres unidades debajo del piano xy, y debajo de ambos cuadran- 
tes I y III 

23. Arriba del piano xy y por arriba de los cuadrantes II y IV, o de¬ 
bajo del piano xy y debajo de los cuadrantes I y III 
25. V§9 27. V6l 29. 7, 7 V5, 14; Triangulo rectangulo 

31. V41, V4l, Vl4; Triangulo isosceles 
33. (0, 0, 9), (2, 6, 12), (6,4, -3) 

35. (|, -3, 5) 37. (x - 0) 2 + (y - 2) 2 + (z - 5) 2 = 4 

39. (x — l) 2 + (y — 3) 2 + (z — 0) 2 = 10 
41. (x — l) 2 + (y + 3) 2 + (z + 4) 2 = 25 
Centro: (1, —3, —4) 

Radio: 5 


43. (x - |) 2 + (y + l) 2 + z 2 = 1 
Centro: (|, — 1, o) 

Radio: 1 

45. Una esfera solida con centro en (0, 0, 0) y 6 de radio 
47. Interior de una esfera con 4 de radio y centrada en (2, -3, 4) 


49. a) (-2,2,2) 

b) y = - 2 i + 2 j + 2 k 



53. v = (1, - 1 , 6 ) 
||v|| - V38 

57. a) y d) 



51. a) (-3,0,3) 
b ) v = -3i + 3k 



55. v = (—1,0, — 1) 

IMI - V2 


b ) (4, 1, 1} c) v = 4i + j + k 
59. (3, 1, 8 ) 






63. (-1,0,4) 65.(6,12,6) 67. (^,3, f) 

69. ay b 71. a 73. Colineal 75. No colineal 















Soluciones de los ejercicios impares 


A-23 


77. AB = <1,2,3) 

CD = <1,2,3) 

BD = <—2, 1, 1) 

AC = <—2, 1, 1) 

Porque AB = CD y BD = AC, los puntos dados forman los 
vertices de un paralelogramo. 


79. 0 81. V34 83. 714 

85. a ) j<2, -1,2) b ) -j<2, -1,2) 

87. a) (l/V38)<3,2,-5) b ) -(l/738)<3, 2,-5) 
89. a) a d) Las respuestas varfan. 
e) u + v = <4,7.5, -2) 

||u + v|| - 8.732 
| ju| | - 5.099 
||y|| « 9.014 

91. ±\ 93. (0,10/72,10/72) 95. (l,- 1 ,|) 

97. « 99. (2,-1,2) 



(0, 73, ±l) 

101 . a) 



b) a = 0, a + b = 0, b = 0 

c ) a = a + b = 2, b = 1 

d) No es posible 


103. x 0 es la distancia dirigida al piano yz 
Jo es la distancia dirigida al piano xz 
z 0 es la distancia dirigida al piano xy 
105. (x - x 0 ) 2 + ( y - y 0 ) 2 + (z - z 0 ) 2 = r 2 107. 0 
109. a) T = 8L/7-L 2 - IB 2 , L > 18 


L 

20 

25 

30 

35 

40 

45 

50 

T 

18.4 

11.5 

10 

9.3 

9.0 

8.7 

8.6 


c) 30 | l= is| d ) Demostracion 

e) 30 pulg 

jr=8| 

100 
o 

in. (73/3)0,1,1) 

113. La tension en el cable AB: 202.919 N 
La tension en el cable AC: 157.909 N 
La tension en el cable AD: 226.521 N 
115. (x - |) 2 + (y - 3 ) 2 + (z + = T 



Seccion 11.3 (pagina 789) 

1 .a) 17 b) 25 c) 25 d) <-17,85) e) 34 
3. a) -26 b) 52 c) 52 d) <78, -52) e) -52 
5. a) 2 b) 29 c) 29 d) <0, 12, 10) e) 4 
7. a) 1 b) 6 c) 6 d) i - k e) 2 
9. 20 11. 7t/2 13. arccos[— 1/(572)] = 98.1° 

15. arccos (72/3) = 61.9° 17. arccos (— 8713/65) = 116.3° 

19. Niunoniotro 21. Ortogonal 23. Ni uno ni otro 

25. Ortogonal 27. Triangulo rectangulo; las respuestas varfan. 

29. Triangulo agudo; las respuestas varfan 
31. cos a = \ 33. cos a = 0 

cos /3 = | cos (3 = 3/Vl3 

cos 7 = 1 cos y = — 2/Vl3 

35. a - 43.3°, /3 - 61.0°, 7 - 119.0° 

37. a - 100.5°, p - 24.1°, 7 - 68 . 6 ° 

39. Magnitud: 124.3101b 

a - 29.48°, p - 61.39°, 7 - 96.53° 

41. a = 90°, p = 45°, 7 = 45° 43. a) <2, 8 ) b ) <4, - 1) 

45. a) (§,!) b) (-|,f) 47. a) <-2,2,2) b) <2,1,1) 

49. a) (0,|,|) b) (2,-£,!) 

51. Ver la “Definicion de producto punto”, pagina 783. 

53. a) y b) estan definidas. c) y d) no estan definidas porque no es po¬ 
sible encontrar el producto punto de un escalar y un vector o la 
suma de un escalar y un vector. 

55. Ver figura 11.29 en la pagina 787. 

57. Si 


mr 

= IV • 111 


Ml 

Hull 2 


J_ _ _J_ 

IMI “ Hull 

iiuii = iivii 


59. $12 351.25; ingreso total 61. a) a c) Las respuestas varfan 
63. Las respuestas varfan 65. u 

67. Las respuestas varfan. Ejemplo: <12, 2) y <—12, —2) 

69. Las respuestas varfan. Ejemplo: <2, 0, 3) y < —2, 0, —3) 

71. a) 8 335.1 lb b ) 47 270.8 1b 
73. 425 pies-lb 75. 2 900.2 km-N 

77. Falso. Por ejemplo: <1, 1) • <2, 3) = 5 y <1, 1) • <1, 4) = 5, 
pero <2, 3) V <1, 4). 

79. arccos (l/73) = 54.7° 

81. a) (0,0), (1,1) 

b) Para y = x 2 en (1, 1): (±75/5, ±275/5) 

Para y = a 7 3 en (1, 1): (±37l0/10, ±7l0/10) 

Para y = x 2 en (0, 0): (±1, 0) 

Paray = a 7 3 en (0,0): <0,±1) 

c) En (1, 1): 6 = 45° 

En (0, 0 ):0 = 90° 



























A-24 


Soluciones de los ejercicios impares 


83. a) (-1,0), (1,0) 

b) Para y = 1 - x 2 en (1, 0): (±75/5, +275/5) 

Para y = x 2 - 1 en (1, 0): (±75/5, ±275/5) 

Para y = 1 — x 2 en (— 1, 0): (±75/5, ±275/5) 
Para y = x 2 — 1 en (— 1, 0): (±75/5,+275/5) 

c) En (1,0): 6 = 53.13° 

En (-1,0): 6 = 53.13° 

85. Demostracion 

87. a) z b) kV2 c ) 60° d) 109.5° 



89 a 91 . Demostraciones 

Seccion 11.4 (pagina 798) 




7. a) 20i + lOj - 16k 

b) — 20i - lOj + 16k 

c) 0 


9. a) 17i - 33j - 10k 

b) ~ 17i + 33j + 10k 

c) 0 


11. <0, 0, 54) 13. <- 1, - 1, - 1) 15. (-2, 3, - 1) 




21. <-73.5, 5.5, 44.75), <^- 
23. <-3.6, -1.4, 1.6), ( — 


2.94 


0.22 


1.79 


711.8961’ 711.8961’ 711.8961 
1.8 0.7 0.8 


/437’ 7437’ 7437/ 

25. Las respuestas varlan 27. 1 29. 675 31. 975 


33. y 35. v/1 ^ 742 37. 10 cos 40° « 7.66 pies-lb 

39. a) 84 sen 6 


100 



b) 4272 ® 59.40 

c ) 6 = 90°; que es lo que deberfa esperarse. Cuando 6 = 90°, la 
Have inglesa esta horizontal 

41. 1 43. 6 45. 2 47. 75 

49. A1 menos uno de los vectores es el vector cero. 

51. Ver la “Definicion del producto cruz de dos vectores en el espa- 
cio”, pagina 792. 

53. La magnitud del producto cruz aumentara en un factor de 4. 

55. Falso. El producto cruz de dos vectores no esta definido en un 
sistema de coordenadas bidimensional. 

57. Falso. Sea u = <1, 0, 0), v = <1, 0, 0) y w = <-1, 0, 0). 

Entonces uxv = uxw = 0, excepto v =/= w. 

59 a 67. Demostraciones 


Seccion 11.5 (pagina 807) 



b) P = (1, 2, 2), Q = (10, -1, 17), PQ = (9, -3, 15) 

(Hay muchas respuestas correctas.) Los componentes del vec¬ 
tor y los coeficientes de t son proporcionales porque la recta 
es paralela a PQ. 

c) (-if,o),(7,0,12),(o,U) 

3. a) Si b ) No 

Ecuaciones Ecuaciones Numeros 

parametricas ( a ) simetricas (b) directores 

5. x = 3 1 | = y = | 3, 1, 5 

>' = t 
z = 5t 


7. x = —2 + 2 1 
y = 4t 
z = 3 — 2t 


x + 2 = y_ = z ~ 3 
2 _ 4 _ -2 


2, 4, -2 


9. * = 1 + 3 1 
y= -2 1 
z = 1 + t 


x — 1 _ ^y_ _ z ~ 1 
3 ~ -2 ~ 1 


3, -2, 1 

































Soluciones de los ejercicios impares 


A-25 


Ecuaciones Ecuaciones 
parametricas (a) simetricas (b) 
x — 5 _ y + 3 


17 


-11 


11. x = 5 + lit 
y=- 3 - llr 
z = —2-9 1 
13. x = 7 - lOf 
y = — 2 + 2t 
z = 6 
15. x = 2 
? = 3 
z = 4 + t 
21 . x = 2 — t 
y = 1 + t 
z = 2 + t 

23. P(3, -1, —2); v = (-1,2,0) 
25. P(7, -6, -2); v = (4,2, 1) 
27. = L 2 y es paralela a L 3 . 

31. (2,3, 1); cos 0 = 1 717/5 1 

35 


z + 2 
-9 


No es posible. 


17. x = 2 + 3t 
y = 3 + 2^ 
z = 4 - t 


Numeros 

directores 

17, -11, -9 


- 10 , 2 , 0 


19. x = 5 + 2r 
y=-3-t 
z = -4 + 3r 


29. L x y L 3 son identicas. 
33. No se cortan. 



(7, 8,-1) 


37. fl ) 


6 ) 


P = (0, 0, -1), Q = (0, -2, 0), R = (3, 4, -1) 

PQ = (0, -2, 1), PR = (3, 4, 0) 

(Hay muchas respuestas correctas.) 

PQ xPR = (-4, 3, 6) 

Las componentes del producto cruz son proporcionales a los 
coeficientes de las variables en la ecuacion. El producto cruz 
es paralelo al vector normal. 

39. a ) Si b) Si 41. y - 3 = 0 

43. 2x + 3y — z = 10 45. 2x — y — 2z + 6 = 0 

47. 3x — 19y — 2z = 0 49. 4x — 3y + 4z = 10 51. z = 3 

53. x + y + z = 5 55. lx + y — 1 lz = 5 57. y — z = — 1 



61. x — z = 0 
65. Ortogonal 

71. 



63. 9x - 3y + 2z - 21 = 0 

67. Ni uno ni otro; 83.5° 69. Paralelo 

73. \ 


( 0 , 0 , 2 ) 




77. 




83. P x y P 2 son paralelos. 85. P x = P 4 y es paralelo a P 2 . 

87. Los pianos tienen intersecciones en (c, 0, 0), (0, c, 0) y (0, 0, c) 
para cada valor de c. 

89. Si c = 0, z = 0 es el piano xy; si c =£ 0, el piano es paralelo al 
eje x y pasa a traves de los puntos (0, 0, 0) y (0, 1, -c) 

91. a) 6 « 65.91° 
b) x = 2 
y = 1 + t 
z = 1 + 2t 

93. (2, -3,2); La recta no se encuentra en el piano. 

95. No se cortan 97. 6VI4/7 99. 1176/6 

101. 2726/13 103. 27 794/188 105. 72 533/17 

107. 773/3 109. 766/3 

111. Ecuaciones parametricas: x = x x + at, y = y x + bt y z = z x + ct 

-f —1 . . ^ . x ~ Xj y - y x z~ z x 

Ecuaciones simetricas: -= —-— =- 

a b c 

Se necesita un vector v = (a, b , c) paralelo a la recta y un punto 
P(x x , y x , Zi) en la recta. 

113. Resolver simultaneamente las dos ecuaciones lineales que repre- 
sentan los pianos y sustituir los valores en una de las ecuaciones 
originales. Despues elegir un valor para t y dar las ecuacio¬ 
nes parametricas correspondientes a la recta de interseccion. 
115. a) Paralelos si el vector (a x , b x , c x ) es un multiplo escalar de 
(^?2? b 2 , £* 2 ), ^ 0. 

b) Perpendicular si a x a 2 + b x b 2 + c x c 2 = 0; 6 = 7t/2. 

117. cbx + acy + abz = abc 

119. Esfera: (x - 3) 2 + (y + 2) 2 + (z - 5) 2 = 16 

121 . a) 


Ano 

1999 

2000 

2001 

2002 

z (aprox.) 

6.25 

6.05 

5.94 

5.76 


Ano 

2003 

2004 

2005 

z (aprox.) 

5.66 

5.56 

5.56 


Las aproximaciones estan mas proximas a los valores actuales. 
b) Las respuestas varian. 











































A-26 


Soluciones de los ejercicios impares 


123. a) 

b ) 


V70 pulg. 

15 



c) La distancia nunca es cero. 

d) 5 pulg. 


125. ( 13 , If, ~ f|) 127. (—— 4 , 4 ) 129. Verdadero 131. Verdadero 
133. Falso. El piano lx + y — 1 lz = 5 y el piano 5x + 2y - 4z = 1 
son perpendiculares al piano 2x — 3y + z = 3 pero no son pa- 
ralelos. 


Seccion 11.6 (pagina 820) 

1. c 2. e 3. / 4. b 5. d 6 .a 


7. Plano 



11. Cilindro parabolico 



15. Cilindro 



x 


19. Elipsoide 



23. Hiperboloide de dos hojas 



9. Cilindro circular recto 



13. Cilindro elfptico 



17. a) (20, 0, 0) 

b) ( 10 , 10 , 20 ) 

c) ( 0 , 0 , 20 ) 

d) ( 0 , 20 , 0 ) 


21. Hiperboloide de una hoj a 



25. Paraboloide elfptico 


y m 

2 '" 



27. Paraboloide hiperbolico 



31. Elipsoide 





29. Cono elfptico 





45. I 

i 

i4? “ 

i 

13 ■ - 





47. x 2 + z 2 = 4 y 49. 4x 2 + 4y 2 = z 2 51. y 2 + z 2 = 4/x 2 

53. y = V2 z (o x = V2z) 

55. Sea C una curva plana y sea L una recta no contenida en un piano 
paralelo. Al conjunto de todas las rectas paralelas a L y que cor- 
tan a C se le llama un cilindro. C es llamada la curva directriz 
del cilindro, y las rectas paralelas se llaman rectas generatrices. 
57. Ver paginas 814 y 815. 59. 12877-/3 

61. a) Eje mayor: 4^/2 b) Eje mayor: 8V2 

Eje menor: 4 Eje menor: 8 

Focos: (0, ±2, 2) Focos: (0, ±4, 8) 

63. x 2 + z 2 = 8y; Paraboloide elfptico 
65. x 2 /3 963 2 + y 2 / 3 963 2 + z 2 /3 950 2 = 1 
67. x = at, y = —bt,z = 0; 69. Verdadero 

x = at,y = bt + ab 2 , z = 2 abt + a 2 b 2 
71. Falso. Una traza de una elipsoide puede ser un unico punto. 

























Soluciones de los ejercicios impares 


A-27 


73. La botella de Klein no tiene un interior ni un exterior. Se forma 
insertando el extremo delgado abierto a traves del costado de la 
botella y uniendolo a la base de la botella. 

Seccion 11.7 (pagina 827) 

1. (-7,0,5) 3.(372/2,372/2,1) 5. (-273,-2,3) 

7. (5,77/2,1) 9. (272,-tt/4,-4) 11.(2,77/3,4) 

13. z = 4 15. r 2 + z 2 = 17 17. r = sec 0tan 6 

19. r 2 sen 2 6 = 10 — z 2 

21. x 2 + y 2 = 9 23. x- V3 y = 0 



29. (4, 0, 7t/2) 31. (4V2, 27r/3, 77/4) 33. (4, 77/6, 77/6) 

35. (76, 72, 272) 37. (0, 0, 12) 39. (§, f, -572/2) 

41. p =2 esc cp esc 6 43. p = 7 

45. p = 4 esc cp 47. tan 2 cp = 2 

49. x 2 + y 2 + z 2 = 25 51. 3x 2 + 3y 2 — z 2 = 0 



57. (4, 7t/4, 77-/2) 59. ( 472 , 77/2, 77-/4) 

61. (2713,— 77 / 6 , arccos[3/7T3]) 63. (13, tv, arccos[5/13]) 
65. (10, 77 / 6 , 0) 67. (36, 17 -, 0) 

69. (373, - 77 / 6 , 3) 71. (4, 777 / 6 ,473) 



Rectangulares 

Cilmdricas 

Esfericas 

73. 

(4, 6, 3) 

(7.211,0.983,3) 

(7.810,0.983,1.177) 

75. 

(4.698, 1.710, 8) 

(5, 77/9, 8) 

(9.434,0.349,0.559) 

77. 

(-7.071, 12.247, 

(14.142, 2.094, 

(20, 277/3, 77 / 4 ) 


14.142) 

14.142) 


79. 

(3, -2, 2) 

(3.606, 

(4.123, -0.588, 


(5 4 —3\ 

\2’ 3> 2) 

-0.588, 2) 

1.064) 

81. 

(2.833, 0.490, 

(3.206, 0.490, 



-1.5) 

2.058) 

83. 

(-3.536,3.536,-5) 

(5, 3 77 / 4 , -5) 

(7.071,2.356,2.356) 

85. 

(2.804, -2.095, 6) 

(-3.5, 2.5,6) 

(6.946,5.642,0.528) 

87. 

(-1.837, 1.837, 1.5) 

(2.598, 2.356, 1.5) 

(3, 377/4, 77/3) 

89. 

d 90. e 91. c 

92. a 93. / 94. b 


95. Rectangulares a cilmdricas: 

r 2 = x 2 + y 2 , tan 0 = y/x, z = z 
Cilmdricas a rectangulares: 
x = r cos 6,y = r sen 0, z = z 
97. Rectangulares a esfericas: 

p 2 = x 2 + y 2 + z 2 , tan 0 = y/x , (p = arccos(z/7x 2 + y 2 + z 2 ) 
Esfericas a rectangulares: 

x = p sen cp cos 6,y = p sen cp sen 0,z = p cos cp 
99. a) r 2 + z 2 = 25 £) p = 5 
101 . a) r 2 + (z — l) 2 = 1 Z?) p = 2 cos (p 
103. a) r = 4 sen 0 b) p = 4 sen 0/sen</> = 4 sen 0 esc cp 
105. a) r 2 = 9/(cos 2 0 - sen 2 0) 

a) p 2 = 9 esc 2 0/(cos 2 6 — sen 2 0) 



115. Rectangulares: 0<x<10 117. Esfericas: 4 < p < 6 

0 < y < 10 
0 < z < 10 

119. Cilmdricas: r 2 + z 2 ^ 9, r < 3 cos 6 , 0 < 6 < 7r 
121. Falso. r = z representa un cono. 

123. Falso. Ver pagina 823. 125. Elipse 

Ejercicios de repaso para el capftulo 11 (pagina 829) 

a) u = (3, — 1) b) u = 3i — j c) 275 d) lOi 
v = <4, 2) 

3. v = (4,473) 5. (-5,4,0) 














A-28 Soluciones de los ejercicios impares 


7. Arriba del piano xy y a la derecha del piano xz o debajo del pia¬ 
no xy y a la izquierda del piano xz. 

9. (x - 3) 2 + (y + 2) 2 + (z - 6) 2 = ™ 

11. (x - 2) 2 + (y - 3) 2 + z 2 = 9 
Centro: (2, 3, 0) 

Radio: 3 

13. a) y d) b) u = (2,5, -10) 

c) u = 2i + 5j - 10k 



15. Colineales 17. (l/738)<2, 3, 5) 

19. a) u = <-l,4,0>,v = <-3,0,6> b) 3 c) 45 

21. Ortogonales 23. 0 = arccos 




1 


= 15° 


25. 77 


27. Las respuestas varian. Ejemplo: ( — 6, 5, 0), (6, —5, 0) 
29. u • u = 14 = ||u|| 2 31. 

33. (l/V5)(-2i - j) o (l/V5)(2i +j) 

35. 4 37. V285 39. 100 sec 20° = 106.4 lb 

41. a) x = 3 + 6 t,y = lit, z = 2 + 4t 
b ) (x - 3)/6 =y/ll = (z ~ 2)/4 
43. a) x = 1, y = 2 + t, z = 3 b) Ninguno 








59. Elipsoide 61. Hiperboloide de dos hojas 



65. Seay; = 2 ^fx y girar alrededor del eje x. 

67. x 2 + z 2 = 2 y 

69. a) (4, 3tt/4, 2) b) (275, 3tt/ 4, arccos [ 75 / 5 ]) 
71. (50 75, — 77/6, arccos[l/75]) 

73. (2572/2,-7r/4,-2572/2) 

75. a) r 2 cos 26 = 2z b ) p = 2 sec 20 cos </> esc 2 <f> 
77. (jc - f ) 2 + y 2 = f 79. jc = y 

z z 

m 3 L 3 :l 



SP Solucion de problemas (pagina 831) 

1-3. Demostraciones 5. a) 3^2/2 ~ 2.12 b) V5 ~ 2.24 
7. a) 77/2 Z?) ^(77 abk)k 
c ) y = ^( 77 ab)k 2 

V = \ (area de la base) altura 


















Soluciones de los ejercicios impares A-29 


13. a) Tension: 2V3/3 « 1.1547 lb 

Magnitud de u: V3/3 « 0.5774 lb 

b) T = sec 0; ||u|| = tan 0\ Dominio: 0 ° < 6 < 90° 


e 

0° 

10° 

20° 

30° 

T 

1 

1.0154 

1.0642 

1.1547 

|u|| 

0 

0.1763 

0.3640 

0.5774 


e 

o 

O 

o 

o 

o 

O 

T 

1.3054 

1.5557 

2 

|u|| 

0.8391 

1.1918 

1.7321 


d) 



Ambas son funciones 
crecientes. 


f ) lim T = oo y lim llull = oo 

0—>7t/2 0—»7t/2~ 

Sf. Cuando 6 aumenta, tambien aumentan T y ||u||. 
15. <0,0, cos a sen f3 — cos /3 sen a ); demostracion 

17. D = 

|w • (u x v)| |(u x y) • w| |u • (v x w)| 

ll u x v ll ll u x v ll ll u x v ll 

19. Demostracion 



Capftulo 12 

Seccion 12.1 (pagina 839) 

1. (—oo, — 1) U (—1, oo) 3. (0, oo) 

5. [0, oo) 7. (— 00 , 00 ) 

9. a) b) j c) + l) 2 i - d) + 4)i - Arj 

11. a) ln2i + + 6k b ) No es posible 

c) ln(f - 4)1 + j + 3(f - 4)k 

d) ln(l + Af)i - + 3A?k 

13. Vf(l + 25r) 

15. r(f) = 3d + rj + 2tk 
x = 31, y = t, z = 2t 

17. r(^) Ug (—2 + t) i + (5 — t) j + (—3 + 12^)k 

x = ~2 + t,y = 5 — t, z = —3 + 12 1 

19. t 2 (5t - 1); No, el producto punto es un escalar. 

21. b 22. c 23. d 24. a 

25. a) (-20,0,0) b) (10,20,10) 
c) (0,0,20) d) (20,0,0) 





Parabola 



Helice 

a) La helice se traslada hacia atras sobre el 
ejex. 

b) La altura de la helice aumenta a mayor 
velocidad. 

c) La orientacion de la grafica se invierte. 

d) El eje de la helice es el eje x. 

e ) El radio de la helice aumenta de 2 a 6. 


49 a 55. Las respuestas varian. 

57. Las respuestas varian. Ejemplo de respuesta: 
iT(f) = t\ + t 2 j, 0 < t < 2 
r 2 (t) = (2 - f)i + 4j, 0 < f < 2 
r 3 (r) = (4 - t)i, 0 < t < 4 

















































A-30 Soluciones de los ejercicios impares 



r (f) = (1 + sen t) i + V2 cos fj + (1 — sen f)k y 
r(t) = (1 + sen r)i — V2 cos fj + (1 — sen t) k 

65. 



r(f) = ti + t j + V4 — / 2 k 
67. Sea x = t,y = 2t cos ty z = 2t sen t. Entonces 

y 2 + z 2 = (2f cos t ) 2 + (2f sen ?) 2 = 4^ 2 cos 2 t + At 2 sen 2 t 
= 4^ 2 (cos 2 t + sen 2 t) = At 2 . 

Porque x = t, y 2 + z 2 = Ax 2 . 



69. 7ri j 71.0 73. i + j + k 

75. (-oo,0), (0, oo) 77. [-1, 1] 

79. (— 7t/2 + U7T, 7t/2 + n7r), n es un entero. 

81. a) s(^) = t 2 i A- (t — 3)j + {t A- 3)k 

b ) s(f) = (r 2 - 2)i + (t - 3)j + tk 

c ) s(^) = t 2 i A- + 2)j + tk 

83. Las respuestas varian. Ejemplo de respuesta: 



85 a 87. Demostraciones 89. Si; si 91. No necesariamente 
93. Verdadero 95. Verdadero 


Seccion 12.2 (pagina 848) 

1. r(2) = 4i + 2j 3. r(2) = 4i + 

r'(2) = 4i + j r'(2) = 4i — 




r'(f 0 ) es tangente a la 
curva en t Q . 

5. r(ir/2) = j 
r '(vr/2) = -i 



r'(/ 0 ) es tangente a la 
curva en t 0 . 

7. r(0) = i + j 

r'(0) = i + 2j 

y 



r'(t 0 ) es tangente a la 
curva en t n . 


r'(r 0 ) es tangente a la 
curva en t n . 



15. 6i - 14?j + 3t 2 k 17. -3a sen?cos 2 ti + 3asen 2 rcosrj 

19. -e-n + + 5^0k 

21 . (sen t + t cos t , cos t — t senr, 1) 

23. a) 3r 2 i + rj b) 6ti + j c) 18t 3 + t 
25. a) —A sen fi + 4 cos t} b) —A cos ti — A sen t} 

27. a) ti — j + ^ 2 k b) i + £k c) t 3 /2 A- t 
29. a) (t cos t , t sen 1) 

Z?) (cos t — t sen t , sen t A- t cos t , 0) c) t 
r'(—1/4) 1 


c) 0 


31. 


M-1/4)|| 
r"(— 1/4) 

||r"(— 1/4) || 27 tt 4 + 4 


JAtt + 1 
1 


(V27ri + V27rj — k) 

(— ^/27r 2 i + A /277 2 j + 4k) 



























Soluciones de los ejercicios impares A-31 


33. (—00, 0), (0, 00) 35. (mr/2, (n + 1)77/2) 

37. (— 00 , 00 ) 39. (— 00 , 0), (0, 00 ) 

41. (— 7t/2 + iiTT, tt/2 + hit), it es un entero. 

43. a) i + 3j + 2tk b) 2k c) 8 1 + 9t 2 + 5 t 4 

d) -i + (9 - 2?)j + ( 6 1 - 3f 2 )k 

e) 8r 3 i + (12r 2 - 4r 3 )j + (3r 2 - 24t)k 

/) (10 + 2f 2 )/VlO + t 2 

45. a) It 6 6) 12r 5 i - 5f 4 j 

/_ — 7 sen t cos t _\ 

47. 0(t) = a r CC0S ^-y======-^=======j 


Maximo: 

Mmimo: 

Ortogonal: 




49. r'(0 = 3i - 2ti 51. r'(f) = 2d + 2k 

53. r 2 i + tj + fk + C 55. In d + tj - \t 5 ' 2 k + C 

57. ( t 2 - f)i + r 4 j + 2r 3/2 k + C 

59. tan ri + arctan tj + C 61. 4i + |j — k 

63. a\ + a\ + (7r/2)k 

65. 2i + (e 2 - l)j - (e 2 + l)k 

67. 2e 2t \ + 3(e f - l)j 69. 600V3d + (-161 2 + 6OO0j 
71. ((2 - e~ t2 )/2)i + (e-< - 2)j + (r + l)k 
73. Ver la “Definition de la derivada de una funcion vectorial” y la 
figura 12.8 en la pagina 842. 

75. Las tres componentes de u son funciones crecientes de t en t = t 0 . 
77 a 83. Demostraciones 

85. a) s_ L a curva es una cicloide. 


.fYYYYYY 


b) El maximo de ||r'|| es 2; el mmimo de ||r'| es 0. El maximo 
y el mini mo de ||r"|| es 1. 

87. Demostracion 89. Verdadero 

91. Falso: Sea r(f) = cos t\ + senfj + k, entonces d/dl[\\ r(/)||] = 0, 
pero ||r'(f)|| = 1. 

Seccion 12.3 (pagina 856) 

1. v(l) = 3i + j 3. v(2) = 4i + j 

a(l) = 0 a (2) = 2i 




5. v(l) = 2i + 3j 
a(l) = 2 i + 6 j 


7. v(ir/4) = - V 2 i + V 2 j 
a(ir/4) = -72i - V2j 




9. v(tt) = 2 i 
a(ir) = -j 



||v(f)|| = V 35 

a (t) = 0 


13. \(t) = i + 2ti + tk 

IkWH = Vi + 5? 

a (t) = 2 j + k 


15. v(t) = i + j - (t/J 9 - t 2 )k 
HOII = V(18 - t 2 )/(9 - F) 


a(f) = (-9/(9 - t 2 ) 3 / 2 )k 
17. \(t) = 4i — 3 sen^j + 3 cos £k 


a(^) = — 3 cos t j — 3 sen tk 

19. \(t) = (e t cos t — e x sen t)i + (e f sen t + e f cos £)j + e f k 

l|v(f)ll = e'V3 

a (t) = — 2e‘ sen ti + 2e‘ cos f j + e'k 
21. a) x « 1 + t b) (1.100, -1.200,0.325) 
y = — 1 — 2t 

Z = \ + \t 

23. y(t) = t(i + j + k) 
rW = (i 2 /2)(i + j + k) 
r (2) = 2(i + j + k) 

25. v(t) = {t 2 /2 + |)j + (t 2 /2 - i)k 

r(t) = (t 3 /6 + \t- y)j + (t 3 /6 ~\t + j)k 
r(2) = yj + |k 

27. \(t) = — sen ti + cos t j + k 
r (t) = cos ti + sen + tk 
r(2) = (cos 2)i + (sen2)j + 2k 
29. r(f) = 44V3d + (10 + 44 1 - 16t 2 )} 


50 



31. v 0 = 40 pies/s; 78 pies 33. Demostracion 
35. a ) y= -0.004x 2 + 0.37.x + 6 

r (t) = ti + (-0.004 1 2 + 0.37t + 6)j 































A-32 


Soluciones de los ejercicios impares 


b) 



c ) 14.56 pies 

d) Velocidad inicial: 67.4 pies/s; 
6 « 20.14° 


37. a) r(?) = (yy cos 0 o )ti + [3 + iyy sen 6 0 )t - 16t 2 ] j 
b) 100 



El angulo mmimo parece ser 6 0 = 20°. 
c) 6 0 « 19.38° 

39. a) v 0 = 28.78 pies/s; 0 = 58.28° Z?) v 0 ~ 32 pies/s 
41. 1.91° 



Altura maxima: 2.1 pies 
Rango: 46.6 pies 



Altura maxima: 10.0 pies 
Rango: 227.8 pies 



e) 


Altura maxima: 34.0 pies 
Rango: 136.1 pies 
60 



f) 


Altura maxima: 166.5 pies 
Rango: 666.1 pies 

300 



Altura maxima: 51.0 pies Altura maxima: 249.8 pies 

Rango: 117.9 pies Rango: 576.9 pies 

45. Altura maxima: 129.1m 
Rango: 886.3 m 

47. v(7) = bco[( 1 — cos cot) i + sen cot j] 
a (t) = bco 2 (sen coti + cos cot\) 

a ) ||v(f)|| = 0 cuando cot = 0, 277, 477,. . . 

b) ||v(f)|| es maximo cuando cot = 77 , 377,. . . 

49. \(t) = — bco sen coti + bco cos cot j 

\{t) • r(?) = 0 

51. a(Y) = — Z?ct) 2 (cos cod + senwtj) = — co 2 r(t)\ a(7) es un multiplo 
negativo de un vector unitario desde (0, 0) hasta (cos cot , sen cot), 
asf st(t) esta dirigida hacia el origen. 

53. 8 VlO pies/s 55 a 57. Demostraciones 
59. a) v(r) = —6 send + 3 cos rj 
||v(f)|| = 3V3 sen 2 t + 1 
a (?) = — 6 cos d - 3 sen t j 


t 

0 

77/4 

77/2 

2 it/3 

77 

Velocidad 

3 

3 VI 0/2 

6 

3 Vl3/2 

3 



J) La velocidad aumenta cuando 
el angulo entre v y a se encuen- 
tra en el intervalo [ 0 , 7 r/ 2 ),y dis- 
minuye cuando el angulo se en- 
cuentra en el intervalo ( 77 / 2 , 77]. 


61. La velocidad de un objeto tiene magnitud y direccion de movi- 
miento, mientras que la rapidez solo tiene magnitud. 

63. a ) Velocidad: r 2 '(t) = 2r/(2 1) 

Aceleracion: r 2 "(t) = 4r 1 // (2^) 
b) En general, si r 3 (t) = r ^cot), entonces: 

Velocidad: r 3 / (?) = cor x \cot) 

Aceleracion: r 3 "(t) = co 2 r/'(cot) 

65. Falso; la aceleracion es la derivada de la velocidad. 

67. Verdadero. 


Seccion 12.4 (pagina 865) 



y 



5. T(l) = (V2/2)(i + j) 7. T(tt/4) = (V2/2)(-i + j) 

9. T(e) = (3d - j)/V9e 2 + 1 « 0.9926i - 0.1217J 
11. T(0) = (V2/2)(i + k) 13. T(0) = (VlO/lo)(3j + k) 
X = t X = 3 


15. 


17. 


y = 0 y = 3t 

z = t z = t 

T(tt/4) =j(-V2, V2.0) 
x — — V2 1 

y — a/2 + t 
z = 4 



19. Recta tangente: x = 1 + t, y = t, z = l + \t 
r(l.l) - <1.1, 0.1, 1.05) 

21. 1.2° 23. N(2) = (V5/5)(-2i + j) 

25. N(2) = j-V5/5)(2i - j) 

27. N(l) = (-yi4/14)(i - 2j + 3k) 

29. N(3tt/ 4) = (V2/2)(i - j) 
































































Soluciones de los ejercicios impares 


A-33 


31. v(t) = 4i 
a (t) = 0 

T(f) = i 

N(Y) no esta definido. La 
trayectoria es una recta y 
la velocidad es constante. 
35. T(l) = (V2/2)(i - j) 
N(l) = (V2/2)(i + j) 

Grp 

39. T(0) = (75/5) (i - 2j) 
N(0) = (V5/5)(2i + j) 
a T = — 7V5/5 
6-y/S/5 

43. T(Y 0 ) = (cos (ot 0 )\ + (sen 


33. \(t) = 8 t\ 
st{t) = 8i 

T (t) = i 

N(t) no esta definido. La 
trayectoria es una recta y 
la velocidad es variable. 

37. T(l) = (- V5/5)(i - 2j) 
N(l) = (—V5/5)(2i + j) 
a T = 1475/5 
a N = 875/5 

41. T(tt/ 2) = (72/2)(-i + j) 
N(ir/2) = (-72/2)(i+j) 

a T = Jle^' 2 
a N = ^Jle 77/2 


N(^o) = (—sen oit 0 )i + (cos cot 0 ) j 

Cl rp (jJ 2 


G-^ CO 3 t 0 

45. T(^) = — sen(wt)i + cos(a^)j 
N (t) = — cos(wt)i — sen(atf)j 


0 

£7 jy GO) 2 

47. ||v(t)|| = ao)\ La velocidad es constante porque a T = 0. 
49. r(2) = 2i + ij 

T(2) = (Tl7/17)(4i - j) 

N(2) = (Tl7/17)(i + 4j) 

y 



51. r(l/4) = i + (1/4)j 
T(l/4) = (75/5)(2i + j) 

N(l/4) = (275/5)[-(1/2)1+j] 



53. r(v/4) = 72i + 72 j 
T(ir/4) = (72/2)(—i + j) 
N(tt/ 4) = (72/2)(-i - j) 



55. T(l) = (714/14) (i + 2j - 3k) 
N(l) no esta definido. 


a T no esta definida. 


57. 


59. 


61. 


63. 


a N no esta definida. 

T(V3) = (75/5)[-(73/2)i + (l/2)j + 2k] 
N(tt/3) = —(1/2)1 - (73/2)j 
g^ 0 

a N = 1 

T(l) = (76/6)(i + 2j + k) 

N(l) = (730/30)(-5i + 2j + k) 

5V6/6 
a N = V30/6 

T(0) = (73/3)(i + j + k) 

N(0) = (72/2)(i - j) 



65. T(2) = (7l49/149)(i + 12j + 2k) 

N(2) = (75 513/5 513)(—74i + 6j + k) 
a T = 747149/149 f 

a N = 75 513/149 4 ~ 



y 


67. Sea C una curva suave representada por r en un intervalo abierto I. 
El vector unitario tangente T(?) en t se define como 

T(r) = FW r ' w *°- 

El vector unitario normal principal N (t) en t se define como 

N( ' , 'iJwir T ' < ' ) * 0 - 

Las componentes tangencial y normal de la aceleracion se definen 
como sigue a(f) = a T T(t) + a N N(t). 

69. a) El movimiento de la particula es en lrnea recta. 

b ) La velocidad de la particula es constante. 

71. a) t = a T = ^/2 tt 2 /2, a N = ^Jlir 2 /! 

t 1. G'y 0, 

t = |: a T = — V^7r 2 /2, a N = ^/Itt 2 /! 
b) t = \: creciente porque a T > 0. 
t = 1: maximo porque a T = 0. 
t = 2 : decreciente porque a T < 0. 

73. T(tt/ 2) = (7l7/17)(—4i + k) 

N(tt/ 2) = -j 

B(ir/2) = (TT7/17)(i + 4k) 

75. T(tt/ 4) = (72/2) (j - k) 

N(tt/ 4) = -(72/2)(j + k) 

B(7r/4) = -i 




















A-34 


Soluciones de los ejercicios impares 


77. T(tt/3) = (V5/5)(i - 73 j + k) 
N(t 7/3) = -£(731 + j) 

B(ir/3) = (75/10)(i - 73j - 4k) 

— 32(v 0 sen 0 — 32 1) 

Ut 7v 0 2 cos 2 6 + (v 0 sen# — 32/) 2 
32v 0 cos 6 

Gn 7v 0 2 cos 2 6 + (v 0 sen# — 32/) 2 
En la altura maxima = 0 y a N = 32. 
81. a) r(f) = 60V3d + (5 + 60 1 - I6t 2 )i 



Altura maxima ~ 61.245 pies 
Rango ~ 398.186 pies 
c) v(f) = 60V3i + (60 - 32f)j 
||v(f)|| = 8V16 1 2 - 60 t + 225 
a (t) = — 32j 


t 

0.5 

1.0 

1.5 

Velocidad 

112.85 

107.63 

104.61 


t 

2.0 

2.5 

3.0 

Velocidad 

104 

105.83 

109.98 



-20 


La velocidad es decreciente cuando a T y a N tienen signos 
opuestos. 

83. a) 4V62577 2 + 1 = 314 mi/h 
ft) a T = 0, a N = 1000 tt 2 

a T = 0 porque la velocidad es constante 
85. a) La componente centrfpeta se cuadruplica. 

b) La componente centrfpeta se reduce a la mitad. 

87. 4.82 mi/s 89. 4.67 mi/s 

91. Falso; la aceleracion centrfpeta puede ocurrir con velocidad 
constante. 

93. a) Demostracion b) Demostracion 95 a 97. Demostraciones 

Seccion 12.5 (pagina 877) 




3Vl0 



7. a) r{t) = (50?V2)i + (3 + 50rV2 - 16t 2 )j 
b ) ~ 81 pies c ) 315.5 pies J) 362.9 pies 





37l77r/2 
15. 8.37 


17. 

19. 


21 . 

31. 

37. 

45. 

47. 

51. 

53. 

55. 


57. 


2tt^/ a 2 + b 2 

a) 2V21 « 9.165 b) 9.529 

c) Aumenta el numero de segmentos de recta d ) 9.571 

s s 

a) s = 75 r b) r(i) = 2 cos^y^i + 2 sen-y^j + ~y^k 

c) s = 75: (1.081, 1.683, 1.000) 
j = 4: (-0.433, 1.953, 1.789) 


</) Demostracion 

0 23. f 25. 0 27. 72/2 29. 1 
| 33. 1/a 35. 72/(4avT — COS Cttf) 

75/(1 + 5 t 2 f/ 2 39. | 41. 43. 7726/676 

K = 0, l/K no esta definido. 

^ = 4/17 3 / 2 , 1/tf = 17 3 / 2 / 4 49. = 4, 1/tf = 1/4 

/r = 1/a, 1 /a: = a 
^ = 12/145 3 / 2 , l/K = 145 3 / 2 /12 

a) (x - v/2) 2 +y 2 =l 

b) Porque la curvatura no es tan grande, el radio de curvatura es 
mayor. 

(* - l) 2 + {y - IF = (+ 59. 7 + 2) 2 + (y - 3) 2 = 8 

4 6 



. 71 , 2 ) 





(13713 - 8)/27 
























































Soluciones de los ejercicios impares 


A-35 



63. a) (1,3) b) 0 


65. a ) A"—> oo cuando x —> 0 (No es maximo) b) 0 
67. a) (l/V2, -In 2/2) b) 0 
69. a) (± arcsenh(l), 1) b) 0 
71. (0, 1) 73. (tt/2 + Ktt. 0) 

75. a) s = f + [y'M] 2 + [z'Wpdf = f ||r'WII dt 

Ja Ja 


b) Plano: K = 


d T 


ds 


= llT'O 


Espacio:^M.k^M 

Ik (Oil Ik'(Oil 3 

77. K = \y "\; Si, por ejemplo, y = x 4 tiene curvatura 0 en su mf- 
nimo relativo (0,0). La curvatura es positiva en cualquier otro 
punto de la curva. 

79. Demostracion 

2\6x 2 - 1| 


81. a) K = 


(16x 6 — 16x 4 + 4x 2 + 1) 3/2 

n 2 


2 ) 

l\ 2 



c) 



La curvatura tiende a ser mayor cerca de los extremos de la 
funcion y disminuye cuando x —> ±oo. Sin embargo,/y K 
no tienen los mismos numeros crfticos. 

Numeros crfticos de /: x = 0, ± V2/2 ~ ±0.7071 
Numeros crfticos de K: x = 0, ±0.7647, ±0.4082 
83. a) 12.25 unidades b) \ 85 a 87. Demostraciones 

89. a) 0 b) 0 91. \ 93. Demostracion 

95. K = [1/(4a)] |esc (0/2) | 97. 3 327.5 lb 

Mfnimo: K = l/(4a) 

No hay un maximo. 

99. Demostracion 

101. Falso. Ver la exploration en la pagina 869. 103. Verdadero 
105 a 111 . Demostraciones 


Ejercicios de repaso para el capitulo 12 (pagina 881) 

1. a) Todos son reales, excepto (tt/2) + jttt, n es un entero 
b) Continuo excepto en ( = (tt/2) + utt, n es un entero 
3. a) (0, oo) b) Continuo para todo t > 0 


5 .a) i - V2k b) — 3i + 4j 

c) (2c - l)i + (c - l) 2 j - V^TTk 

d) 2 Ad + At(At ± 2)j — (^/A^ + 3 — x/3)k 






15. rj(r) = 3d + 4fj, 0 < t < 1 
r 2 (t) = 3i + (4 - f)j, 0 < t < 4 
r 3 (t) = (3 - t) i, 0 < t < 3 
17. r(0 = (-2 + It, -3 + 4f, 8 - 10f> 
(La respuesta no es unica.) 



x — t,y = — t,z — 21 2 
23. a) 3i + j fc) 0 c) 4f + 3; 2 
J) -5i + (2r - 2)j + 2f 2 k 
e) (10* - 1)/V10 1 2 — 2t + 1 
/) (fr 3 - 2; 2 )i - 8; 3 j + (9 1 2 - 2t + l)k 
25. x(t) y y(t) son funciones crecientes en t = t Q y z(t) es una funcion 
decreciente en t = t 0 . 

27. sen d + (t sen t + cos *)j + C 
29. \{t >/1 + * 2 + In|^ + vTTT 2 !) + C 
31. f j 33. 2(e - l)i - 8j - 2k 

35. r(t) = (t 2 + l)i + (ti + 2)j - (e~ f + 4)k 
37. v(r) = 4i + 3* 2 j - k 
||v(t)|| = V17 + 9 1 4 
a (t) = 6/j 

39. v(f) = ( — 3 cos 2 t sen *, 3 sen 2 t cos t, 3) 

||v(*)|| = 3 Vsen 2 * cos 2 t + 1 

a(*) = (3 cos *(2 sen 2 * — cos 2 1), 3 sen t(2 cos 2 t — sen 2 t), 0) 

41. x(t) = t , y(*) = 16 + 8*, z(f) = 2 + \t 
r(4.1) - (0.1, 16.8, 2.05) 

43. ~ 191.0 pies 45. ~ 38.1 m/s 
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Soluciones de los ejercicios impares 


47. v = -i + 3j 

IMI = TIo 

a = 0 
a • T = 0 

a • N no existe. 

51. v = e f \ — 

||v|| = Je 2t + e~ 2t 
a = e r \ + 

e 2t — e~ 2t 

a ^ -J e 2t + e~ 2t 

3 ' N = Ve 2 ' + e~ 2r 
55. x = - V3£ + 1 
y — t + V3 



49. v = i + [l/M)]j 
||v|| = V4f + 1/(2 Vf) 
a = [-l/(4/Vf)]j 
a • T = — l/(4l7l74? + l) 

a • N = 1/(2*V47TT) 

53. v = i + 2t j + £k 
||y|| = Vl + 5t 2 


a = 2j + k 


a • T = 
a • N = 


5 1 

Vl + 5 1 2 
V5 

Vl + 5? 2 


57. 4.58 mi/s 




3V29 V65tt/2 

67. 0 69. (2 V5)/(4 + 5f 2 ) 3 / 2 71. 72/3 

73. K = 717/289; r = 17TT7 75. K = 72/4; r = 272 

77. La curvatura cambia bruscamente de cero a una constante no 
cero en los puntos B y C. 

SP Solucion de problemas (pagina 883) 

1. a) a b) Tra c) K = ira 

3. Velocidad inicial: 447.21 pies/s; 0 — 63.43° 

5 a 7. Demostraciones 
9. Tangente unitario: ( — f, 0, f) 

Normal unitario: (0, —1,0) 

Binormal: (f, 0, f) 




C) K = [ 7 T( 7 T 2 t 2 + 2 )\/( 7 T 2 t 2 + l) 3 /2 
tf(0) = 2 tt 

K(l) = [77(77 2 + 2)]/(tt 2 + l) 3 / 2 - 1.04 
K( 2) - 0.51 


J) 



e) lim 7^ = 0 

t —>00 


/) Cuando t—>o o, la grafica forma una espiral hacia afuera y 
la curva decrece. 


Capftulo 13 

Seccion 13.1 (pagina 894) 

1 . No es una funcion porque para algunos valores de x y y (por ejem- 
plo x = y = 0) hay dos valores de z. 

3. z es una funcion de x y y. 5. z no es una funcion de x y y. 

7. a) 6 b) -4 c ) 150 d) 5y e) 2x /) 5 1 

9. a) 5 b) 3e 2 c ) 2/e d) 5e y e) xe 2 f) te f 

11 . a) I b) 0 c) d) -y 

13. a) 72 b) 3 sen 1 c) -373/2 d) 4 

15. a) -4 b) -6 c) -f d) f 

17. a) 2, Ax ¥= 0 b) 2 y + Ay, Ay ^ 0 

19. Dominio: {(x, y): x, y son cualquier numero real} 

Rango: z > 0 

21. Dominio: {(x, y): y > 0} 

Rango: Todos los numeros reales 
23. Dominio: {(x, y): x ¥= 0, y ¥= 0} 

Rango: Todos los numeros reales 
25. Dominio: {(x, y): x 2 + y 2 < 4} 

Rango: 0 < z < 2 

27. Dominio: {(x, y): —1 <x + y< 1} 

Rango: 0 < z ^ tt 
29. Dominio: {(x, y): y < —x + 4} 

Rango: Todos los numeros reales 
31. a) (20,0,0) b) (-15,10,20) 
c) (20, 15, 25) d) (20, 20, 0) 




11 . a) Demostracion b) Demostracion 





































Soluciones de los ejercicios impares 


A-37 



Tasa de inflacion 

Tasa de impuesto 

0 

0.03 

0.05 

0 

$1 790.85 

$1 332.56 

$1 099.43 

0.28 

$1 526.43 

$1 135.80 

$937.09 

0.35 

$1 466.07 

$1 090.90 

$900.04 






45. c 46. d 47. b 48. a 

49. Rectas: x + y = c 



51. Elipses: x 2 + 4 y 2 = c 
(exceptov 2 + 4y 2 = 0 
que es el punto (0, 0)) 


y 



53. Hiperbolas: xy = c 


y 



55. Circulos que pasan por (0, 0) 
y con centra en (1/ (2c), 0) 



57. 


6 



59. 


4 



61. La grafica de una funcion de dos variables es el conjunto de todos 
los puntos (. x , y, z) para los cuales z = f(x, y) y donde (x, y) esta 
en el dominio de/. La grafica puede ser interpretada como una su- 
perficie en el espacio. Las curvas de nivel son los campos escala- 
res f(x, y) = c, donde c es una constante. 

63. f(x, y) = x/y; las curvas de nivel son las rectas y = (1 /c)x. 

65. La superficie puede tener la forma de una silla de montar. Por 
ejemplo, sea f(x, y) = xy. La grafica no es unica: cualquier tras- 
lacion vertical producira las mismas curvas de nivel. 




71. 



75. a) 243 pies-tablon 
b) 507 pies-tablon 


79. Demostracion 


81. C = 1.20 xy + 1.50(jcz + yz) 

83. a) k = 5J f 

b) P = 520r/(3V) 

Las curvas de nivel son rectas. 

85. a) C b) A c) B 

87. a) No; las curvas de nivel son irregulares y estan espaciadas 
esporadicamente. 
b ) Utilizar mas colores. 

89. Falso: sea f(x,y) =4. 91. Verdadero 

Seccion 13.2 (pagina 904) 

1 a 3. Demostraciones 5. 1 7. 12 9. 9, continua 

11. e 2 , continua 13. 0, continua para y =f= 0 
15. continua, excepto en (0, 0) 17. 0, continua 

19. 0, continua para xy ^ l,\xy\ < 1 
21. 2V2, continua para v + y + z>0 23. 0 

25. No existe el limite. 27. 4 29. No existe el limite. 

31. No existe el limite. 33. 0 

35. No existe el limite. 37. Continua, 1 
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Soluciones de los ejercicios impares 


39. 


(*,30 

( 1 , 0 ) 

(0.5, 0) 

( 0 . 1 , 0 ) 

( 0 . 01 , 0 ) 

( 0 . 001 , 0 ) 

f(x,y) 

0 

0 

0 

0 

0 


51. No existe el limite. 


y = 0 : 0 


(*,30 

(l.D 

(0.5, 0.5) 

(0.1, 0.1) 

f(x,y ) 

1 

2 

1 

2 

1 

2 


(*,30 

(0.01, 0.01) 

(0.001, 0.001) 

f(x,y ) 

1 

2 

1 

2 


y = *'■ 2 

No existe el limite. 
Continua excepto en (0, 0) 


41. 


(*,30 

(l.D 

(0.25, 0.5) 

(0.01,0.1) 

f(x,y ) 

1 

2 

1 

2 

1 

2 


(*,30 

(0.0001, 0.01) 

(0.000001, 0.001) 

f(x,y) 

1 

2 

1 

2 


2 1 
x = y • -2 


(*,30 

(-l.D 

(-0.25, 0.5) 

(-0.01,0.1) 

f(x,y) 

1 

2 

1 

2 

1 

2 


(*,30 

(-0.0001,0.01) 

(-0.000001,0.001) 

f(x,y ) 

1 

2 

1 

2 


2 1 

x = ~y . 2 

No existe el limite. 

Continua excepto en (0, 0) 

43. /es continua. y es continua excepto en (0, 0). y tiene una disconti¬ 
nued removible en ( 0 , 0 ). 

45. /es continua. g es continua excepto en (0, 0). 
g tiene una discontinuidad removible en ( 0 , 0 ). 


47. 0 


49. No existe el limite. 





79. Verdadero 81. Falso: sea/(x, y) = 


53. 0 55. 0 57. 1 59. 1 61. 0 

63. Continua excepto en (0, 0, 0) 65. Continua 

67. Continua 69. Continua 
71. Continua para y ^ 2x/3 73. a) 2x b) —4 

75. a) l/y b) -x/y 2 77. a) 3 + y b) x — 2 

fln(x 2 + y 2 ), x ¥= 0 , y ¥= 0 
[0, x = 0 , y = O' 

83. a) (1 + a 2 )/a, a =t= 0 b ) No existe el limite. 

c) No, el limite no existe. Trayectorias diferentes dan lfmites 
distintos. 

85. 0 87. 7 t /2 89. Demostracion 

91. Ver la “Definicion del limite de una funcion de dos variables”, en 
la pagina 899; mostrar que el valor de lim /(x, y) no es el 

(x, y)^(x 0 ,y 0 ) 

mismo para dos diferentes trayectorias hacia (x 0 ,y 0 ). 

93. a) Verdadero. Para hallar el primer limite, sustituir (2, 3) por 
(x, y). Para hallar el segundo limite, sustituir 3 por y para en- 
contrar una funcion de x. Entonces sustituir 2 por x. 

b) Falso. La convergencia de una trayectoria no implica la con¬ 
vergence de todas las trayectorias. 

c) Falso. Sea/(*, y) = 4^ I ^ I 3 J 2 ) • 

d) Verdadero. Cuando se multiplica por cero a cualquier nume- 
ro real, siempre se obtiene cero. 

Seccion 13.3 (pagina 914) 

1. f x (4, 1 ) < 0 3. f y (4, 1 ) > 0 

5. No. Porque al calcular la derivada parcial con respecto a y, se con- 
sidera a x constante. De manera que el denominador se considera 
como una constante y no contiene variables. 

7. Si. Porque al calcular la derivada parcial con respecto a x, se con¬ 
sidera a y constante. De manera que tanto el numerador como el 
denominador contienen variables. 

9- fx (x, y) = 2 11 . f x (x, y) = 2xy 3 

f y (x, y) = —5 f y (x, y) = 3x 2 y 2 

13. dz/dx = Vy 15. dz/dx = 2x - 4y 

dz/dy = x/(2^/y) dz/dy = — 4x + 6 y 

17. dz/dx = ye*y 19. dz/dx = 2xe 2 ? 

dz/dy = xe^ dz/dy = 2x 2 e 2y 

21. dz/dx = 1/x 23. dz/dx = 2x/(x 2 + y 2 ) 

dz/dy = - l/y dz/dy = 2 y/(x 2 + y 2 ) 

25. dz/dx = (x 3 - 3y 3 )/(x 2 y) 
dz/dy = ( x 3 + 12 y 3 )/( 2 xy 2 ) 

27. h x (x,y) = —2xe~( x2+y2 ^ 29. f x (x, y) = x/Jx 2 + y 2 

h y (x, y) = -2 ye-^+y 2 ) f y (x, y) = y/Jx 2 + y 2 

31. dz/dx = —y senxy 33. dz/dx = 2 sec 2 (2x - y) 

dz/dy = —x senxy dz/dy = — sec 2 ( 2 x — y) 

































































Soluciones de los ejercicios impares 


A-39 


35. dz/dx = ye y cos xy 

dz/dy = e y (xcosxy + senxy) 


37. dz/dx = 2 cosh(2x 
dz/dy = 3 cosh(2x 
41. f x (x,y) = 3 
f y (x,y) = 2 
45. dz/dx = — 1 
dz/dy — 0 
49. dz/dx = \ 
dz/dy = I 
53. g x ( 1 , 1 ) = -2 

gy(h 1) = -2 

55. 


3 y) 
3 y) 


39. f x (x,y) = l -x 2 
f y (x,y) = y 2 ~ 1 
43. f x (x,y) = 1 /( 2 Vx + y ) 
f y (x,y) = 1/(2 Jx + y) 
47. dz/ dx = — 1 
dz/dy - ^ 

51. dz/dx - 
dz/dy = \ 




18 


59. H x (x,y , z) = cos(x + 2y + 3z) 
H y (x, y, z) — 2 cos(x + 2 y + 3z) 
/7 z (x, y, z) = 3 cos(x + 2 y + 3z) 
dw x 


61. 


dx V * 2 + y 2 + z 2 
dw _ y 

~dy ~ Vx 2 + y 2 + z^ 

dw _ _z_ 

dz Jx 2 + y 2 + z 2 
65. f x = 3;f y = 1 ;/ z = 2 
69. /, = 0;/ v = 0;/; = 1 
d 2 z 

71 - ^ = ° 

d 2 Z 

^2 = 6x 
dy 

d 2 Z 


63. v, z) = 
F y (x,y,z) = 
F z {x,y,z) = 


x 2 + y 2 + z 2 

y 


yVV, -' , " / x 2 + y 2 + z 2 


r 2 + y 2 + z 2 


67. f x = Ufy = 1 -J z = 1 

d 2 z 


73 


= 2 
= 6 


d 2 Z 


dydx dxdy 


= 6 y 


75. 


79. 


d 2 z _ y 2 

dx 2 (x 2 + y 2 ) 3 / 2 
d 2 z _ x 2 

dy 2 (x 2 + y 2 ) 3//2 

d 2 Z _ d 2 Z __ 

dydx dxdy (x 2 + y 2 ) 3/2 
d 2 Z 
dx 2 

d 2 Z 2 

^ = — x 2 cos xy 


77. 


dx 2 
d 2 Z 

dy 2 

d 2 Z _ d 2 Z 
dydx dxdy 
d 2 Z 


= -2 


dx 2 


= £ x tany 


d 2 z 

—- = 2 ^ sec 2 y tan y 
dy 2 J ^ 


-xy 


d 2 Z 

dydx 


d 2 Z 

dxdy 


= sec 2 y 


= —y 2 cos xy 


d 2 Z _ d 2 Z 
dydx dxdy 
81. x = 2, y = —2 
85. x = 1, y = 1 


= —xycosxy — senxy 

83. x = — 6 , y = 4 
87. x = 0, y = 0 


89. 


91. 


93. 

95. 

97. 

99. 

101 . 

103. 

105. 

107. 

111 . 


113. 


115. 

117. 

119. 


121 . 

123. 

125. 

127. 


129. 


dz/dx = secy 
dz/dy = x sec y tan y 
d 2 z/dx 2 = 0 

d 2 z/dy 2 = x sec y (sec 2 y + tan 2 y) 
d 2 z/dydx = d 2 z/dxdy = secy tany 

No existen valores de x y y tales que fjx, y) = f y (x, y) = 0. 
dz/dx = (y 2 - x 2 )/[x(x 2 + y 2 )] 
dz/dy = - 2 y/(x 2 + y 2 ) 
d 2 z/dx 2 = (x 4 — 4x 2 y 2 — y 4 )/[x 2 (x 2 + y 2 ) 2 ] 
d 2 z/dy 2 = 2 (y 2 — x 2 )/(x 2 + y 2 ) 2 
d 2 z/dydx = d 2 z/dxdy = 4xy/(x 2 + y 2 ) 2 
No existen valores de x y y tales que ^(x, y) = /^(x, y) = 0. 
fxyy (x, y , z) = f yX y (x, y, z) = fyy X (x, y,z)= 0 
fxyy (x, y, z) = f yxy (x, y, z) = f yyx (x, y, z) = Z 2 e~ x sen yz 
d 2 z/dx 2 + d 2 z/dy 2 = 0 + 0 = 0 
d 2 z/dx 2 + d 2 z/dy 2 = sen y — e x sen y = 0 
d 2 z/dt 2 = — c 2 sen(x — ct ) = c 2 (d 2 z/dx 2 ) 
d 2 z/dt 2 = ~c 2 /(x + cr ) 2 = c 2 {d 2 z/ dx 2 ) 
dz/ dt = — e -7 cos x/c = c 2 (d 2 z/dx 2 ) 

Si, /(x, y) = cos(3x — 2 y). 109. 0 

Si z = /(x, y), entonces para encontrar f x se considera a y como 
constante y se deriva con respecto a x. De la misma forma, para 
encontrar f y se considera a x como constante y se deriva con res¬ 
pecto a y. 



Las derivadas parciales combinadas son iguales. Ver teorema 13.3. 
a) 72 b) 72 

= 12 , 10 )= 10 


El IQ crece con una razon de 10 puntos por ano de edad mental 
cuando la edad mental es de 12 y la edad cronologica es de 10 . 


iQc 


100 M 

c 2 


,IQ C ( 12 , 10) = -12 


El IQ disminuye con una razon de 12 puntos por ano de edad men¬ 
tal cuando la edad mental es de 12 y la edad cronologica es de 10 . 
Un incremento en el costo de la comida y alojamiento o en el de 
la matrfcula causara una disminucion del numero de solicitantes. 
dT/dx = — 2.4°/m, dT/dy = -9°/m 
T = PV/(nR) dT/dP = V/(nR ) 

P = nRT/V => dP/dV = - nRT/V 2 
V = nRT/P => dV/dT = nR/P 

dT/dP • dP/dV • dV/dT = - nRT/(VP) = -nRT/(nRT) = -1 

a) dz/dx = —0.92; dz/dy = 1.03 

b) Cuando el consumo de la leche de sabor (x) crece, el consu- 
mo de las leches light y descremada (z) disminuye. Cuando 
el consumo de la leche baja en grasas (y) disminuye, el con¬ 
sumo de la leche descremada tambien disminuye. 

Falso; sea z = x + y + 1. 131. Verdadero 
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Soluciones de los ejercicios impares 


133. a) f x (x,y) 
f y (x,y ) 


y(x 4 + 4 x 2 y 2 — y 4 ) 
(x 2 + y 2 ) 2 
x(x 4 — 4x 2 y 2 — y 4 ) 
(x 2 + y 2 ) 2 


b) f x (0, 0) = 0, f y (0, 0) = 0 

c) 4 ( 0 , 0 ) = - 1 , 4 ( 0 , 0 ) = 1 

d) 4 0 4 0 am ^ as no son continuas en ( 0 , 0 ). 
135. a) 40,0) = 1,40,0) = 1 

b) f x (x, y) y f(x, y) no existen cuando y = — x. 

Seccion 13.4 (pagina 923) 


1 . dz = 4 xy 3 dx + 6 x 2 y 2 dy 

3. dz = 2(x dx + y dy)/(x 2 + y 2 ) 2 

5. dz = (cos y + y sen x) dx — (x sen y + cos x) dy 

7. dz = ( e x seny) dx + ( e x cos y) dy 

9. dw = 2z 3 y cos xdx + 2z 3 sen xdy + 6 z 2 y sen xdz 

11 . a) /( 2 , 1 ) = 1 ,/( 2 . 1 , 1.05) = 1.05, Az = 0.05 
b) dz = 0.05 

13. a) /( 2 , 1 ) = 11 ,/( 2 . 1 , 1.05) = 10.4875, Az = -0.5125 
b) dz = -0.5 

15. a) /(2, 1) = e 2 « 7.3891,/(2.1, 1.05) = 1.05e 21 - 8.5745, 
Az - 1.1854 
b) dz - 1.1084 

17. 0.44 19. -0.012 

21 . Siz = fix, y) y Ax y Ay son incrementos de x y y, y x y y son 
variables independientes, entonces el diferencial total de la varia¬ 
ble dependiente z es 

dz = ( dz / dx) dx + ( dz/dy ) dy = f x (x, y) Ax + f y (x, y) Ay. 

23. La aproximacion de Az por dz se llama una aproximacion lineal, 
donde dz representa el cambio en la altura del piano tangente a 
la superficie en el punto P(x 0 , y 0 ). 

25. dA = hdl + l dh 


dA 



dA 


l M 


A A - dA = dl dh 


Ar 

Ah 

dV 

AV 

AV -dV 

0.1 

0.1 

8.3776 

8.5462 

0.1686 

0.1 

- 0.1 

5.0265 

5.0255 

- 0.0010 

0.001 

0.002 

0.1005 

0.1006 

0.0001 

- 0.0001 

0.0002 

-0.0034 

-0.0034 

0.0000 


29. a) dz = —0.92 dx + 1.03 dy 
b) dz = ±0.4875; dz/z - 8.1% 

31. 10% 33. dC = ±2.4418; dC/C = 19% 

35. a) V = 18 sen 0 ft 3 ; 6 = i r/2 
b) 1.047 ft 3 

37. 10% 39. L ~ 8.096 x 10 -4 ± 6.6 x 10 -6 microhenrys 


41 . Las respuestas varian. 
Ejemplo: 

E | = Ax 


43. Las respuestas varian. 
Ejemplo: 
s 1 = y Ax 

s 2 = 0 s 2 — 2x Ax + (Ax ) 2 

45 a 47. Demostraciones 

Seccion 13.5 (pagina) 931 

1. 26? 3. <ri(sen t + cos t) 5. a) y b) - e 

7. a) y b) 2e 2t 9. a) y b) 3(2 1 2 - 1) 

4 


11. -11V29/29 - -2.04 

15. dw/ds = 4s, 4 
dw/dt = 4 1, 0 
19. dw/dr = 2 rj 6 2 


13. 


7 ; 1 


4 + 

17. dw/ds = 5 cos(5s - ?), 0 
dw/dt = -cos(5s - ?), 0 
21 . dw/dr = 0 


dw/d6 = —2 r 2 / 6 3 


dw/90= 1 

^ = t 2 (3s 2 - t 2 ) 
ds 

25. 

— = te sl ~ t2 {2s 2 + 1 ) 
ds 

^7 = 2 st{s 2 - It 2 ) 
dt 


— — se s2 ~ t2 i 1 — 2t 2 ) 
dt 

y — 2 x + 1 

29. 

x 2 + y 2 + x 

2 y — x + 1 

1 

* 

+ 

+ 

Vi 

dz _ —x 
dx z 

33. 

dz _ X 

dx y + z 


27. 

31. 


4 _ zZ 

dy z 

35 4 = ~ sec 2 (x + y) 

5x sec 2 (y + z) 

dz _ 1 sec 2 (x + y) 

dy sec 2 (y + z) 


39. 


riw 


y + w 


dx x — z 
dw _ X + z 
dy x — z 
dw _ w — y 
dz x - z 

43. a) f(tx, ty) = 


4 

dy 

37 .^ = - 

dx 


4 _ 

dy 

dw 

dx 

dw 

dy 

dw 

dz 


y + z 
(ze xz + y) 
xe xz 


41. 


y senxy 
z 

x sen xy — z cos yz 

z 

y cos yz + w 


(tx)(ty) 


vw + w 

b) xf x {x, y) + yf (x, y) = 


= t 


xy 


xy 


= 1 f(x,y) 


) = tf(x, y); 


‘ /3;V , ' 7/ Jx 2 + y 2 
45. a) f(tx, ty) = e tx/ty = e x/y = fix, y); n = 0 

b) xf x (x, y ) + y/>, y) = ^ ^ = 0 


47. 

47 

49. 

dw/dt = 

51. 

dy 

fx(x, y) 

dx 

fy(x, y) 


4 _ 

fx(x, y, z) 


dx 

f z (x, y, z) 


dz _ 

fy(x, y, z) 


dy 

f z {x, y, z) 

53. 

4 608 

7rpulg 3 /min; 

re 

dT _ 

1 

\dp 


dt 

m R 

V . v 
dt 

59. 

Demostracion 61. 


rfV' 


57. 28m cm 2 /s 


63 a 65. Demostraciones 









































Soluciones de los ejercicios impares 
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Seccion 13.6 (pagina 942) 

1.1 3.-1 5. -e 7. 9. 273/3 11. | 

13. Jl{x + y) 15. [(2 + 73)/2] cos(2x + y) 17. 6 

19. -8/75 21. 3i + lOj 23. 4i - j 25. 6i - lOj - 8k 

27. 372 29. 275/5 31. 2[(x + y)i + xj]; 272 

33. tanyi + x sec 2 yj, 7l7 35. e~ x (— yi + j); 726 

37. i 39. >z(yzi + 2xzj + 2xyk); 733 

v * 2 + y z + z 



43. a) -5^2/12 b ) | c) d ) 

45. VI3/6 


47. fl ) 


49. a) 


Las respuestas varian. Ejemplo: — 

2 • - J_ • x 2. J_ • 

5 1 + 10 J c ) 5 1 10 J 

En direccion opuesta al gradiente 



-nyio/6o 

4i + j 


b) D u f( 4, - 3) = 8 cos 0 + 6 sen 6 


D nf 



Generada con Mathematica 


c) 0 ~ 2.21, 0 - 5.36 
Direcciones en las cuales 
no hay cambio en / 

J) 0 ~ 0.64, 0 - 3.79 

Direcciones de mayor tasa 
de cambio en/ 
e) 10 ; magnitud de la mayor 
razon de cambio 



Ortogonal a la curva de nivel 

51. — 2i — 3j 53. 3i — j 

55. a) 16i - j b) (T237/257)(16i - j) c) y = 16x - 22 

d) \ 


-5 

-10 


57. a) 61 - 4j b) (7l3/13)(3i - 2j) c) y = \x-\ 



59. La derivada direccional de z = f(x, y) en la direccion de 
u = cos 0 i + sen 0 j es 

D f(x, y ) = Urn + + ^os 0. y ? seng) -/(x, y ) 

v l—>0 t 

si el limite existe. 

61. Ver la definicion en la pagina 936. Ver las propiedades en la pa¬ 
gina 937. 

63. El vector gradiente es normal a las curvas de nivel. 

65. 7(71 - 24j) 



b) El calor no cambia en las direcciones perpendiculares al gra¬ 
diente: ±(i — 6 j). 

c) El aumento es mayor en la direccion del gradiente: 

0 . l. 

-3i - 2 J 

73. Verdadero 75. Verdadero 

77. /(*, y, z) = e x cos y + \z 2 + C 

79. a) Demostracion b) Demostracion 



Seccion 13.7 (pagina 951) 

1. La superficie de nivel se puede escribir como 3x — 5y +3 z =15, 
que es la ecuacion de un piano en el espacio. 

3. La superficie de nivel se puede escribir como 4x 2 + 9y 2 — 4z 2 = 0, 
que es la ecuacion de un cono eliptico en el espacio que se encuen- 
tra en el eje z. 



















A-42 Soluciones de los ejercicios impares 


5. £(3i + 4j + 12k) 7. (V6/6)(i + j + 2k) 

9. (yi45/145)(12i - k) 11. n(4i + 3j + 12k) 

13. (V3/3)(i - j + k) 15. (VTT3/113)(—i - 6V3j + 2k) 


17. 4x + 2j — z = 2 19. 3x + 4y — 5z = 0 

21. 2x — 2y — z — 2 23. 2x + 3y + 3z = 6 

25. 3* + 4y - 25z = 25(1 - In 5) 27. x ~ 4y + 2 Z = 18 

29. 6 x — 3y — 2z = 11 31. x + y + z = 9 

x-3=y-3=z~3 

33. 2x + 4y + z = 14 35. 6 .v — 4y — z — 5 

*-l ^ y-2 ^ z~4 x — 3 _ y — 2 _ z~5 

2 4 1 6-4-1 

37. lOx + 5y + 2z = 30 

x- 1 _ y - 2 _ z-5 

10 “ 5 “ 2 

39. x — y + 2z = 7 i /2 

(* ~ 1 ) = (y ~ l) = z ~ W 4) 

1 -1 2 

. x - 1 y - 1 z — 1 7 x 1 

41. a) —-— =- — = —-— b) —, no son ortogonales 

fl 0 x x-3 y - 3 z — 4 16 

43. a) —-— = —-— =-— b) —, no son ortogonales 


45. a) 


x-3_y-\_z~2 


b) 0 , son ortogonales 


1 5 -4 

47. 86.0° 49. 77.4° 51. (0,3,12) 53. (2,2,-4) 

55. (0,0,0) 57. Demostracion 

59. a) Demostracion b) Demostracion 
61. (- 2 , 1 , - 1 ) o ( 2 , - 1 , 1 ) 

63. F x (x o, y 0 , Zo)(x - x 0 ) + F y (x 0 , >> 0 , z 0 )(y - y 0 ) 

+ F S- X 0’ y<>’ z 0 )fe “ Zo) = o 

65. Las respuestas varian. 

67. a) Recta: x=l,y=l,z=l—f 
Plano: z = 1 

b) Recta: x = — 1, y = 2 + z = — f - t 
Plano: 6 y - 25z - 32 = 0 




-v-2 ^2 yi 

71. F^,y, z ) = - + - + -- 1 

F x (x, y, z) = 2x/a 2 
F y (x, y, z) = 2y/b 2 
F z (x, y, z) = 2z/c 2 

plano: ~ x °^ + ~b^^ y ~ y °^ + ~ z °) = 0 

y 0 y to* = . 

a 2 b 2 c 2 

73. F(x, y, z) = cl 2 x 2 + & 2 y 2 - z 2 
F x (x, y, z) = 2 a 2 x 
F x (x, y, z) = 2 Z? 2 y 
F z (x,y,z) = -2 z 

Plano: 2a 2 x 0 (x - x 0 ) + 2b 2 y 0 (y - y 0 ) - 2z 0 (z - z 0 ) = 0 
a 2 x 0 x + b 2 y 0 y - z 0 z = 0 
Por lo tanto, el piano pasa por el origen. 

75. a) Pj(x, y) = 1 + x — y 

b) P 2 (x, y) = 1 + x - y + jx 2 - xy + \y 2 

c) Si x = 0, P 2 (0, y) = 1 — y + \y 2 . 

Este es el polinomio de Taylor de segundo grado para e~ y . 
Si y = 0, P 2 (x, 0) = 1 + x + \x 2 . 

Este es el polinomio de Taylor de segundo grado para e x . 


X 

y 

f(x,y) 

Pi(x,y) 

P 2 (x,y) 

0 

0 

1 

1 

1 

0 

0.1 

0.9048 

0.9000 

0.9050 

0.2 

0.1 

1.1052 

1.1000 

1.1050 

0.2 

0.5 

0.7408 

0.7000 

0.7450 

1 

0.5 

1.6487 

1.5000 

1.6250 



77. Demostracion 


Seccion 13.8 (pagina 960) 

1. Mmimo relativo: (1,3,0) 3. Mmimo relativo: (0,0,1) 

5. Mmimo relativo: (—1,3,—4) 

7. Mmimo relativo: (1,1,11) 

9. Maximo relativo: (5, —1,2) 

11. Mmimo relativo: (3,—4,—5) 

13. Mmimo relativo: (0, 0, 0) 

15. Maximo relativo: (0, 0, 4) 
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Maximo relativo: (— 1, 0, 2) Minimo relativo: (0, 0, 0) 

Minimo relativo: (1,0, — 2) Maximos relativos: (0, ±1, 4) 

Puntos silla: (±1,0, 1) 

21. Maximo relativo: (40, 40, 3 200) 

23. Puntos silla: (0, 0, 0) 25. Puntos silla: (1, — 1, -1) 

27. No hay numeros crfticos. 

29. z nunca es negativo. Mmimo: z = 0 cuando x = y A 0. 



31 . Informacion insuficiente. 33. Punto silla. 

35. -4 <4(3,7) < 4 

37. a) (0, 0) b) Punto silla. (0, 0, 0) c) (0, 0) 



39. a) (1, a ), ( b , —4) 
c) (1,a), (b, -4) 


b) Minimos absolutos: (1, a , 0), ( b , -4, 0) 



41. a) (0,0) b) Mmimo absoluto: (0,0,0) c ) (0,0) 

d) 1 


43. Mmimo relativo: (0, 3, — 1) 

45. Maximo absoluto: (4, 0, 21) 

Mmimo absoluto: (4, 2, —11) 

47. Maximo absoluto: (0, 1, 10) 

Mmimo absoluto: (1, 2, 5) 

49. Maximos absolutos: (±2, 4, 28) 

Mmimo absoluto: (0, 1,-2) 

51. Maximos absolutos: (-2, -1, 9), (2, 1, 9) 

Mmimos absolutos: (x, —x, 0), |x| < 1 
53. Maximo absoluto: (1, 1, 1) 

Mmimo absoluto: (0, 0, 0) 

55. El punto A es un punto silla. 

57. Las respuestas varfan. 59. Las respuestas varian. 

Ejemplo de respuesta: Ejemplo de respuesta: 



No hay extremos Punto silla 

61. Falso. Sea /(x, y) = 1 — \x\ — \y\ en el punto (0,0, 1). 

63. Falso. Sea /(x, y) = x 2 y 2 (ver ejemplo 4 de la pagina 958). 

Seccion 13.9 (pagina 966) 

1. 73 3. Jl 5. x = y = z = 3 7. 10, 10, 10 

9. 9 pies x 9 pies x 8.25 pies; $26.73 
11. Sea a + b + c = k. 

V = Airabc/3 = f 7 Tab(k — a — b) = \ir(kab — a 2 b — ab 2 ) 

V a = |t r(kb - lab - b 2 ) = 0 }kb - lab - b 2 = 0 

V b = 577 (ka — a 2 — lab ) = 0 J kb — a 2 — lab = 0 
Asf, a = b y b = k/3. Por tanto, a = b = c = k/3. 

13. Sean x, y y z la longitud, ancho y altura, respectivamente, y sea V 0 
el volumen dado. Entonces V 0 = xyz y z = Vjxy. El area de la 
superficie es 

S = 2xy + 2 yz + 2xz = 2(xy + V 0 /x + V 0 /y). 

S x = l(y - Vjx 2 ) = 0]x 2 y ~ V 0 = 0 
S y = l(x-V 0 /y 2 ) = 0\xy 2 -V 0 = 0 
Asf, x =l/%,y =l/%,y z =1/%. 

15. jcj = 3;x 2 = 6 17. Demostracion 

19. x = Jl/1 « 0.707 km 

y = (3 jl + 2V3)/6 « 1.284 km 
21. cl) S — \/a' 2 + v 2 + \/(x + 2) 2 + (v — 2) 2 + 

V(* - 4 ) 2 + (y - W 


6 


24 ' 


La superficie tiene un mmimo. 
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Soluciones de los ejercicios impares 


b ) S x = 


x + 2 




W + y 2 7 (x + 2) 2 + (y - 2) 2 
x - 4 

7(x - 4 ) 2 + (y - 2 ) 2 

y_^ y - 2 


y 7x 2 + y 2 7(x + 2) 2 + (y — 2) 2 
y-2 


c) 


7(x - 4 ) 2 + (y - 2) 2 
1 . /I 2 


72 yio 


72 
e « 186.0° 

d) t = 1.344; (x 2 , y 2 ) = (0.05, 0.90) 

e) (x 4 , v 4 ) « (0.06, 0.45); S = 7.266 

/) — VS^x, j) da la direction de la maxima tasa de decrecimiento 
de S. Usar VS(x, y) para encontrar un maximo. 

23. Expresar la ecuacion a maximizar o minimizar como una funcion 
de dos variables. Tomar las derivadas parciales e igualarlas a cero 
o indefinido para obtener los puntos crfticos. Utilizar el criterio de 
las segundas derivadas parciales para extremos relativos utilizan- 
do los puntos crfticos. Verificar los puntos frontera. 

25. a) y = \x + \ b ) \ 27. a) y = — 2x + 4 b) 2 

175 , 945 

31- y — 148 X + 148 

8 


OQ 37 _i_ 7 

29. y = 43 V + 43 




.(0, 6) 

\»(4, 3) 


.ddpti 

; (8 ’ _4) 7^(io,-5) 


v = _ 175 945 

y 148 A + 148 


33. a) y = 1.6x + 84 
b) 250 



c) 1.6 


35. y = 14x + 19 

41.4 bushels por acre 

37. a ^ x- 4 + + x / 2 = 2 x i 2 ^i 

aix?+b±x?+c±x l =±x t y l 

i= 1 i=l i=l i=l 

7 + + cn = j? y. 



41. j = x 2 — x 

14 


V 

/(4, 12) 
/(3, 6) 

; >(2,2) . . 

(0,0)1 



43. a) y = — 0.22x 2 + 9.66x - 1.79 



45. a) In P = —0.1499* + 9.3018 b) P = 10,957.7^-° 1499/z 
c) M ' 000 _ d) Demostracion 



47. Demostracion 

Seccion 13.10 (pagina 976) 




Curvas de nivel 


/(5, 5) = 25 /(2, 2) = 8 

5. /(1, 2) = 5 7. /(25, 50) = 2 600 

9./(l,l) = 2 11. /(3,3,3) = 27 13./(U±) = | 

15. Maximos;/(72/2, 72/2) = § 

/(-72/2,-72/2) = § 

Mfnimos: /(-72/2, 72/2) = - j 
/(T2/2, -72/2) = -i 

17. /(8, 16,8) = 1024 19.72/2 21.372 23. 7TT/2 

25. 0.188 27. 73 29. (-4,0,4) 

31. Los problemas de optimizacion que tienen restricciones sobre los 
valores que pueden ser usados para producir las soluciones opti- 
mas se conocen como problemas de optimizacion restringidos. 
33. 73 35. x = y = z = 3 

37. 9 pies x 9 pies x 8.25 pies; $26.73 39. a = b = c = fc/3 

41. Demostracion 43. 2 77/3 x 2 73/)/3 x 273c/3 
45. 7360 x 7360 x f 7360 pies 


«- = ^y* = 2. 3 


51. P(15 625/18, 3 125) 

53. x « 191.3 
y « 688.7 
Costo ~ $55 095.60 
55. a) g(i r/3, ir/3, tt/ 3) = f 


—— 49. Demostracion 

2 tt 

226 869 



Los valores maximos ocurren cuando a = (3. 
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Ejercicios de repaso para el capftulo 13 (pagina 978) 



b) g es una traslacion vertical de/dos unidades hacia arriba. 

c) g es una traslacion horizontal de/dos unidades hacia la de- 
recha. 



Generado con Mathematica 


5-' 



Generado con Mathematica 



13. 


Limite: 0 
Continua 

dz/dx = 
dz/dy = 


= —e x 

e~y 


Continua excepto en (0, 0) 

15. f x (x,y) = e x cos y 17. 

fy(x,y) = —e x seny 
19. g x (x,y) = [y(y 2 - x 2 )]/(x 2 + y 2 ) 2 
gy(x,y) = [x(x 2 - y 2 )\/{x 2 + y 2 ) 2 
21. f x (x,y,z) = ~ yz/(x 2 + y 2 ) 23. u x (x, t ) = cne~ nZt < 
fjx,y,z) = xz/(x 2 + y 2 ) 


u t (x,t) = —cn 2 e n2t scnnx 


f z (x, y, z) = arctan y/x 


25. Las respuestas varian. Ejemplo: 



;/ 


27- f xx (x, v) = 6 

fyy(x,y) = I2y 
f X y(x,y) =fy X (x,y) = -1 
29. h xx (x,y) = — ycosx 
hyy(x,y) = -xscny 
h xy (x,y) = h yx (x,y) = cos y — senx 
31. d 2 z/dx 2 + d 2 z/dy 2 = 2 + (— 2) = 0 

d 2 z d 2 z 6x 2 y - 2y 3 -6x 2 y + 2y 3 = 

dx 2 dy 2 (x 2 + y 2 ) 3 (x 2 + y 2 ) 3 

35. (xy cos xy + sen xy) dx + (x 2 cos xy) dy 
37. 0.6538 cm, 5.03% 39. ± 7 r pulg 3 

41. dw/dt = (81 — l)/(4£ 2 — f + 4) 

43. dw/dr = (4 r 2 t — Art 2 — t 3 )/(2r — t ) 2 
dw/dt = (4r 2 £ — r£ 2 + Ar 3 )/(2r — t) 2 
45. dz/dx = (—2x — y)/(y + 2z) 
dz/dy - ( x - 2y - z)/(y + 2z) 

47. -50 49. | 51. (4,4>,4^2 53. (-|,o},^ 

„ . ... ... , N 27 . 8 . 27 65 

55. < 2 ) 54i - 16j Z?) - 1 -^=J c) y = —x —— 

7793 7793 8 8 



57. Plano tangente: 4x + 4y — z = 8 

Recta normal: x = 2 + 4r, y = 1 + At, z = A — t 
59. Plano tangente: z = 4 

Recta normal: x = 2, y = —3,z = A + t 
61. (x - 2)/l = (y - 2)/l = (z - 5)/(—4) 63. 6 « 36.7° 

65. Mmimo relativo: 67. Minimo relativo: (1, 1, 3) 



69. Las curvas de nivel son hiperbolas. El punto critico (0,0) puede 
ser un punto silla o un extremo. 
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Soluciones de los ejercicios impares 


71. x 1 = 94, x 2 = 157 73. /(49.4, 253) = 13 201.8 

75. a) y = 0.004x 2 + 0.07x + 19.4 b) 50.6 kg 
77. Maximo: /'(}, |) = j 

79. x = V 2/2 = 0.707 km; y = V3/3 = 0.577 km; 
z = (60 - 3 V2 - 2V3)/6 « 8.716 km 

SP Solucion de problemas (pagina 981) 

1. a) 12 unidades cuadradas b) Demostracion c) Demostracion 
3- a) y 0 z 0 (x - x 0 ) + x 0 z 0 (y - y 0 ) + x 0 y 0 (z - z„) = 0 
b) x 0 y 0 z 0 = 1 => z 0 = 1 /x 0 y 0 
Entonces el piano tangente es 






•^oJo/ 


= 0 . 


Intersecciones: (3 jc 0 , 0, 0), (0, 3y n , 0), (o, 0, 




Valor maximo: 2 V2 Valores maximo y minimo: 0 

El metodo de los multiplicado- 
res de Lagrange no se aplica 
porque Vg(x 0 , y 0 ) = 0. 


7. 2^150 x 2^150 x5yi50/3 

9. a) xyf + yzf = xCy l ~ a ax a ~ l + yCx a ( 1 — a)y l ~ a ~ l 


= ax a Cy 1 ~ a + (1 — a)x a C(y 1 ~ a ) 
= Cx a y 1 ~ a [a + (1 — a)] 

= Cx a y 1 ~ a 

= ffa y) 

b) f(tx, ty) = C{tx) a {ty) l ~ a 
= Ctx a y l ~ a 
= tCx a y l ~ a 
= tf(x, y) 

11 . a) x = 32V2 1 

y = 32 V2 1 ~ 16 1 2 


b ) 


a = arctan 


x + 50 


= arctan 


32V2r - 16f 2 \ 
32V2f + 50 / 


da = -16(8V2f 2 + 25 1 - 25^/2) 

dt ~ 64 1 4 - 256V2 1 3 + 1024 1 2 + 800^2? + 625 


d) 



No; la razon de cambio de a es 
mayor cuando el proyectil esta 
mas cerca de la camara. 


e) a es maximo cuando t = 0.98 segundos. 

No; el proyectil alcanza su maxima altura cuando t = V2 
~ 1.41 segundos. 


13. a) 



b) 



c ) 


Mmimo: (0, 0, 0) 
Maximos: (0, ±1, 2e~ 1 ) 
Puntos silla: (±1, 0, e~ x ) 
a > 0 

Mmimo: (0, 0, 0) 
Maximos: (0, ±1, fie~ l ) 
Puntos silla: 

(± 1 , 0 , ae ~ x ) 


15. a) 


b) 


Mmimos: (±1,0, — e~ x ) 
Maximos: (0, ±1, 2e ~ x ) 
Puntos silla: (0, 0, 0) 
a < 0 

Mmimos: (±1,0, ae~ x ) 
Maximos: (0, ±1, fie~ x ) 
Puntos silla: (0, 0, 0) 


i 

1 cm 

i 


t 

1 cm 

i 


c) Altura 

d) dl = 0.01, dh = 0 :dA = 0.01 
dl = 0,dh = 0.01: dA = 0.06 

17 a 19. Demostraciones 


Capftulo 14 

Seccion 14.1 (pagina 990) 

1. 2x 2 3. yln(2y) 5. ( 4x 2 — x A )/2 

7. (y/2)[(lny ) 2 — y 2 ] 9. x 2 {\ — e ~ x2 — x 2 e~ x2 ) 11. 3 

13. I 15. I 17. 2 19. 5 21. 1 629 23. | 25. 4 

27. 77-/2 29. 77 2 /32 + | 31. ^ 33. Diverge 35. 24 

37. f 39. | 41. 5 43. irab 45. \ 











































Soluciones de los ejercicios impares 
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65. La primera integral surge utilizando rectangulos representatives 
verticales. Las dos segundas surgen utilizando rectangulos repre¬ 
sentatives horizontales. 


Valor de las integrales: 15 6257 t/24 



J J jcVl + J 3 dy dx = 


26 

9 




73. W 75. (In 5 ) 2 



79. 20.5648 81. 15tt/2 

83. Una integral iterada es una integral de una funcion de varias va¬ 
riables. Se integra con respecto a una variable mientras las otras 
variables se mantienen constantes. 

85. Si los cuatro limites de integracion son constantes, la region de 
integracion es rectangular. 

87. Verdadero 

Seccion 14.2 (pagina 1000) 

1. 24 (la aproximacion es exacta) 

3. Aproximacion: 52; Exacto: 5. 400; 272 
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Soluciones de los ejercicios impares 



„ rr ,, 225 

13. xy dy dx = —— 

Jo Jo ^ 


5 r 3 


225 

x_y dx dy = 


* ff 

n 

»ri 


y , , 1,5 

2 T 2 dydx = - In - 
* + y z 2 2 


•*2 + y 2 ' ' ' J 2 Jy/2 -* 2 + y 


ff 

J 2 Jy /: 


dx dy + | I 2 ^ — 2 dx dy = ^ In — 
y/2 + V 2 2 


— 2 y dy dx = — — 


J4-x 

r 4 6 

— 2 y dxdy = —- 
J 3 J 4-y 5 

n V 25 — y 2 

xdxdy = 25 

■j/3 

n 3x/4 r5 r V25-X 2 

x dy dx + I x dy dx = 25 

i J 4 Jo 

21. 4 23. 4 25. 12 27. | 29. 1 31. 32 72^/3 


1 




n x 

xy dy dx = ^ 

1 ° 

37. 2 J J 7l _ x 2 dy dx = ^ 

Jo Jo _ ^ 

n V4^ 16 

(x + y) dx = — 

) J 

f2 fVl-U-1) 2 

41. 2 I I (2x — x 2 — j 2 ) dy dx 


32 

x 2 dy dx ~ — 


, y-f 

■ -a 

■ it 


4—x 2 

43. 4 | | (x 2 + j 2 ) dy dx 

[2 Cj2-2(y-\y 

45. I I _(4_y — x 2 — 2j 2 ) dx dy 

-J2~2{y-l) 2 

47. 81 77/2 49. 1.2315 51. Demostracion 



e x 2 dxdy = 1 — e 1/4 ~ 0.221 




59. 2 61. | 63. (e - l) 2 65. 25 645.24 

67. Ver la definicion de integral doble en la pagina 994. La integral 
doble de una funcion /(x, y) > 0 sobre la region de integracion 
da el volumen de esa region. 


69. a) La caida de nieve total en el pais R 


71. 

75. 

81. 

85. 


b) El promedio de caida de nieve en el pais R 
No; 677 es el valor mas grande posible. 73. Demostracion; \ 
Demostracion; ^ 77. 2 500 m 3 79. a) 1.784 b) 1.788 

a) 11.057 b) 11.041 83. d 

Falso. V = 8 I ^ Vl - x 2 - y 2 dx dy. 


87. \(\ - e) 89. R: x 2 + y 2 <9 91. = 0.82736 

93. Problema Putnam A2, 1989 

Seccion 14.3 (pagina 1009) 

1. Rectangular 3. Polar 

5. La region R es un medio circulo de radio 8. Se puede describir en 
coordenadas polares como 
R = {(r, 6)\ 0 < r < 8, 0 < 6 < 77 }. 


7. La region R es una cardioide con a = b = 3. Se puede describir 
en coordenadas polares como 
R = {(r, 0): 0 < r < 3 + 3 sen 6, 0 < 6 < 277 }. 

9. 77/4 11. 0 


n 

2 




15. | + 3ir 2 /32 



3 



































Soluciones de los ejercicios impares 


A-49 


[tt/ 2 r 2 

9. 

Jo Jo 

fir /4 f 

31 i 1 


29. | | r 2 (cos 0 + sen 0 ) dr dO = — 


16 


, - 3772 QQ 1 25077 

rO dr d6 = —— 33. - 35. —-— 

64 8 3 


37. f (377 - 4) 39. 2-s/4 - 2 72 41. 1.2858 

43. 977 45. 37t/2 47. 77 

49. f 51. f 




7T V3 
3 2 


53. 



f + 2V3 


55. Sea R una region acotada por las graficas de r = g x {0)y r = g 2 (0) 
y las rectas 6 = a y 0 = b. A1 utilizar coordenadas polares para 
evaluar una integral doble sobre R, R puede ser particionada en 
pequenos sectores polares. 

57. Las regiones r-simples tienen limites fijos para 6 y limites varia¬ 
bles para r. 

Las regiones 0 -simples tienen limites variables para 6 y limites 
fijos para r. 

r 3 rv 9 ^ 

59. a) _ f(x, y) dy dx 


b) 


r f 

J-3J-J9-X 2 

n 


/(r cos r sen 0) r dr dO 


c ) Escoger la integral en el apartado b) porque los limites de in- 
tegracion son menos complicados. 

61. Insertar un factor de r; sector de un circulo 63. 56.051 65. c 

67. Falso. Sea /(r, 0) = r — 1 y sea R un sector donde 0 < r < 6 y 
0 < 0 < 77. 

69. a) 2 77 - (b) V277 71. 486 788 

73. a) ( I fdxdy 

J 2 Jy/J3 

J "2 74/tV3jc 74 74 

fdy dx+ I I fdy dx -hi fdy dx 

2/V3J2 J2 Jx J4/V3JX 

Ctt/ 3 r4 esc 0 

c) I I frdrdO 

Jtt/4 J 2 esc 6 

A 0 r 2 (r, + r 7 \, 

1 - An/ 1 2 (r 2 — r x ) = rAr AO 


75. A = 


A0ry 


= A0 


2 2 

Seccion 14.4 (pagina 1018) 

1. m = 4 3. m = 1 


5. a) m = ka 2 , (a/2, a/2) b) m = ka 3 / 2, (a/2, 2a/3) 
c) m = ka 3 /2, (2a/3, a/2) 

7. a) m = ka 2 /2, (a/3, 2a/3) b) m = &a 3 /3, (3a/8, 3a/4) 
c) m = ka 3 / 6 , (a/2, 3a/4) 


. la ^ a 

3. «) 2 + 5,- 


*> (? + 5 'f 


c) 


2(a 2 + 15a + 75) a 
’2 


3 (a + 10) 

11. m = jfc/4, (2/3, 8/15) 13. m = 30/1, (14/5, 4/5) 

15. a) m = k(e — 1), ' ^ 6 + 


b) m = ~(e 2 
4 


1 ), 


e - 1’ 4 

e 2 + 1 4(e 3 — 1) 

2(e 2 - 1)’ 9(e 2 - 1) 

2 kL (L it 
2 ’ 8 


17. m = 256&/15, (0, 16/7) 19. m = 

krra 2 (4^/2a 4a(2 — V2)\ 

23. m = ^(1 — 5e ~ 4 ), 

8 

25. m = W3, (81 V3/(40 tt), o) 

27. x = V30/3 29. x = a/2 31. x = a/2 

y — V30/3 y = a/2 y — a/2 


377 

/e 4 - 13 8 

7 

K- 7 1 ) 

L 4 - 5 ’ 27 

Le 6 - 5e 2 ]/ 


33. 7 X = kab 4 /4 
I y = kb 2 a 3 /6 
I 0 = (3kab 4 + 2ka 3 b 2 )/\2 
x = V3a/3 
y = V20/2 
37. / x = 16& 

4 = 5120/5 
7 0 = 592k/5 
f = 4V15/5 
? = 76/2 
f* fVS 

41. 2/1 




35. 4 = 32/1/3 

4 = 16/1/3 
7 0 = 16£ 

* = 273/3 

5 = 2V6/3 
39. 4 = 3/1/56 

4 = */18 

7 0 = 55/1/504 
x = V3U/9 
y = 770/14 

(x — a) 2 dy dx = ~r~ (b 2 + 4a 2 ) 


43. I I kx(x — 6) 2 dy dx = 

Jo Jo 

) 


4 

42 752 k 
315 


k(a — y)(y — a ) 2 dy dx = ka 5 [ 77 - — 77 

16 15 


47. Ver definiciones en la pagina 1014. 49. Las respuestas varian. 
51. L/3 53. L/2 55. Demostracion 

Seccion 14.5 (pagina 1025) 

1 . 24 3. 12tt 5. i[4Vl7 + ln(4 + 717)] 

7.^(31731- 8) 9.72- 1 11.7277 

13. 2ira(a — 7a 2 — b 2 ) 15. 48714 17. 2077 

27 - 575 


\a 

n x 

V5 + 4x 2 dy dx = 

i 

n rj9 


12 


1.3183 


- li: 


Vl + 4x 2 + 4y 2 dy dx 


= ^(37V37 - l) - 117.3187 


23. f f Vl + 4x 2 + 4y 2 dy dx : 

Jo Jo 


1.8616 25. e 








































A-50 


Soluciones de los ejercicios impares 


J J V1 + 9(x 2 - y ) 2 + 9(y 2 - x ) 2 dy dx 

r 2 r V4—y / _ 

31. J J _ yi + e~ 2x dy dx 


27. 2.0035 29, 

r2 rj4—x 2 
/4-x 2 

n io 

Vl + e 2xy (x 2 + y 2 ) dy dx 

i 


35. Si/y sus primeras derivadas parciales son continuas sobre una 
region cerrada R en el piano xy, entonces el area de la superficie 
dada por z = /(x, y) sobre la region R es 


1 / 


1 + UJx, y)] 2 + UJx, y)] 2 dA- 


37. No. La grafica no cambia de tamano ni de forma, solo de posi- 
cion. Por lo anterior, el area de la superficie no crece. 

39. 16 41. (a) 81277-7609 cm 3 (b) 100 77 7609 cur 


Seccion 14.6 (pagina 1035) 

- \/e) 

rrr 

o Jo Jo 


1. 18 3. f 5. y(l - 1/e) 7. -f 9. ™ 

r5 r5—x 45—x—y 


11.2.44167 13. V = 

ry6 


dz dy dx 


15. V = 


N 6 fV6 -J 2 ft 

J-V6J-V6-y 2 Jo 

n 7 l6-jc 2 fVS0-x 2 -y 2 

- Vl6 —x 2 J(; 


6-Jc 2 -y 2 


dz dx dy 


19. if 21. 477a 3 /3 23. if 25. 10 


0 2 +/)/2 
256 


dz dy dx 



m -Vz 

-l 


dy dz dx 


'3 f(12 —4z)/3 r(12-4 Z -3x)/6 


T 


dy dx dz 



1 pc fvi-y 2 


dz dy dx 


'0 Jo Jo 


m 3 41 r l 43 

xyz dz dy dx, xyz dz dx dy, 

I Jo Jy Jo 

m x 43 4l 4x 

xyz dy dz dx, I xyz dy dx dz , 

1 Jo Jo Jo 

f3 fi fl 41 r3 r l 

xyz dx dy dz, I I xyz dx dz dy 

Jy_ Jo Jo Jy 

n rV^x 2 r 4 n fV^y r 4 

35. I | | xyz dz dy dx, | | | xyz dz dx dy , 

f 3 f 4 f%/9 -Tx 2 f 4 f 3 f J^X 2 

xyz dy dz dx, xyz dy dx dz , 

)- j9-x 2 Jo J —3 J- V9-X 2 

r 4 n ry^y f 3 r 4 

_xyz dx dy dz, xyz dx dz dy 

J-j9-y 2 J-3 Jo J~j9~y 2 

fl f 1 "* f!-J 2 fl fl-y n-y 2 

dx dy dz, dx dz dy , 


in 

r 3 rV9^ pt f3 rV9^ r 

5- ,_ xyz dz dy dx, I I 

J-3 J-V9-X 2 Jo J-3 J-V9 ~y 2 J 0 

r 3 r 4 ry9-x 2 r 4 r 3 r 

xyzdydzdx,\J 

J-3 Jo J- V 9-x 2 Jo J-3 J- 

n 3 ry^y r 3 r 4 r 

xyz dx dy dz, 

-3 J-j9-y 2 J-3 Jo J~ 

n i-zrl-y 2 H fl-yfl 

dxdydz, 

I Jo Jo Jo Jo 

n 2z-z 2 ri-z ri ri fyr 

Idydxdz + 

l Jo Jo J 2 z-z 2 Jo 

n i ri-z 41 ri-Vi-x rVi-x 

Idydzdx + 

- Jo Jo Jo Jo 

7 


1 dy dx dz , 


1 dy dz dx , 


l r71 —x 4i-y 


dz dy dx 

39. m = 8 £ 41. m = 128it/3 

z = 1 


3 

X = 2 



xy dz dy dx 
x 2 y dz dy dx 
xy 2 dz dy dx 
xyz dz dy dx 


45. x sera mas grande que 2 , mientras que y y z no cambian. 
47. xy z no cambian, mientras que y sera mas grande que 0 . 
49. (0, 0, 3/7/4) 51. (0, 0, |) 53. (5,6, f) 

55. a) I x = 2ka s /3 b ) I x = ka s /8 

I y = 2ka 5 /3 I y = ka s /8 

1, = 2ka 5 /3 1, = ka s /8 

57. a) I x = 256k b ) 4 = 204873 

4 = 51273 4 = 1024 73 

4 = 256 k 4 = 2 048 k/ 3 


59. Demostracion 


r 1 41 41-x 

ion 61. I I I (x 2 + y 2 )^/x 2 + y 2 + z 2 dz dy dx 

J-i J-i Jo 



c) I 


65. Ver “Definicion de Integral Triple” en la pagina 1027 y el teore- 
ma 14.4, “Evaluacion por integrales iteradas” en la pagina 1028. 













Soluciones de los ejercicios impares 


A-51 


67. a) El solido B. 

b) El solido B tiene el momento de inercia mayor porque es mas 
denso. 

c) El solido A llegara primero abajo. Como el solido B tiene un 
momento de inercia mayor, tiene una resistencia mayor al 
movimiento de rotacion. 

69. y 71. I 

73. Q: 3z 2 + y 2 + 2x 2 < l;4V6w/45 = 0.684 

75. a = 2, y 77. Problema Putnam Bl, 1965 

Seccion 14.7 (pagina 1043) 

1. 27 3. | 5. 17/8 7. Tr(e 4 + 3) 

9 . | 11 . 

3'“ 

2 " 


64 ^/3tt/3 




(1 — e 9 )ir/4 

J "2tt r2 r4 

I I r 2 cos 0 dz dr dO = 0 
0 Jo Jr 2 

J r '2'jr r arctan(l/2) r4 sec (f> 

p 3 sen 2 0 cos 0 dp dcj) dO 

o Jo Jo 

J r 2ir Ctv/ 2 root (f> esc <f> 

I I p 3 sen 2 0 cos0 dp d(J> dO = 0 

0 Jarctan(l/2) Jo 

C2tt Ca Ca+ Ja 2 -r 2 

15. Cilmdrica: I I I r 2 cos 0 dz dr dO = 0 

Jo Jo Ja 

r2ir C2a cos 4> 

p 3 sen 2 0 cos OdpdOdcj) = 0 

0 Jo Ja sec </> 

17. (2a 3 /9)(37r - 4) 19. tt/16 21. (2a 3 /9)(3tt - 4) 

23. 48£t t 25. t rr 0 2 h /3 27. (0, 0, h/5) 

Ctt/2 fr 0 Ch(r 0 — r)/r 0 

29. I z = 4k\ r 3 dz dr dO = 3mr 0 2 /10 

Jo Jo Jo 

31. Demostracion 33. 9tt^J2 35. 167 T 2 
37. kira 4 39. (0, 0, 3r/8) 41. ^tt/192 

43. Rectangulares a cilmdricas: r 2 = x 2 + y 2 

tan 0 = y/x 

z = z 

Cilmdricas a rectangulares: x = r cos 6 
y = r sen 0 

z = z 

Ce 2 f g 2 (0 ) fh 2 (r cos 6 , r sen 6 ) 

45. I f(r cos 0 , r sen 0, z)r dz dr dO 

Jo i Jg^Q) Jh^r cos 6, r send) 

47. a) r constante: cilindro circular recto en torno al eje z. 

6 constante: piano paralelo al eje z. 
z constante: piano paralelo al piano xy. 
b) p constante: esfera. 

6 constante: piano paralelo al eje z. 

0 constante: cono. 

49. ^ 77 2 a 4 51. Problema Putnam A1, 2006 


Seccion 14.8 (pagina 1050) 

1. 3. 1 + 2v 5. 1 7. -e 2w 



13. 


15. 

23. 

31. 


f f r r 

3 xydA = 

JrJ J- 2 / 3 J 1 


2/3 r( l/2)x + 2 


3 xy dy dx 


J- 2 / 3 J 1 -X 
fA/3 f{\/2)x + 2 

3xy dy dx + 


J -4/3 n 

2/3 J(] 


2/3 J(l/2)x 


r 8/3 c 4 

J 4/3 J( 1 , 


1 


17. 36 


19. (e- 1 / 2 - e~ 


I In 


'8/3 f4 —x 

3 xy dy dx = - 

'4/3 J(l/2)x 

0.9798 21. 96 


12(e 4 - 1) 25. // 27. ja 5 / 2 29. Uno 




b) ab c ) 77 ab 

33. Ver la “Definicion de jacobiano” en la pagina 1045. 35. u 2 v 
37. — uv 39. — p 2 sen 0 41. Problema Putnam A2, 1994 

Ejercicios de repaso para el capitulo 14 (pagina 1052) 

1 . x — x 3 + x 3 In x 2 




7. 

9. 


11 . 


3 f( 3-x)/3 


dy dx 


n 3-3y 

I 


dx dy = — 


p CV25-x 2 

J—5 J-V25-x 


_ dy dx 

J — 5 J — V 25 — x 2 

f —4 fV25 -j 2 


-CL 


V25~-y^ 

5 rv^ 


Jx0y + 




^5^ 


dx dy 


n j2 5-y 2 

- 725^7 


dx dy 


= 25 77/2 + 12 + 25 arcsenf ~ 67.36 


l rwi-jc 2 


'o Jo 


dy dx = 4 


p /2 |y(i+yr ^)/ 2 
Jo Jv( 1 - 7T^4)4)/2 


r/x = 


4 

3 





































A-52 


Soluciones de los ejercicios impares 


[2 f C2 fy + 3 9 

dy dx + 2 dy dx = dx dy = — 

: — 3 Jl JO J—lJy 2 + 1 2 

15. Ambas integraciones son sobre la region comun R, como se mues- 
tra en la figura. Ambas integrales dan f + f V2. 



27. Verdadero 29. Verdadero 
33. 9tt/2 35. tt/? 3 /3 

37. a) r = 3 Vcos 20 


23. k = 1, 0.070 25. c 

31. (/ i 3 /6)[ln(V2 + l) + Jl\ 


■ ■ ■ 

... 




b ) 9 c) 3(377 - 1672 + 20) « 20.392 
39. a) m = */4, (45, 55) b) m = 17*/30, ( 7309 , 663 ) 
41. I x = ka 2 b 3 /6 
I = ka 4 b/4 


43. 


7 0 = (2ka 2 b 3 + 3ka 4 b)/\2 
x a/ ^2 
y = b/j 3 
(lOiVToT - 1 ) 

6 


45. |(37V37 - l) 


47. a) 30 415.74 pies 3 i>) 2 081.53 pies 2 49. 324 77/5 
51. ( abc/3)(a 2 + l? 2 + c 2 ) 53. 877/15 55. ^(77/2 — §) 

57. ( 0 , 0 , 7 ) 59. (3a/8, 3a/8, 3a/8) 61. 833*77/3 


63. a) ^ 77 /i 2 ( 3 a — *) 


b) 0,0. 


3 (2a - h ) 2 


c) 


0 . 0 , |« 


4(3a - h ), 

J) a e) (7r/30)/z 3 (20a 2 - 15a/? + 3/? 2 ) /) 47ra 5 /15 

65. El volumen de un toro generado por un cfrculo de radio 3, con 
centra en (0, 3, 0) al girar sobre el eje z. 

67. -9 69. 5 In 5 - 3 In 3-2 — 2.751 

SP Solucion de problemas (pagina 1055) 


i. 8(2 - 72 ) 



3. a) a g ) Demostraciones 

9. 4 


3 C2x r 6—x 


dy dz dx — 18 


11. Si a, k > 0, entonces 1 = ka 2 o a = 1/V&- 
13. Las respuestas varian. 

15. Entre mas grande sea el angulo entre el piano dado y el piano xy, 
mas grande es el area de la superficie. Asf, z 2 < z 1 < z 4 < z 3 . 
17. Los resultados no son los mismos. El teorema de Fubini no es va- 
lido porque/no es continua en la region 0 < x < 1 , 0 < y < 1 . 


Capitulo 15 


Seccion 15.1 (pagina 1067) 

1 ■ d 2. c 3. e 4. b 5 .a 6. / 

7. Jl 9. JJTf 


y 




15. 73 



y 



y 



21. 2xi + 4yj 


23. (lOx + 3y)i + (3x + 2y)j 25. 6 yzi + 6xzj + 6xyk 
27. 2xye x2 i + e x2 j + k 

29. [xy/(x + y) + y ln(x + y)]i + [xy/(x + y) + x ln(x + y)] j 
31 a 33. Demostraciones 35. Conservativo porque BN/dx = BM / By. 
37. No conservativo porque BN/Bx A BM/By. 

39. Conservativo: f(x, y) = xy + K 
41. Conservativo: f(x,y) = x 2 y + K 




























Soluciones de los ejercicios impares 


A-53 


43. No conservativo 45. No conservativo 
47. Conservativo: /(x, y) = e x cosy + K 49. 4i — j — 3k 
51. -2k 53. 2x/(x 2 + y 2 ) k 

55. cos(y — z)i + cos(z — x)j + cos(x — y )k 
57. Conservativo: /(x, y, z) = \(x 2 y 2 z 2 ) + K 
59. No conservativo 61. Conservativo: /(x, y, z) = xz/y + K 
63. 2x + 4 y 65. cos x — sen y + 2z 67. 4 69. 0 

71. Ver la “Definition de campo vectorial” en la pagina 1058. Algu- 
nos ejemplos ffsicos de campos vectoriales son los campos de ve- 
locidades, campos gravitacionales y campos de fuerza electrica. 
73. Ver la “Definition del rotational de un campo vectorial” en la pa¬ 
gina 1064. 

75. 9xj - 2yk 77. zj + yk 79. 3z + 2x 81. 0 

83 a 89. Demostraciones 

91. /(x, y, z) = ||F(x, y, z)|| = Jx 2 + y 2 + z 2 


In/ = ^ ln(x 2 + y 2 + z 2 ) 
Vln/=- 


2 J + 


x 2 + y 2 + z 2 x 2 + y 2 + z 2 x 2 + y 2 + z 2 

F 

“/ 2 

93. f n = 11F (x, y, z )\\ n = [Jx 2 + y 2 + z 2 )” 

V/- = 

= nf n ~ 2 ¥ 

95. Verdadero 

97. Falso. El rotacional de/solo tiene significado para campos vec¬ 
toriales, que consideran la direction. 

Seccion 15.2 (pagina 1079) 

[d + fj, 0 < t < 1 

[(2 - t)\ + 72 - /j, 1 < t < 2 


1. r0) = 


3. r(f) = 


ti, 

3i + (t ~ 3)j, 
(9 - t )i + 3j, 
1(12 - t)j, 


0 < t < 3 
3 < t < 6 
6 < t < 9 
9 < * < 12 


9. 5tt/2 


5. r(f) = 3 cos t\ + 3 sen tj, 0 ^ t £ 2 17 7. 20 

11. a) C: r(f) = ti + rj, 0 < t < 1 6) 272/3 

13. a) C: r(f) = cos fi + sen fj, 0 < f < - 77/2 1>) - 77/2 

15. a) C: r(f) = fi, 0 < f < 1 £) 1/2 

fn, 0 < t < 1 

17. a) C: r(f) = | (2 - f)i + (f - l)j, 1 < t < 2 

[(3 - f)j, 2 < f < 3 

ft) f(l + V2) 

fri, 0 < t < 1 

19. a) C: r(f) = j i + fk, 0 < t < 1 6) f 

[i + fj + k, 0 < f < 1 

21. 8V5t7(1 + 4t7 2 /3) « 795.7 23. 2 

25. (fc/12)(4lV4T - 27) 27. 1 29. \ 31. f 

33. = 249.49 35. 66 37. 0 39. - IO 77 2 

41. Positivo 43. Cero 

45. a) la orientation es de izquierda a derecha, asi que el valor 


es positivo. 

-^p; laorii 
lor es negativo. 


b) — -p; la orientation es de derecha a izquierda, asi que el va- 


47. F(f) = -2 ti - ti 
r \t) = i - 2j 

F(r) • r'(0 = -2f + 2t = 0 


L 


F • dr = 0 


49. F(f) = (t 3 - 2t 2 )i + (f - f 2 /2)j 
r'(f) = i + 2fj 

F(f) ■ r'(f) = f 3 - 2 f 2 + 2 f 2 - t 3 = 0 


L 


F • dr = 0 


51. 1 010 53. ¥ 55. 25 57. ? 59. 


11 
' 6 


61. 


63. 5h 65. | 67. (h/4)[lj5 + ln(2 + 75)] 

69. -lo(25y5 - ll) 

71. a) 1277 * 37.70 cm 2 b) \2 tt/5 = 7.54 cm 3 



75. a) 


\ 


2 ' 

XT 




Z?) 977 cm 2 ~ 28.274 cm 2 

f 3 

c) Volumen 


1 = 2| 3 279^7[l 


27^711 + 4 f(l - f 


dy 


= 2777/2 « 42.412 cm 3 
77. 1 750 pies-lb 

79. Ver la “Definition de integral de linea” y el teorema 15.4, “Evalua¬ 
tion de una integral de linea como integral definida”. 

81. z 3 ,z v z 2 , z 4 ; Entre mas grande sea la altura de la superficie sobre 
la curva y = >/x, mas grande es el area de la superficie lateral. 

83. Falso: I xy ds = V2 I t 2 dt. 

Jc Jo 

85. Falso: las orientaciones son diferentes. 87. — 12 

Seccion 15.3 (pagina 1090) 

1 .a) | (t 2 + 2 1 4 ) dt = 

1*77/2 

b) 

3. a) 

b) 


f 

r 


(sen 2 6 cos 6 + 2 sen 4 6 cos 0) d6 = j 5 

3 

(sec 0tan 2 6 — sec 3 6) dO ~ -1.317 


f 

7/ 

-v/f + 1 

Jo 

2 V t + 1 

27f 


dt - -1.317 






















A-54 


Soluciones de los ejercicios impares 


5. Conservativo 


11 . a) 
15. a ) 
19. a) 
25. 72 
33. 11 


1 


1 b) 

64 b) 0 
32 b) 32 

27. -1 29. 0 

35. 30 366 37. 


7. No conservativo 
13. a) 0 b) -j 
c) 0 d) 0 17. 


9. Conservativo 

c) 


21 . a) f b) f 


x 64 
a) y 


tx 64 

Z?) y 


3 

31. 


a) 2 


23. a) 0 

b) 2 c) 2 


6 ) 0 


39. a) Jr = (i - j) dt - 


f 


175 dt = 8 750 pies-lb 




J ^50 

(50 - r) ^ 
o 


= 8 750 pies-lb 

41. Ver teorema 15.5, “Teorema fundamental de las integrates de ti¬ 
nea” en la pagina 1084. 

43. a) 2i t b) 2tt c) —2tt d) 0 

45. Si, porque el trabajo necesario para ir de un punto a otro es inde- 
pendiente de la trayectoria seguida. 

47. Fatso. Sena verdadero si F fuera conservativo. 

49. Verdadero 51. Demostracion 

53. a) Demostracion b) —tt c) it 

d) — 277; no contradice el teorema 15.7 porque F no es continuo 
en (0, 0) en la region R encerrada por C. 


e) V 


arctan - — 


J 


i h 


Seccion 15.4 


1 + (■ x/y) 2 

(pagina 1099) 


-*/y 2 

1 + ( x/y ) 2 


9. 56 


23. ™ 
31. 


1. ^ 3. 0 5. = 19.99 7. ; 

15. 0 17. j 2 19. 32i7 21. n 

29. Ver teorema 15.8 en la pagina 1093. 

33. (0, |) 

35- (i5» 21) 37. 37ra 2 /2 39. 77 — 3 V3/2 

41. a ) 51 77/2 b) 24377/2 


11 . 

25. 


13. 


0 

27. 


Demostracion 


43. 


45. 


I = — 277 cuando C es un circulo que contiene al origen. 
y 47 a 49. Demostraciones 


Seccion 15.5 (pagina 1109) 


1. e 2. / 3. b 

7. y — 2z = 0 
Plano 


4 .a 5 . d 6. c 

9. x 2 + z 2 = 4 

Cilindro 




17. El paraboloide se refleja (invertido) en el piano xy. 

19. La altura del paraboloide aumenta de 4 a 9. 

21 . r (u, v) = ui + vj + vk 

23. r(w, v) = \u cos vi + wj + \u sen vk, u > 0, 0 < v < 277 o 
r(x, y) = xi + jAx 2 + 9y 2 j + zk 
25. r (u, v) = 5 cos ui + 5 sen nj + vk 
27. r (u, v) = ui + vj + u 2 k 
29. r (u, v) = v cos ui + v sen wj + 4k, 0 < v < 3 

u u _ . _ 

31. x = u,y = — cos v, z = ~ senv, 0 < u < 6, 0 < v < 277 

33. x — sen u cos v, y = sen u senv, z — u 
0 — U — 77, 0 — V — 277 

35. x — y - 2z = 0 37. 4y - 3z= 12 39. 8^2 

41. 2nab 43. 7rafe 2 Va 2 + 1 
45. (ir/6)(l7Vl7 - l) « 36.177 

47. Ver la “Definicion de superficie parametrica” en la pagina 1102. 
49 a 51. Demostraciones 





El radio del circulo generador que es girado en torno al eje z es b, 
y su centra esta a a unidades del eje de revolucion. 

55. 40077 m 2 



2 i 7 [|v / l 3 + 2 ln(3 + VI3) - 2 In 2 ] 



























Soluciones de los ejercicios impares 


A-55 


59. Las respuestas varfan. Ejemplo de respuesta: Sea 
x = (2 — a)(5 + cos v) cos 3ttu 
y = (2 — u)( 5 + cos v) sen 3ttu 
z = 5u + (2 — u) sen v 
donde —7 r < u < it y — 77 ^ v < 77. 

Seccion 15.6 (pagina 1122) 

1. 12V2 3. 2tt 5. 27V3/8 7. (391 Vf7 + l)/240 

9. « -11.47 11. 3 ~f 13. 1275 15. 8 17. 73tt 

19. 32tt/3 21. 48677 23. -f 25. 3tt/2 27. 20t7 

29. 38477 31. 0 33. Demostracion 35. 2ira 3 h 37. 647rp 

39. Ver el teorema 15.10, “Calculo de integral de superficie” en la pa¬ 
gina 1112. 

41. Ver la “Definicion de la integral de flujo” en la pagina 1118; ver 
el teorema 15.11, “Calculo de integral de flujo” en la pagina 1118. 

b ) Si un vector normal a un pun- 
to P sobre una superficie se 
mueve alrededor de la banda 
de Mobius, este apuntara en 
la direction opuesta. 

d) Construccion 

e) Una banda con doble vuelta 
y doble longitud que la banda 
de Mobius. 


Circulo 

Seccion 15.7 (pagina 1130) 

1. a 4 3. 18 5. 77 7. 3a 4 9. 0 11. 10877 

13. 0 15. 2 304 17. 1 02477/3 19. 0 

21. Ver teorema 15.12, “El teorema de la divergencia” en la pagina 
1124. 23 a 29. Demostraciones 

Seccion 15.8 (pagina 1137) 

1. ( xz - e z )i - ( yz + l)j - 2k 3. [2 - 1/(1 + x 2 )]j - 8xk 

5. z(x - 2 e y 2+z2 )i - yzj ~ 2ye x2+ y\ 7. I 877 9. 0 

11.-12 13. 2t7 15.0 17. f 19. a 5 /4 21.0 

23. Ver el teorema 15.13, “El teorema de Stokes” en la pagina 1132. 

25 a 27. Demostraciones 29. Problema Putnam A5, 1987 



15. a) div F = —y sen x — x cos y + xy 
b) rot F = xzi - yzj 
17. a) div F = 1/Vl - x 2 + 2xy + 2yz 
b) rot F = z 2 i + y 2 k 

19. a) div F = 2 * + 2 ? + 1 


b) rot F 


x 2 + y 2 
2x — 2y 


x 2 + y 2 

21. a) ™ b) 2t7 23. 677 25. a) 18 b) I 877 

27. 9a 2 /5 29. (V5/3)(19 - cos 6) « 13.446 31. 1 

33. 2t7 2 35. 36 37. f 39. |(3 - 4 V 2 ) « -7.085 

41. 6 43. a) 15 b) 15 c) 15 

45. 1 47. 0 49. 0 




e) « 14.436 


55. 



Circulo 
/) « 4.269 


Ejercicios de repaso para el capftulo 15 (pagina 1138) 

1. Jx 1 + 5 3. (4x + y)i + x j + 2zk 



5. Conservative: /(x, y) = y/x + K 
7. Conservative: /(x, y) = \x 2 y 2 — yx 3 + |y 3 + K 
9. No conservative 11. Conservative: fix, y, z) = x/(yz) + K 
13. a) div F = 2x + 2xy + x 2 b) rot F = — 2xzj + y 2 k 


0 

57. 66 59. 2a 6 /5 61. Demostracion 

SP Solucion de problemas (pagina 1141) 

I. a) (25V2/6)k77 b) (25^/2/6)kTT 

3. I x = (^/l3 77 / 3 )(27 + 3277 2 ); I y = (Vl377/3)(27 + 3277 2 ); 
I z = 18VI377 

5. Demostracion 7. 3a 2 77 9. a) 1 b) y§ c) | 

II. Demostracion 

13. M = 3mxy(x 2 + y 2 ) _5/2 

3M/dy = 3mx(x 2 — 4 y 2 )/(x 2 + y 2 ) 7/2 

N = m{2y 2 - x 2 )(x 2 + y 2 ) _5/2 

dN/dx = 3 mx(x 2 — 4y 2 )/(x 2 + y 2 ) 7/2 

Por lo tanto, 3N/dx = dM/dy y F es conservative. 
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